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Einf Bhrung

Grundlage der physikalischen Werksto®eigenschaften istie Physik (und Chemie) fester Kérper mit ih-
ren Lehren @ber den Aufbau der Materie. Dieser wird von den Bindungstypen und Kristallstrukturen
bestimmt. Dar@berhinaus ist bei Metallen vor allem ihr Einsatzgebiet voninteresse und die Metallkunde
beschreibt Legierungen, Galge und die Mikrostruktur von Ein- und Polykristallen. Die T hermodyna-
mik beschreibt die Phasenzusammensetzung und deren Bildgn sowie die Kinetik von Prozessen (z.B.
Di®usion und Kinetik).

Ziel: Die physikalischen Werksto®eigenschaften vermitteln daphysikalische Versténdnis der Vorgange
in metallischen Werksto®en. Hierbei sind Defekte, die dieteenge Regeln#viigkeit der Atomanord-
nung stéren, von besonderer Bedeutung. Als Strukturfehler-bestnmte Eigenschaften gelten hierbei
etwa die mechanische Festigkeit, die hohe Koerzitivfelddérke von Permenentmagneten, die hohe
Permeabilitat von Weichmagneten, die kritischen Stime in Supraleitern, um nur einige weinge zu
nennen.

De nitionen und Begri®e

Kristalline Materialien weisen eine wohlde nierte Krista llstruktur auf. Es gibt aber auch amorphe Metalle,
die nicht-kristallin sind und dennoch strukturell beschrieben werden lénnen. Im Rahmen der Betrachtun-
gen kommt dem Festldrper eine zentralle Rolle zu, wohingegen Schmelze und Gdspse nur als Grenzélle
und mit untergeordneter Bedeutung Beachtung "nden.

Die Eingliederung der Metalle in die Familie der Festkdrper erfolgt Bber ihre spezi schen Eigenschaften,
die die Metalle auszeichnen; dies ist vor allem ihre hohe etérische Leitf Ahigkeit. Gleichzeitig weisen Me-
talle ein gutes Re°exionsvermdgen, eine gute thermische Leitdhigkeit auf und sind in der Regel plastisch
verformbar.

Metallische Bindungen

Metallische Bindungen haben ihre Ursache in der elektrostischen Wechselwirkung der von den Atomen
abgegebenen Valenzelektronen mit allen positiven Atoméimpfen des Kristalls. Die Bindungspartner sind
nicht starr gekoppelt, die freien Valenzelektronen haben me hohe Beweglichkeit und sind nicht lokali-
siert. Hinzu kommen die Bbergangsmetalle, Metalle mit einer unvollséndig gefillten d-Schale (also alle
auvserhalb der acht Hauptgruppen des Periodensystems). Sien@ durch eine hohe Bindungsenergie ge-
kennzeichnet. Zugizliche Bindungskréfte werden durch die Wechselwirkung zwischen inneren d-8alen
erzeugt.

Makroskopischer Metallk  drper

Metalle kénnen aus nur einem oder aber aus mehreren Elementen bestehdém letzten Fall spricht man
auch von Legierungen. Der makroskopische Metallirper wird zudem néher eingruppiert.
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Einkristall Ein durchgehender Kristallaufbau kennzeichnet diesen Zusnd

Polykristall Dieser Zustand wird durch mehrer Kristall-, Kdrnen gebildet.
Proben weisen eine Mikrostruktur, ein Gefige, auf. Die Kristall-, K@rnen unterscheiden
sich untereinander in Orientierung, Form und GréYse, im Fall eines homogenen Systems;
sowie Kristallstruktur und Zusammensetzung (bei Legierungen) im Fall eines heteroge-
nen Systems. In einem Heterogenen System hei%zen die in sichmfumenen Bestandteile

Phasen -
Der Zusammenhang zwischen verschieden orientierten &nern wird durch die Korngrenzen beschrieben.

Im thermodynamischen Gleichgewicht existieren keine Korigrenzen und ebenso keine Versetzungen, wohl
aber Kristallbaufehler, wie zum Beispiel: thermische und srukturelle Leerstellen, strukturelle Antipha-
sengrenzen sowie strukturelle Stapelfehler.

Gefidge Das Gefige, oder die Mikrostruktur, ist die Gesamtheit aller nicht im thermodynamischen
Gleichgewicht be ndlichen Kristallbaufehler eines Metalls
Struktur Die Struktur beschreibt die Atomanordnung in einem Festkérper

2 Was ist ein Metall?

2 Wie unterscheiden sich Ein- und Polykristall?




Thermodynamik von Legierungen

Ein System verndert sich solange, bis es das thermodynamische Gleichgiht erreicht hat, wobei die
Einstellung des Gleichgewichtes kinetisch miglich sein muY.. Das thermodynamische Gleichgewicht ist
erreicht, wenn die Entropie ein Maximum einnimmt. Die Entro pie entspricht der Zahl von mikroskopi-
schen Realisierungsmglichkeiten. Das Eta-Theorem (Boltzmann) beschreibt diesen Zusammenhang.

Die Entropie bei einer gegebenen Energie isd = kiIn! . Hierin ist k - Boltzmann-Konstante; ! - Anzahl
der Realisierungsndglichkeiten. Damit ist die Entropie ein Zustand der Unordnung.

Entropie S = kin!

| N!
s _ " Na!Ng!
Na, Na Ng, Ng’
=kln i —In—j —In—
S n j N n NN n N
.. _ Ng Na _,. .
mit x = — undW—(ll X)
S=ik[1i x)In(1j x)+ xInx]

solange das Argument- 1 ist
istinf]- O

Legierungen sind im thermodynamischen Gleichgewicht, wenidie Entropie maximal wird. Dies bedeutet
die gréste Zahl an Realisierungsdglichkeiten beziehungsweise die gé/stnigliche Unordnung.

Das thermodynamische Gleichgewicht bei Legierungen stellsich meist bei konstanter Temperatur T,
das hei%t im Kontakt mit einem Warmebad, oder bei konstantem Druckp ein. WegenG = U+ pV| TS
wird in diesem Fall die freie Enthalpie G (auch Gibbs'sche freie Energie) ein Minimum.

Zur Erinnerung:
freie Energie F= U TS isotherme Prozesse (ersetzG wenn p = konst.)
Enthalpie H = U+ pV isobare Prozesse
freie Enthalpie G= U TS+ pV isotherme und isobare Prozesse
gro¥kanonisches Potential © U TS N isotherme Prozesse mit konstanter Teilchenzahl

Hierin ist: U - innere Energie;T - Temperatur; S - Entropie; p - Druck;
V - Volumen; ! - chemisches Potential;N - Teilchenzahl

Die innere EnergieU im Festkérper setzt sich aus mehreren Bestandteilen zusammen:

. Y
Bindungsenergie

Kristallbaufehler potentiell

4
Atomschwingungen

Rotationsenergie kinetisch
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4 1. THERMODYNAMIK VON LEGIERUNGEN

I Gleichgewichtsbedingung G = min

déG = 0

dG = dU+ pdV+ Vdpj TdS| SdT
mit T, p = konst.

dG = dUj TdS+ P{jz\f

vernachléssigbar in FK
= dUj TdS=0

tiefe T : dU wichtig ! Festkdrper stabil
hoheT : TdS wichtig ! Unordnung dominiert; ° Bssig, gasérmig
In Legierungen laufen Reaktionen ab, bidG = 0 ist.
X X
G= 1ini) dG = 1idni=0 (1.1)
i i
Die Anderung erfolgt um die Zahl n von Atomen der Komponentei. 1 ; ist das chemische Potential der
Komponente i. Bis das Gleichgewicht erreicht ist werden Atome der Kompomnte i hinzugefidgt oder
weggenommen und dabei das chemische Potential dedert.
Fir ein Zweisto®system ist die freie EnthalpieG = i Tixin (x; = n;=n gibt die Konzentration der
Teilchen an; n - totale Teilchenzahl)

G = (11x1+12x2)n mit xo=1j X1
G = [*ixg+12(1i xg)]n

Dabei sind 1 und !, Funktionen von T, p, und x. Fiigt man bei konstanter Temperatur und Druck
eine Komponente 1 mit dem chemischen Potential { und eine Komponente 2 mitt 2 in ein durgh X
gegebenes Verltnis zusammen und es passiert sonst nichts, so ergibt sictie freie Enthalpie G(x)

einfach summarisch

_ £ o)
G(x)= fx1+10xp n (1.2)

soda¥G(x) in einem Diagramm durch eine Gerade zwischen £ und t 9 dargestellt wird.

Werden beide Komponenten jedoch vermischt ineinander aufgiést, also zu einer Phase vereinigt, dann
treten sie miteinander in Wechselwirkung, weshalb #i die freie Enthalpie G = H j TS ein zusitzlicher
Term zu bendcksichtigen ist.

[
DG — M
g G = 6riE)
G beruht auf der Mischungsenthalpie als auch auf -Entropie
0 ¢GM=¢ HM; Te¢ SM (1.3)
M2 G G = G+¢HM; TesM (1.4)

A X B
Mischungen, die der Voraussetzung geéigen, da¥ die Wechselwirkung zwischen den Komponenten dene
in den reinen Komponenten entsprechen, soda¥a sich die ineeEnergie des Systems durch Mischung nicht
Andert (¢ UM = 0) hei%enideale Mischung (ideale Ldsung). Es wird also nicht impliziert, da¥ es in
idealen Mischungen keine Wechselwirkungen zwischen den iKgponenten gibt.

1.1 Wahrscheinlichkeit und Entropie

Gegeben seien vier Teilchen. Werden diese auf zwei Volumineerteilt, so ergibt dies 16 verschiedene
Realisierungsmiglichkeiten, auch Mikrozustdnde genannt. Man erlélt die Anzahl aus der Aufsummierung
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der Binomialkoezxzienten (Gl. 1.5) fir jede Verteilung.

VORIl
n n!
k ~ ki(nj k) (£.5)
u4ﬂ u4‘ﬂ u4ﬂ u4‘ﬂ u4ﬂ
+ + + + =
0 1 2 3 4
SR A B A | i K0
2 +2 + = K
0 1 2 o
= 2%=16 (1.6)

Diese Mikrozustédnde treten alle gleich HAu g auf. Allgemein gilt f &r die Anzahl der Mikrozustdnde k",
wobein - Anzahl der Teilchen, die aufk - Anzahl der Zusténde verteilt werden. Die 16 eben beschriebenen
MikrozustAnde sind in Abbildung 1.1 zusammen angafhrt.

12 12
34 34

Abbildung  1.1: Mdglichkeiten vier Teilchen auf zwei Teilvolumina zu verlen. Dabei cwitrittist eine gleichnAvsige
Verteilung Aber beide Teilvolumina viel Buger auf, als eine ungleichA%ige. Dies liegt daran, davs die gleichivhige
Verteilung die gévstndgliche Anzahl von Realisierungséglichketen aufweist.

Ein Makrozustand hingegen ergibt sich aus einer verschied®n Anzahl von MikrozustAnden. Zuréchst
einmal wird in einem Makrozustand nicht mehr unterschiedenwelches Teilchen sich wo be ndet, sondern
lediglich wieviele Teilchen in welchem Volumen sind. Damitergeben sich #v das vorherige Beispiel fol-
gende Makrozuséinde: 4:0; 3:1; 2:2; 1:3 und 0:4 aus den Mikrozushden. Der mittlere Zustand 2:2 ist
mit sechs Mikrozustdnden der wahrscheinlichste.

Grad der Unordnung
Die Zahl der m@glichen Mikrozustédnde zu einem Makrozustand ist
ein quantitatives Mav4 fr den Grad der Unordnung dieses Zustads.

Fazit: Das sAmtliche Teilchen sich in nur einem Teilvolumen aufhalten st zwar prinzipiell m dglich, aber
sehr unwahrscheinlich. Noch deutlicher wird dieser Zusammnhang bei einer noch géseren Teilchenzahl,
z.B. N =100.

Sind alle 100 Teilchen in einer Hilfte des Volumens, so gibt es dafr nur einen Mikrozustand. Sind

hingegen die Teilchen gleichrdzig auf beide Volumina veteilt (je 50), so gibt esfr diesen Makrozustand
1¢10%° Realisierungsniglichkeiten (Mikrozusténde). Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 1.2 verdeutlich.
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Anzahl der Tellchen in elner Halfte

Abbildung  1.2: Die Anzahl der Mikrozuséinde eines Systems mit 100 Teilchen in Alihgigkeit von der Teilchenzahl
in einer bestimmten Hifte des Volumens.

Beispiel: Expansion eines Gases

Ein Gas (Volumen 1 I) be nde sich in einem Gefivs, das mit einem Zweiterdber ein Ventil und einem
Rohr verbunden ist. Solange das Ventil geschlossen bleibtébnden sich alle Molekile in dem Gefvs. In
dem zweiten Gefiz be nde sich ein Vakuum. Sobald das Ventil gi®net wird expandiert das Gas und
erflllt beide GefAvse mit dem selben Druck.

Zustand 1: alle Molekdke im ersten Gefivs
Zustand 2: Molekille in beiden Gefivzen gleichAYig verteilt

Wieviel wahrscheinlicher ist der Zustand 2?

Zustand 1 hat lediglich einen Makrozustand. Es sind ja alle Mlekile im ersten Gefds. Die Anzahl der
Mikrozust#énde richtet sich nach der Anzahl der Teilchen in dem GedYs. Nach de®®nung des Ventils
verteilen sich die Teilchen gleichn#sig auf beide Gef/ze. Nactk™ und der Tatsache, da¥s in 1 | Luft etwa
10?2 Teilchen enthalten sind, gilt dann fiév die Anzahl der Mikrozusténde:

k" = 210% = 220 (1.7)

Die Wahrscheinlichkeit ist der Quotient aus den gewnschten Mikrozustdnden zu der Gesamtzahl aller
Mikrozust&nde. Damit ist die Wahrscheinlichkeit den Zustand 1 nach®®nung des Ventils (und Expansion
des Gases) anzutre®en gleich=k" = 2i 230, Die Wahrscheinlichkeit fév den Zustand 2 ist per De nition

gleich 1. Dieser Zustand beschreibt das thermodynamische I&ichgewicht und mu¥%z daher vorhanden sein.
Véllig anders wivde es sich darstellen, wenn die Wahr-
scheinlichkeit fiv den Zustande mit gleichméliger Ver-

2 Wie stark nimmt die Entropie zu, wenn sich die teilung der Molekile, also # den Zustand mit jeweils
Verteilung der Teilchen von zunAchst 45% auf exakt der Halfte der Teilchen in jedem Teilvolumen be-
einer Seite zu 50% auf beiden Seiten ausgleicht, stimmt werden sollte. Die Wahrscheinlichkeit der Vertei-
bei einer Gesamtzahl von N = 6¢1073? lung, genauer der Binomialverteilung P (xjp;n) mit n -
Hinweis: Verwenden Sie die Stirling-Formel Anzahl der Molekiéle, x - Anzahl der Teilvolumina und

) p der konstanten Ereigniswahrscheinlichkeit, berechnet
sich dann zu:
p
P(xjp;n) = pP(Li pttx

_ n| nj

= —x!(n X! PLi p)

- n! +ni 3 n! =

= g oy® 0;52* " 3 %!%!0,5 (1.8)
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Mit Hilfer der Stirling-Formel kann die Fakult At einer sehr groAs en Zahl geiiert werden. Die Stirling-
Formel lautet:
3 .
P— nn :
| 1, — -
n! 2Yan = exp o (1.9
Hierin gilt 0 - £ - 1. Unter Voraussetzung von gro%en Teilchenzahlen, was beinem Gas immer
gerechtfertigt ist und durch Einsetzen von Gleichung 1.9 inGleichung 1.8 folgt:

i ¢
o P 2o .
n|n|0:5 9] P i€ ¢ 0;5
2" 2 oW T
£ o]
Die Exponential-Terme aus Gl. 1.9 fehlen hier bereits, damlm exp 1§_n 1
. in % P iy
ﬂ!m05“ ' ;ﬁl: —0;5" = p—.—&%‘l +0; 5"
2' 2 ﬁ_e 4 pze
s g2 2
= 9%1—%%0,5 = P?m (1.10)

Der in Gleichung 1.10 #ir die Wahrscheinlichkeit fir eine Verteilung von jeweils e>@|§t der Halfte der
Molekile in jedem Teilvolumen geht v gro%ze Molel-Anzahlen gegen Null fim ps= | 0. Dies ist
leicht einzusehen, da es im thermodynamischen Gleichgeviicimmer Fluktuationen gibt, die das Gleich-
gewicht zwar nicht verschieben, wohl aber einen Austauschuassen, der durch die Voraussetzung zu
dieser Berechnung aber untersagt war.

Dieser Zustand 2 ist dennoch wahrscheinlicher, als der Zuahd 1, da es zu diesem Zustand mehrere Mi-
krozustande gibt. Die Anzahl der MikrozustAnde berechnet sich nach Gleichung 1.5 zu (s. auch GI. 1.10):

H il p_
n 2 1
- =

n=2 Yan 5

Dies umformen und mit der Anzahl der MikrozustAnde von Zustand 1 vergleichenhrt auf:

P5x
>

p—>1
an

LAsung N i ¢
230
Der Zustand 2 ist n22 (konkret (22230):2 ) -mal wahrscheinlicher. Ein Zustand geht von selbst nur in

einen gleichwahrscheinlichem, oder einen wahrscheinliehenber. Anders ausged#ckt: Die Entropie eines
Systems kann nie abnehmen.

2 Was ist der Unterschied zwischen einem Makro
und einem Mikrozustand?

2 Warum kann die Entropie eines Systems nicht
ohne Energieaufwand kleiner werden?
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1.2 Mischungsprozesse

Betrachtet wird die freie Enthalpie einer bin&ren Legierung AB beim Mischen der Atome. Ein Zustand
1 der durch N5 A-Atome und N B-Atome gekennzeichnet ist geht in einen Zustand 2dber, der aus
einer Mischung von A- und B-Atomen besteht. Damit berechnetsich die Teilchenzahl aus der Summe
Ng = Na + Ng. Die Freie Enthalpie der Mischung beRuft sich auf:

¢GM=¢ HMj T¢ SM +pg vV 1.11

1.3 Ideale L #sung

Am Modell der idealen Mischung lassen sich viele Grunddge des Verhaltens von Zweisto®systemen
deutlich machen. Bei einer idealen Mischung tritt beim Vermischen weder ein Volumenzuwachs auf
(¢ VM = 0), noch gibt es eine Warmetdnung (¢ HM = 0), jedoch gibt es einen Entropiezuwachs, da

durch das Vermischen die reinen Sto®e in einen Zustand gegerer Ordnung gebracht werden. Damit

ergibt sich die freie Enthalpie einer idealen Mischung zu (gl. Gl. 1.4):

G=Gj T¢S (1.12)

Die Gleichgewichtsbeziehungen von zwei Phase® und S in einem System aus zwei Komponenten wer-
den aus dem Vergleich der freien Enthalpien der Phasen deuth (® - feste Phase; S - Schmelze). Im
Allgemeinen hat bei einer gegebenen hohen Temperatur diefssige Phase eineghere Energie und damit
auch eine IBhere Enthalpie und eine Bhere Entropie, als eine feste PhaseHS > H ®; S° > SP).

T T T T

2 3 4 5

DG

A X

vs)

Abbildung  1.3: Freie Enthalpie Kurven einer festen undéissigen Pase in Abfingigkeit von der Zusammensetzungif
verschiedene Temperaturen. Im unteren Teil ist das daraus kansérte Temperatur - Konzentrations Zustandsdiagramm
gezeigt.

Bei niedrigen Temperaturen ist der Term TS in G = H | TS klein, es dberwiegt H, sodaVH® < H S
fiv alle Zusammensetzungen und damitG® < G S gilt. Das System ist dann fest, da es die geringste freie
Enthalpie hat, wenn es ganz aus einer festen Phase bestehty in Abb. 1.3). Im Gegensatz dazu wird bei
héheren Temperaturen (T1) der Term TS so gro¥s, da¥Vi alle Zusammensetzungen $> S® gilt. Dann
gilt auch GS < G® und es ist alleine die %ssige Phase stabil.

Dazwischen gibt es einen Temperaturbereich zwischeil, und T4, in welchem sich beide Kurven von
GS(x) und G®(x) schneiden. R sinkende Temperaturen (T1 ::: T, ::: Ts) schneiden sich die Kurven bei
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T, bei x = 0. Hier sind erstmalig beide Phasen im thermodynamischen @&ichgewicht, die Temperatur
entspricht dem Schmelzpunkt der reinen Phase A, vhrend filk alle anderen Zusammensetzungenx(6 O;
T,) alleine die Schmelze stabil ist. Analog stehen alleine bel, beide Phasen im Gleichgewicht, véhrend
fiv x < 1 alleine die feste Phase stabil vorliegt.

Durch die Absenkung der Temperatur werden die freie Ent-
halpie Kurven der beiden Phaser® und S angehoben. Durch pgG
den unterschiedlich steilen Verlauf der Kurven in Abhangig-

keit von der Temperatur, wie er in Abbildung 1.4 dargestellt gasformig
ist, wird die freie Enthalpie der Schmelze wesentlich sérker e
erhdht, als die der festen Phase, wodurch es zu dem Schnei- flussig
den der Kurven kommt. Die freie Enthalpie der festen Phase )
Andert sich mit der Temperatur unwesentlich, da die Atome
durch den Kristallverbund an ihre Pl Atze gebunden sind. In
der °@issigen, oder gar gagirmigen Phase, idnnen die Ato- ; Y
me wesentlich leichter ihre PHtze tauschen, wodurch mit fest Hﬁ*ﬂuSsig ,ﬁ*gasfo-m}iga _
steigender Temperatur eine gb¥ere Unordnung (Entropie) TIK]
eingestellt wird.

Betrachtet man nun ein System mit mittlerer Zusammen- Abbildung 1.4 Freie Enthalpie der drei Aggre-
setzung x bei einer Temperatur zwischen den beiden eben gatzustdnde eines beliebigen Systems.
diskutierten zum Beispiel T3 (T2 > T3 > T4). Dann gilt im

gezeigten Fall zwarG®(x) < G S(x) und die Phase® hat die

kleinere freie Enthalpie als die Schmelze, jedoch wird dadeh nicht der Gleichgewichtszustand dargestellt.
Dieser Sachverhalt wird im Abschnitt éber die Doppeltangentenregel erldirt.

Doch zunick zur Mischungsentropie, die die freie Enthalpie der Mishung im Wesentlichen bestimmt. Im
Folgenden soll die freie Enthalpie der Mischung in Abténgigkeit von der Konzentration der Komponenten
bei der Mischung bestimmt werden. Die freie Enthalpie der Mschung ist gegeben durch:

N

¢SM=5,; S;=kin!,j kin!,

Hierin ist ! die Zahl der unterscheidbaren Anordnungen, im ungemischte Zustand 1 ist! ; = 1 (s. auch
Bsp. zur Expansion eines Gases). Im gemischten Zustand 2 beden sichN 5 -Atome und Ng-Atome auf
Na + Ng Gitterpl Atzen, woraus sich Na + Ng)! M@glichkeiten ergeben diese anzuordnen. Von diesen

sind! > =(Na + Ng)!=(Na! Ng!) unterscheidbar.
M _ (Na + Ng)!
¢ SY = kin “NATNg!

Wenn N und Ng gro¥%e Zahlen sind, so kann Stirlings Theorem angewendet wexmt
H 1 1
In(n?) n+ > Innj n+ EIn(21/9

ninn (1.13)

... und daraus folgt:

Na + Ng)!
|nM = (Na + Ng)In(Na + Ng)i NaInNa i NgInNg
Na!Ng!
Na Ng
= {Naln——j Ngln ——
PPATNA N TP T NA + Ng
mit x; := —NA'\,‘JNB

i NoXaInXxa i NoxgInxg
i No(Xa InXxa + Xg InXg)

Die Mischungsentropie

¢ SM = j kNo(Xxa InXxa + Xg InXg) (1.14)
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ist damit immer negativ, da gilt: xa < 1!

Inxa < 0. Da die Mischungsentropie f mittlere Konzentra-

tionen ein Maximum aufweist wird fi die freie Enthalpie der Mischung ein Minimum beobachtet. Fgr

die freie Enthalpie der Mischung gilt:

¢GM = TesM =

i KTNo(Xxa Inxa + xg Inxg) (1.15)

Bei x =0 und x = 1 wird eine unendliche Steigung beobachtet, wie es in Abbidlung 1.5 dargestellt ist.

Abbildung  1.5: Freie Enthalpie der Mischung einer idealendkung als

Funktion der Konzentration.

ZUM N ACHDENKEN:

2 Warum kommt es bei der idealen Mischung
zu einem linsenfirmigen Phasendiagramm
(s. Abb. 1.3)?

2 Warum Andert sich die freie Enthalpie einer fe-
sten Phase nicht so stark mit der Temperatur,

Lwie die einer °Assigen Phase (s. Abb. 1.4)? y

DG

Aufgrund der unendlichen Steigung derG(x)-Kurve bei
x =0 und x =1 ist es extrem schwierig sehr reine Ma-
terialien herzustellen, da #r das letzte Fremdatom eine
unendlich gro¥.e Energie badtigt wird, um dies zu ent-

fernen.

1.3.1 Die Doppeltangentenregel

Ein System mittlerer Zusammensetzung in dem Temperaturbeeich zwischen den beiden Schmelzpunk-
ten der reinen Komponenten erreicht seine geringste freie fhalpie (und damit das Gleichgewicht) in
Gestalt eines zweiphasigen Zustandes. Dieser wird aus decl8nelze S und der festen Phas® gebildet.
Die Schmelze hat dann die Zusammensetzung® und die feste Phasex®. xS und x® werden durch eine
gemeinsame Tangente an beide freie Enthalpie Kurven bestimt. Die Konstruktion mit der Tangente an
beide freie Enthalpie Kurven wird als Doppeltangentenregébezeichnet. Zwischen den beiden Zusammen-
setzungenx® und x® gibt es keinen einphasigen Zustand, sondern stets eine Misang aus fester Phase
® und Schmelze S, da dies energetischigstiger ist.

DG

a a+S:S
xEx — X

A X— B

Abbildung  1.6: Zur Konstruktion der Doppeltangentenregel.

Es ist anschaulich leicht einzusehen, da% ein zweiphasigégstem bestehend aus der Schmelze und der
festen Phase energetischipstiger ist. Die freie Enthalpie dieses zweiphasigen Zuahdes wird durch eine
lineare Variation der Ausgangswerte bestimmt - dies ist dieGerade zwischen den Werten, die durch
die Doppeltangente bestimmt wurde. Aufgrund der Mischung®ntropie liegen die tatsdchlichen Werte
mdglicherweise sogar tiefer, als durch die Tangente angegeb. Die Tangente selber liegt aber zwischen
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den Bendhrungspunkten in jedem Punkt unter den G®(x) oder GS(x) Kurven und weist damit geringere
Werte auf.

Beweis des anschaulichen Sachverhaltes

Die Phase S bekommt beix® die Enthalpie G3(x®) und analog bekommt ® bei x® die freie Enthalpie
G®(x®). Die freie Enthalpie G(x) der zweiphasigen Zusfinde wird dann durch die gemeinsame Tangente
dargestellt.

s Riéckblende: Entropie beim Mischen: DG
¢S = jk[XiIn(x1)+ x2In(x2)]
= jkxInx+@ i x)In(1;i x)]
Die freie Enthalpie des idealen Gemisches ist: (vgl. Gl. 1)2
— £ o
G(x) = Pxi+1fxpn A X~ B
A X— B £ 0 0 o
= rix+13(lj x)n
mit
G=Gj T¢S
)
£ 0, 2
G(x) = 1£1x1+ 15X N+ kT [xInx+(@ i x)In(1 i x)]
o] [e]
= xtdn+kThhx +@ x) *In+kTIn(Li x) (1.16)

Dies ist die sogenannte Kettenline, ihre Steigung lautet:

@g))(():lfi P KTIn =t 1 (1.17)

Die Tangente kann also in beiden llen sowohl anhand der Steigung:G®(x)=+xder Kurve G®(x) an der
Stelle x® als auch anhand der SteigungtGS(x)=+x der Kurve GS(x) an der Stelle xS formuliert werden,
nAmlich:

G = GP(x®)+[*1(:*) i T2 (x| x®)n (1.18)
sowie
B0 = G5+ 1% | 129 (x i xn (1.19)
mit G=[11x+ 1,(1i x)]n folgt fir Gleichung 1.18:
800 = 1103+ 10T x®) [0 L0 o) + 12(x)x®]
= L(x®)x+ 1(x®)  1(x®)x
= L)X+ 1O X) (1.20)

In gleicher Weise folgt aus Gleichung 1.19:
G(x) = 11(x®)x + 1 (x®) (1 X) (1.21)

Werden die Gleichungen 1.20 und 1.21 gleichgesetzt, so gifir x = 1 ) 13(x®) = 11(x5) und fiv

x =0 1,(x®) = 1,(x5). Dies bedeutet, da¥s die chemischen Potentiale in beiden Been eben bei den
durch die gemeinsame Tangente bestimmten Zusammensetzueg x® und xS gleich sind, wodurch das
Gleichgewicht nachgewiesen ist.
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Einschub: Termische Leerstellen

Fiv reale Systeme veéindert sich die freie Enthalpie eines Einkristalls, der ausN Atomen besteht, sobald
zusétzliche Leerstellen auftreten. Angenommen es handelt sichm Ny Leerstellen. Dann méssen zurchst
einmal diese Leerstellen gebildet werden, wéf eine Leerstellenbildungsenthalpie ¢H, erforderlich ist.
ZusAtzlich ist mit diesen Leerstellen eine Bindungsentropie ¢Sy, verbunden, da die Schwingungsfrequen-
zen der nchsten Nachbarn durch die Leerstelle gandert werden kann. Fir die N + Ny Gitterpl Atze
berechnet sich die freie Enthalpie dann gerYa:

¢G® = ¢H% Tes®
(N + Ny)!
= NyCHyi NyT KT In ——— Y~
vEHy i NyTC Sy n NTNy!
= Ny(¢Hyj T¢SH)+ KT NlnL+N - Nv_ (1.22)
- Vi h N + Ny VN + Ny '

Die Bildung von Leerstellen im anfangs perfekten Einkristal ergibt sich spontan im thermodynamischen
Gleichgewicht
0
@c’ L,
@N

u 1,

@ N Ny
——— kT NIn—+ NyIn——
@nN "NENy VN TN

= (::)+ KT[NINN § NIn(N + Ny)+ Ny InNy i Ny In(N + Ny)]

= (CHyi Te¢Sy)+

1 1 1
- (e . . . . . .

() kT i N N + Ny In Ny NV Ny i In(N Nv)| Nv N + Ny
= (::)+ kT InN In(N+N )+1 ;Nv
= Vi \% i | N+NV

“’n*N

Nv . N+NV
' N+ Ny
Ny °

¢CHyjT¢C + kT In——
Vi Sth nN+NV

(1.23)

Die Zahl der gebildeten Leerstellen kann zum Beispiel auf deGrundlage der thermische Ausdehnung
eines Kiristalls durch dilatometrische Messungen, beziemgsweise durch Messung der Gitterkonstante
durch Réntgenexperiment bestimmt werden. Hierzu sind jeweils Mesungen des urspiéinglichen Kristalls

ohne Leerstellen und des selben Kristalls nach der Leerstefibildung nétig. Die Di®erenz bestimmt die
Zahl der Leerstellen. Zum Beispiel ‘ndet man in Aluminium bei T = 600*C etwa 1C0° Leerstellen.

1.4 Reale L #sung

Bei realen Mischungen bedingen die Wechselwirkungen zwisen den Komponenten im Allgemeinen eine
endliche Mischungsenthalpie (Mischungsvme) ¢ HM 6 0, sowie einen zugizlichen Beitrag zur Mi-
schungsentropie ¢SM, wodurch der Verlauf der freien Enthalpie G(x) beein°u¥st wird und somit stark
von dem fiy ideale Mischungen abweichen kann.

Die meisten realen Mischungen edllen die Voraussetzung, da¥ die Komponenten ungeordnet dnsta-
tistisch verteilt vorliegen. Solche Mischungen werden algeguldre Mischungen (regufire Lésungen) be-
zeichnet. Sie sind dadurch charakterisiert, da¥s ihre Misaingsentropie ¢SM der einen idealen Mischung
entspricht. Nur solche Mischungen sollen im Folgenden betichtet werden.

Die Mischungsenthalpie resultiert aus den Wechselwirkungn zwischen den Komponenten und ist damit
proportional zu deren Konzentration

¢HM /1 xix
CHM(X) = 2x1xz = 2X3(1 X1)
(1 x)
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wobei 2 eine Konstante ist, die sich aus den Wechselwirkungsenemgi zwischen den einzelnen Kompo-
nenten herleiten Y4t. Errechnet man hieraus die freie Enthalpies, so folgt:

¢ G®9(x)= G9x)+¢ HM(x) (1.24)

HM(x) ist eine parabolische Funktion vonx mit ihrem Maximum (beziehungsweise Minimum) beix = 0;5,
je nach dem Vorzeichen der Konstante?, die sowohl positive, als auch negative Werte annehmen kann
Eine negative Mischungsenthalpie ¢ HM bedeutet, da¥s beim Mischen Véirme freigesetzt und damit
dem System entzogen wird (der Vorgang veduft exotherm); sie ist kennzeichnend & eine attraktive
Wechselwirkung zwischen den Komponenten und deutet auf em Tendenz zur Verbindungsbildung hin.
Eine positive Mischungsenthalpie ¢ HM hingegen bedeutet, da¥ beim Mischen Wme zugefihrt wird
(der Vorgang verlduft endotherm). Sie ist kennzeichnend #v eine Verminderung der Bindungsenergien
und deutet auf eine Tendenz zur Entmischung hin. Zur Erinneung: keine Mischungsenthalpie (¢HM = 0)

I ideale Lésung.

DG n% DG
G(x)
0 0
m M
%0

T1<T,

Abbildung  1.7: Freie Enthalpie eines Gemischegirfverschiedene TemperaturenTy < T,) fir positive (links) und
negative Mischungsenthalpie (rechts).

Bindungsenergie eines Mischkristalls
Paarweise Wechselwirkung zwischen #ichste Nachbar Atomen;n - Zahl der nAchsten Nachbarn.
A-Atom hat  xa PAA-Bindungen mit A-Atom bei WW-Energie  2aa
xa PAB-Bindungen mit B-Atom bei WW-Energie  2,g
B-Atom hat xg PB-Bindungen mit B-Atom bei WW-Energie 258
xg PPBA-Bindungen mit A-Atom bei WW-Energie  2ga

Damit | A4t sich die Bindungsenergie bestimmen
1£

u = — XA

pAA
2

o]
AB BA BB
2aa T XaP™ 255 + xgP ™" 2p4 + XxgP 7" 2 (1.25)

mit 2ap + 2p5 =1 = 25 + 2gg und pAB XA = pEBA Xg

1£

o]
u = > Xa2an i Xa2aa P + xa275 P®® + Xp2gg | Xg2ss PP* + Xxg2pa PBA
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1£ o
= 3 Xa2an + Xg288 +2XaP B 255 | (Xa2aa + Xa2ps) P"®
1£ A °
= 5 Xa2aa + Xp2pg +2Xa2P (1.26)
. 1
mit 2= 255 j E(ZAA + 2pg) (1.27)

Hierin ist 2 die Vertauschungsenergie. Aus dem Prinzip der Energiemimiierung wird nun festgelegt,
welche Bindungsenergien @nstiger sind. Ist 2 < 0 so gilt 2ag < 3(%aa + 2gg). In den AA und BB
Bindungen steckt mehr Energie drin, als in zwei AB Bindungen Werden die AA und BB Bindungen
gebrochen um zwei AB Bindungen zu bilden, ist das System in aem energetisch @nstigerem Zustand
und der Weg zur Legierungsbildung ist frei. Andersherum, wen 2,5 > %(ZAA + 2gg) gilt bleibt das
System entmischt, da es so seinen energetiscliNgstigsten Zustand erreicht, indem es aus den energetisch
niedrigeren Bindungen besteht. Damit gilt:

2< 0! ¢HM < 0! Energiegewinn! Legierungsbildung
2> 0! ¢HM > 0! Energieverlust! Entmischung
2=0! ¢HM=01 | ideale Lésung

In der Konsequenz von ¢G™9 = ¢ H +¢ G hat eine negative Mischungsenthalpie tHM < 0 (exotherm)

eine Vertiefung der Kurve G™9(x) gegemiber von G (x) zur Folge, Andert deren grundsitzlichen Verlauf

aber nur wenig. Eine positive Mischungsenthalpie ¢H™ > 0 (endotherm) fdhrt bei hohen Temperaturen

zu einer Ver°achung der Kurve G™9(x) gegember G'(x) und bei tiefen Temperaturen sogar zu einer
Kurvenform mit zwei Minima, einem zentralen Maximum und Wendestellen.

e<0 ‘ e=0 e>0
G
HM
HM
TS
-TS
G TS
A X—~ B A X—= B A X—= B

Abbildung  1.8: Freie Enthalpie eines Gemischefrfnegative (links) und positive Mischungsenthalpie (rechts), aie
den Fall der idealen Bsung (Mitte).

Diese qualitativen Unterschiede im Verlauf der G(x)-Kurven von reguldrer und idealer Mischung #hren
zu entsprechenden Implikationen f die Gestalt der betre®enden Zustandsdiagramme. Solangeeide
G(x)-Kurven eine Ahnliche Gestalt aufweisen #ihrt die Diskussion der Phasengleichgewichte mittels Kon-
struktion der gemeinsamen Tangenten auchiiy ein reales Zweisto®system auf ein Zustandsdiagramm mit
einem linsenfirmigen Koexistenzbereich, wie esdr den Fall der idealen Mischung hergeleitet wurde -
siehe Abbildung 1.3. Eine solche Gestalt des Zustandsdiagmme ist ein Hinweis auf Isomorphie zwischen
den reinen Systemen.

Die Abweichungen derG(x)-Kurven beider Phasen kdnnen in beiden Phasen auch unterschiedlich stark
ausgep@gt sein, soda¥s die Kurven unterschiedlich stark geldmmt sind und zweimal zum Schnitt kom-
men kdnnen. In diesem Fall lassen sich jeweils im linken und reckn Teil des Zustandsdiagramms je
eine gemeinsame Tangente an die Kurven legen, die jeweils mshen ihren Bemhrungspunkten die freie
Enthalpie G(x) von zweiphasigen Gleichgewichtszugéinden darstellen.
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G®(x) starker als GS(x) gekr dmmt
X< XA einphasig °éssige Zusfinde (S)
Xa <X<X g zweiphasige Zusénde (S/®)
Xg <X <X ¢ einphasig feste Zusinde ®)
Xc <X<X p zweiphasige Zuséinde ®S)

Xp <X einphasig °Assige Zusfinde (S)
G®(x) schwacher als GS(x) gekr dmmt
X< XA einphasig feste Zusénde ®)

Xa <X<X g zweiphasige Zuséinde (®S)
Xg <X<X ¢ einphasig °éssige Zusfinde (S)
Xc <X<X p zweiphasige Zusénde (S/®)
Xp < X einphasig feste Zusénde ®)

Abbildung  1.9: Auswirkung der Abweichung der freien Ent-
" e X o halpiekurven vom Idealen Verlauf.
A X~ B

In beiden Féallen bendhren sich Liquidus- und Soliduslinie in einem Extremum im Punkt E (Abb. 1.9).

An diesem Punkt haben °#issige und feste Phase im Gleichgewicht die selbe Zusammeit®ing. Damit
vollzieht sich der Phasembergang # ein Gemisch der Zusammensetzunge von S! ® oder umgekehrt
ohne Anderung der Zusammensetzung. Dieses Gemisch bezeichneamdaher alskongruent schmelzend.

ZUM N ACHDENKEN:

2 Unter welchen Voraussetzungen hat eines(x)-
Kurve ein Maximum und zwei Minima?

2 Wenn die Wechselwirkung zwischen zwei glei
chen Atomen stédrker ist als die zwischen zweil
ungleichen, welchen Verlauf zeigt die G(x)-
Kurve und welche Tendenz zeigt das Systen

L(Entmischung/LegierungsbiIdung)? J

1.4.1 Spinodale Entmischung

Schlie¥lich kann bei realen Mischungen auch der Fall eintreh, da¥% in-

folge einer relativ grovsen positiven Mischungsirme ¢ HM die Funkti- F
on G(x) im Bereich mittlerer Zusammensetzungen ein Maximum, oder
zunéchst eine negative KElmmung aufweist.

Ein solcher Verlauf wird vornehmlich bei tiefen Temperaturen vorkom-
men (Ty < T, < T3 < Ty4). An der G(x)-Kurve fily T3 IAV4t sich eine ’

T

Tangente zwischen den Minima ziehen (Punkte). In diesem Bagich ent-
mischt o®enbar die Legierung, da das System dann die geringsfreie
Enthalpie hat, wenn es aus zwei Phasen besteht. A X~ B

Diese entmischten Phasen haben die Zusammensetzumg, und Xg (s. Abb. 1.10).
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A X B
Abbildung  1.10: Temperatur-Konzentrations Phasendiagramm und freienthalpie Kurven fir ein System, da¥s spi-
nodal entmischt.

Wird eine homogene feste Phas® der Zusammensetzung, abgekédhlt, dann wird bei T3 die Solvuslinie
im Punkt A @berschritten und es scheidet sich innerhalb der Phas®, die nun als ® zu unterscheiden
ist, eine zweite feste Phase®® der ZusammensetzungXp aus. Die Zusammensetzung beider Phasen
Andert sich entsprechend der Solvuslinie, vorausgestzt,a¥s sich das Gleichgewicht einstellen kann, was in
Festkdrpern nicht immer der Fall ist.

Die Grenze des Zweiphasen-Gebietes kann unter der Vorausgang berechnet werden, da¥s die Minima der
freien Enthalpie Kurve auf einem Niveau liegen. Dann @émlich sind die Bemdhrungspunkte der Doppel-
tangete an den Positionen der Minima. Dieses Szenario tritdann ein, wenn dieG(x)-Kurve symmetrisch
ist, also die Werte der freien Enthalpie der reinen Substanen gleich sind. Damit gilt fir den Bereich der
Entmischung, also die Lage der Minima:

@ GM @ GM

ax @x =0 (1.28)
¢ GM = n2xaxg + KT(XaInXa + Xg INXg)
mit xa =1 Xg folgt: xaXg =(1 | Xg)Xg = Xg j x%
¢GM = n2(xgj x3)+ KT (1 xg)In(1i xg)+ xgInxg) (1.29)
@ GM " " 1i xs X8 f
@x = n"(1j 2Xg)+ KT j In(Qi Xg)i 1 XB+InXB+E
= n2(lj 2xg)+ kT (Inxg i In(1i xg)) (1.30)

0

Durch Gleichung 1.30 wird die Grenzkurve zwischen dem einpdsigen Bereich und dem entmischten
Bereich beschrieben.

Der Vorgang der Entmischung kann entweder durch einen KeimbdungsprozeVs ablaufen, indem sich ein
Keim mit der Gleichgewichtszusammensetzung bildet, oder drch spinodale (spontane) Entmischung, bei

der die Gleichgewichtszusammensetzung sich im Laufe der Zadinstellt.
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X1 X Xi

X —=

Abbildung  1.11: Ausschnitt aus der freien Energie Kurve eines entmischendSystems mit positiver Mischungsent-
halpie. Gekennzeichnet sind die Bereiche der normalen (1)duspinodalen (2) Entmischung.

Hat eine Phase eine Zusammensetzung nahe einem Minimum derefen Enthalpie Kurve, so féhrt ei-
ne lokale Entmischung grundgizlich zu einer Erhdhung der freien Enthalpie (linker grauer Bereich in
Abb. 1.11; Pfeil 1). Bei Entmischung des Punktes, wo eine Zusammensetzung, von 1 abgekdhlt wird,
entmischt das System in zwei Phasen mit den Zusammensetzueg x:° und x°° Die freie Enthalpie des
Gemisches ist durch die Sehne vor(x1Y) und G(x.°Y gegeben. Eine solche Entmischung #re instabil
und das System kehrt zur homogenen Mischung zuiick.

Hat eine Phase hingegen eine Zusammensetzung nahe des Mawims der G(x)-Kurve, so ist mit jeder
lokalen Entmischung ein Gewinn an freier Enthalpie verbunden (oberer grauer Bereich in Abb. 1.11; Pfeil
2), der mit fortschreitender Entmischung zunimmt. Das System entmischt spinodal (spontan).

’
T

Abbildung  1.12: Temperatur-Konzentration Phasendiagramméf ein entmischendes System. Unterhalb der Solidus-

linie entmischt das System und zuizlich tritt unterhalb der %‘?-Linie die spinodale Entmischung auf (kreuzweise
schraterter Bereich).

Damit entmischt ein System mit einer positiven Mischungsethalpie zwischen den Wendepunkten der
freien Enthalpie Kurve spinodal. Die Wendepunkte sind in den Abbildungen 1.10 und 1.11 durch Kreuze
gekennzeichnet. Die Wendepunkte sind gekennzeichnet dutc@G=@% = 0. Innerhalb diesen Bereiches,
der durch die Spinodale begrenzt wird ist@G=@% < 0 und es kommt zur spinodalen Entmischung.
Auch die Spinodale BYst sich bestimmen. Da sie innehalb der Wendepunkte deB(x)-Kurve auftri® ist
lediglich die zweite Ableitung der Gleichung 1.29 zu bestirmen.
M H 1

@¢G = j2n2+ KT i+ !

@x Xg 1li Xg
=0

(1.31)
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2 Unter welchen Voraussetzungen entmischt eih

System spinodal?

2 Warum ist bei der spinodalen Entmischung eine
lokale Entmischung zwischen den Minima und
Wendepunkten instabil und zwischen den Wen-
depunkten verstarkt?

2 In welche Phasen (Konzentration) entmischt ein
LSystem, wenn es spinodal entmischt? y

Bei der spinodalen Entmischung hat man kleine Kon-
zentrationsschwankungeniberall in der Probe, die im
nicht-spinodal entmischten Bereich nicht auftreten. Der
Endzustand ist in beiden Fallen rein physikalisch gese-
hen der Gleiche, jedoch ist die Morphologie des Phasen-
gemisches wllig verschieden. Dieser Sachverhalt wird im
Kapitel Bber Di®usion vertieft.

Die Spinodale Entmischung wird aber nicht in jedem Sy-
stem auftreten. Voraussetzung, da¥ ein System spinodal
entmischt ist die Isomorphie der reinen Elemente.

1.5 Herleitung bin Arer Zustandsdiagramme

Die Bberwiegende Zahl metallischer Systeme ist im fissigen Zustand vollséndig mischbar. Daneben gibt
es Systeme mit begrenzter Mischbarkeit, sowohl im Festen,la auch im FlAssigen. Ein solches System mit
begrenzter Mischbarkeit wird als monotektisch bezeichne{z. B. Fe-Pb).

S1+Sp

Sitb

atb

A

X B

Abbildung  1.13: Beispiel v ein monotektisches System mit begrenzter Mischbarkeit im #dsigen und Festen.

Im Festen tritt viel h Auger der Fall begrenzter Léslichkeit auf. Durch thermische Aktivierung wird
nAmlich die Tendenz zur Ldsung mit steigender Temperatur beg@nstigt. Liegt die Mischungslécke nur bei
tiefen Temperaturen vor, so erstarrt die Schmelze stets zunMischkristall und erst bei weiterer Abk ghlung
zerfdllt die Lésung in ein Phasengemenge. Liegt die Maximaltemperatur deMischungslicke oberhalb
der Soliduslinie, dann kommt es zu einer neuen Form des Zustalsdiagramms. Am Schnittpunkt der
Soliduslinie mit der Grenze der Mischungsficke stehen drei Phasen miteinander im Gleichgewicht und es

wird aus der Phasenregel F=nj P+1: F =

0

Es gibt fir vollst Andig mischbare Systeme im Prinzip drei Formen iy den Koexistenzbereich von #ssiger
und fester Phase. Dies ist zum einen der zigarredfmige (monoton fallende) Verlauf, wie er fiv ideale
Mischungen beschrieben wurde. In diesem Fall kommt es zur Rlung des peritektischen Zustands-

diagramms .

A X~ B A X~

Abbildung  1.14: Entwicklung eines peritektischen Zustandsdiagrammér fSysteme mit zigarrendrmigem Koexistenz-
bereich von Schmelze und fester Phase, sowie steigendem Tempetatteich der Mischunggicke im Festen und ihre

Fortsetzung im Flssigen.

Zum Anderen kann der Verlauf von Solidus- und Liquiduslinie én Minimum aufweisen, wie es fi reale
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Mischungen bereits diskutiert wurde. In diesem Fall kommt es zur Bildung deseutektischen Zustands-
diagramms .

Abbildung  1.15: Entwicklung eines eutektischen ZustandsdiagrammérfSysteme mit einem Minimum der Solidus-
und Liquiduslinie # mittlere Konzentration, sowie steigendem Temperaturbeigh der Mischungsticke im Festen und
ihre Fortsetzung im Fiissigen.

Ein peritektisches System ist dadurch gekennzeichnet, da%ine feste Phase® mit der Konzentration
xp bei der peritektischen Temperatur Tp unter Zersetzung schmilzt. Das kann durch die peritektiscle
Reaktion S+ ® ! ®, beschrieben werden. Die peritektische Temperatur liegt irmer zwischen den
Schmelztemperaturen der beiden reinen Komponenten. Peritktische Systeme entstehen gedhnlich dann,
wenn die Schmelztemperaturen der beiden Komponenten starkerschieden sind.

Ein eutektisches System ist dadurch gekennzeichnet, da¥sei mehrkomponentige Schmelze mit der eu-
tektischen Zusammensetzungxe wahrend der Erstarrung bei der eutektischen TemperaturTg in ihre
Komponenten zerfdllt. Das kann durch die eutektische Reaktion S!' ®; + ® beschrieben werden.

Die dritte prinzipiell m dgliche Form eines Zustandsdiagramms ist der Fall, da Soligs- und Liquiduslinie
ein Maximum zeigen. In diesem Fall besteht die Tendenz zur Bidung einer intermetallischen Phase bei
der Erstarrung der Schmelze.

Abbildung  1.16: Entwicklung eines Zustandsdiagramms mit intermetaltiher Phase#ir Systeme mit einem Maximum
der Solidus- und Liquidusliniedr mittlerer Konzentration, sowie steigendem Temperaturbeich der Mischungsicke im
Festen und ihre Fortsetzung im Hissigen.

Die entstehende intermetallische Phase kann in einem weite Konzentrationsbereich vorliegen, oder
scheinbar zu einer streng sichiometrischen Zusammensetzung entarten. Aber schon anigser Stelle sei
darauf hingewiesen, da¥ es eine Ramdlichkeit gibt, die solche Phasen verbietet. Aufgrund themody-
namischer Bberlegungen mu¥s es immer eine Ran#ilichkeit und damit fir Phasen auch eine endliche
Breite geben, auch wenn in realen Phasendiagrammen oft sogennte Strichphasen eingezeichnet wer-
den. In diesen Rllen ist die Breite der Phase so gering, da¥a sie entweder higgemessen, oder nur nicht
dargestellt werden kann. Ein Teilchen kann nicht bei kleinen Konzentrationen neben einer imagiréren
Strichphase ein anderes chemisches Potential haben, alsibgeringfidgig gréserer Konzentration (aus der
anderen Seite der Strichphase). Def3bergang im chemischen Potential kann beliebig steil werde, aber
er mu¥ stetig sein. In Analogie kann eine Randphase nicht meisein und es gibt immer eine, manchmal
geringe, Randfslichkeit.

Alle anderen méglichen Formen von Zustandsdiagrammen, die durchaus komiziert aufgebaut sein
kénnen, lassen sich aus diesen Grundtypen herleiten. In Alddingigkeit von den Wechselwirkungen zwi-
schen den Komponenten 'ndet man i gré¥ere Wechselwirkung zwischen den gleichen Komponenten
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im Vergleich zu zwei verschiedenen (W < Waa = W gg) die Bildung des eutektischen Zustandsdia-
gramms, wAhrend man i den anderen Fall (Wag > Waa =W gg) die Bildung intermetallischer Phasen
beobachtet. Wenn dann noch die Wechselbeziehungen zwisaihden Komponenten komplizierterer Natur
sind (Wag 6 Waa 6 Wpp ) wird die Bildung peritektischer Zust Ande beobachtet (s. Abb. 1.17).

T
T T
A B
A B
T _ Phasenbreite T
Mischungs;
licke
A B A B
kongru
T ent T
schmel \/
cand zend
Re ohne
A B l6slichkeit Phasen B

T eutektisch inkongruent T
schmelzend

A B A B

Abbildung 1.17: Zustandsdiagramme in Abfingigkeit der Wechselwirkungen zwischen den Komponenten.

2 Warum kann es keine Bereiche geben, wie si
in Abb. 1.14 und 1.15 durch gestrichelte Linien
gekennzeichnet sind?

2 Wie wikde dieser fehlerhafte Bereichdy ein Sy-
stem mit intermetallischer Phase (Abb. 1.16)
Laussehen?

1.5.1 Thermodynamik der Legierungen

Die Zustandsdiagramme lassen sich prinzipiell thermodynaisch herleiten und
deuten. Oft werden die einzelnen freie Enthalpie-Kurven defesten Phasen zur  bG
bessererBbersicht zu einer einzigen zusammengefasst.%, G®2 u. s. w., die fir
jede feste Phase in einem mehrkomponentigen System exigtin (also nicht dem

gleich als erstes behandelten vollmischbaren System), ween lediglich anhand
ihrer gemeinsamen Minimalwerte beschrieben. Die festen Risen werden von
links nach rechts durchnummeriert. ca
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1.5.2 Vollmischbare Systeme

Betrachtet man zunAchst den Fall der vollstAndigen Ldslichkeit. Bei sehr hohen Temperaturen istGS < G ®
fiir alle Konzentrationen (in Abb. 1.18 wurde GS durch S und G® durch ® zur bessererBbersicht ersetzt)
und das System liegt im gesamten Konzentrationsbereich Bssig vor (T1).

Tl T2 T3 T4 T5
DG
S
S
v 2 v
a
a a
> S a
S
S a a+tS: S
A X~ B A X~ B A X~ B A X~ B A X~ B
T

Abbildung  1.18: Entwicklung des vollsindig mischbaren Zustandsdiagramms aus freie Enthalpie Kurueegi verschie-
denen Temperaturen.

Mit abnehmender Temperatur ist irgendwann der Punkt erreicht, an dem beide freie Enthalpie-Kurven

denselben Wert haben, als@GS = G®. Bei dem hier betrachteten Fall mit zigarrenférmigem Koexistenzbe-
reich von Schmelze und fester Phase kann dies nur bgi= 0 oder x = 1 eintreten. In diesem Fall passiert

dies beix = 0 und daraus folgt, da¥ die freie Enthalpie-Kurven am Schmigpunkt der reinen Phase A
denselben Wert aufweisen. B diese Temperatur liegt alleine die feste Phas&® bei x = 0 vor, w dhrend

alle anderen Konzentrationen bei der Schmelztemperatur dePhase A, T,, noch im °issigen Zustand
vorliegen. Bei weiterer Absenkung der Temperatur (z. B.Tz) erhdlt man getrennte Konzentrationsberei-

che, in denen entweder die Schmelze S oder die feste Pha®alie geringere freie Enthalpie haben. Hier
be nden sich S und® im thermodynamischen Gleichgewicht. Zwischen diesen Berehen wird die kleinste

freie Enthalpie durch ein Gemenge aus Schmelze und fester Bke (S +®) erreicht (vgl. Doppeltangen-

tenregel). Die Konzentrationen, die durch die Tangente zwschen denG(x)-Kurven der S- und ®-Phase
bestimmt werden legen den Solidus- und Liquiduspunkt bei degegebenen Temperatur fest. Damit ent-
spricht der Existenzbereich der auftretenden Phasen ged/s demG(x)-Verlauf einem isothermen Schnitt

durch das Zweiphasengebiet eines zigarreifmigen T (x)-Zustandsdiagramms. Bei weiterer Absenkung
der Temperatur verlagern sich die Be#éhrungspunkte der Tangente, das heivst der Konzentrationsheich

des Zweiphasengebietes verschiebt sich, bis schlieilich Bereichen der Schmelztemperatur der niedriger
schmelzenden Komponente B T4) die freie Enthalpie der Phase® kleiner als die der Schmelze Si alle

mittleren Konzentrationen 0 - x < 1 ist und fiér x = 1 beide freien Enthalpien gleich sind GS = G®.

Unterhalb dieser Temperatur ist fii alle Konzentrationen 0- x - 1 die freie Enthalpie der festen Phase
® kleiner als die der *dssigen Phase SG® < G S). Daraus folgt, da¥ unter dieser Temperatur T,) alleine

die feste Phase® vorliegt; z. B. Ts. Durch konsequente Anwendung dieser Betrachtungendr méglichst

viele Temperaturen kann das Zustandsdiagramm konstruiertwerden.

Auf diese Weise - unter Betrachtung der freie Enthalpie-Kuwven der beteiligten Komponenten - werden
auch kompliziertere Zustandsdiagramme entwickelt. Kompiziertere Zustandsdiagramme treten dann auf,
wenn es im festen Zustand eine Mischungitke gibt.
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1.5.3 Eutektische Systeme

Die freie Enthalpie der Schmelze S in Abldngigkeit von der Konzentration x hat einen nahezu para-
belfdrmigen Verlauf. Nun existieren zwei feste Phaser®; und ®;, die entmischen. Wenn deren freie
Enthalpie Kurven in ihren Minima und Existenzbereichen #hnliche Werte aufweisen, das heiVat sie liegen

DG
S
S S

az az 22 a az

ag ) ag a; - ag ;
- A . -
s ; : ; ; Looaz ; ;

aiai+s: s ap a1+S S ax+S a;: ajtax+S i ap ajg ajtar ‘ag
A X B A X B A X B A X B A X B

ay ajtap az e Te
1 . FT,

A X B

Abbildung  1.19: Entwicklung des eutektischen Zustandsdiagramms aus &dEnthalpie Kurven bei verschiedenen
Temperaturen.

bei jeweils kleinerer und géserer Konzentration im Vergleich zum Minimum der freien Enhalpie Kurve
der Schmelze, dann kommt es zur Bildung des eutektischen Ztendsdiagramms. Im weiteren Verlauf
werden beide freie Enthalpie Kurven der festen Komponenter®; und ®, zu einer zusammengefasst.
Solange die freie Enthalpie der Schmelze S kleiner als die d&esten Phasen® ist, liegt die Schmelze bei
hohen Temperaturen (z. B. T;) vor. Sobald die Schmelztemperatur der her schmelzenden Komponente
unterschritten ist, kommt es zu getrennten Konzentrationsbereichen. Solange nur eine Tangente an beide
GS und G® Kurven gelegt werden kann, existieren wie im Fall der volls@ndigen Mischbarkeit drei Pha-
sengebiete T,). Sobald aber dieG® Kurve an zwei unterschiedlichen Stellen unter derGS Kurve liegt,
kann eine weitere Tangente an beide Kurven gelegt werden ungs kommen zwei neue Phasengebiete
hinzu (T3). Damit existieren ausgehend von den beiden reinen Kompomgen jeweils zwei Konzentrati-
onsbereiche mit fester Phase®, und ®,) und Koexistenzbereiche (S+®; und S+ ®,) neben der Schmelze
(S). Bei weiter absinkenden Temperaturen werden diese Beighe grévser, bis irgendwann der in der Mitte
schrumpfende Bereich der Schmelze S aufgezehrt ist. An diessTemperatur (Tg) sind beide Tangenten
kollinear, das heiv4t, die Tangenten liegen an drei Punkte anefnmal an der GS(x) und zweimal an der
G®(x) Kurve). Unterhalb dieser Temperatur verschwindet die Schmelze aus dem Zustandsdiagramm, da
die GS(x) Kurve fi alle Konzentrationen oberhalb der G®(x) Kurve oder der Tangente an ihren beiden
Minima liegt. Die beiden Minima deuten schon auf die eingang erwéhnte Mischungslicke im Festen hin
(Ts)

Doch noch einmal zusick zu Te: An dieser Temperatur schneidet die Tangente drei Punkte. A diesem
Punkt wird letztmalig eine Tangente an die GS(x) Kurve gelegt werden kdnnen, da #r kleinere Tempe-
raturen die freie Enthalpie der Schmelze stets gbvser als die der festen Phasen ist. Dies ist damit auch
die niedrigste Temperatur des Systems, bei der noch Schmezavorliegt, daher kommt auch der Name;
Eutektikum hei%t das Niedrigstschmelzende. Im Phasendiagmm gibt es bei dieser Temperatur eine
horizontale Linie zwischen den Begrenzungslinien der Randmsen.
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Abbildung  1.20: Verschiedene 'eutektisch-artige' Sy-
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An dieser Stelle sei noch auf die verschiedenen Erscheinusfgrmen 'eutektisch-artiger' Zustandsdiagram-
me verwiesen. Es wird anhand der beteiligten Phasen unterbieden:

o Monotektisch ist gekennzeichnet durch zwei #issige Phasen in Koexistenz.
o Eutektoid ist gekennzeichnet als Festphasenumwandlung.
a Metatektisch ist gekennzeichnet durch die Reaktion einer festen Phase zeinem Gemisch aus

fester und °éssiger Phase.

2 Wie sehen die freien Enthalpie-Kurven aus,
die einem monotektischen Phasendiagramm z
Grunde liegen?

1.5.4 Peritektische Systeme

Die beiden freie Enthalpie-Kurven der festen Phasen finnen jedoch unterschiedlich sein, das hei%at, sie
haben deutlich unterschiedliche Existenzbereiche. Beidélinima der freien Enthalpie Kurve der festen
Phasen liegen auf einer Seite in Bezug auf das Minimum der fien Enthalpie Kurve der Schmelze. Die
Minima weisen dandberhinaus vergleichbare Werte der freien Enthalpie auf. h diesem Fall kommt es zur
Bildung des peritektischen Phasendiagramms.
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Abbildung  1.21: Entwicklung des peritektischen Zustandsdiagramms au®i& Enthalpie Kurven bei verschiedenen
Temperaturen.

Auch hier gilt: solange die GS Kurve fir alle Konzentrationen den geringsten Wert aufweist, lieg al-
leine die Schmelze im thermodynamischen Gleichgewicht voBei weiter absinkender Temperatur bricht
zunéchst ein Minimum der freien Enthalpie Kurve der festen Phag nach unten durch. Damit werden,
wie zuvor besprochen (vgl. 1.5.2 und 1.5.3) drei Konzentrabnsbereiche gescha®en, in dene® S und
das Gemenge aus beiden Phasen vorliegely). Fié weiter sinkende Temperaturen liegt die Tangente an
der GS(x) Kurve und am Minimum der G®: (x)-Kurve an (z. B. T»), bis der Fall eintritt ( Tp), da¥ beide
Minima der G®(x)-Kurve, also die Minima beider festen Phasen und das Minimm der freien Enthalpie
Kurve der Schmelze, an einer gemeinsamen Tangente anliegefin dieser Temperatur liegt zum ersten
Mal die zweite feste Phase im Gleichgewicht vor, man bezeictet diese Temperatur als peritektische Tem-
peratur. Fiy fortan kleiner werdende Temperaturen wird der Konzentrationsbereich der Schmelze immer
kleiner und der Bereich der zweiten festen Phas@®;, grévser T4). An dieser Temperatur kann an die GS(x)
und an das Minimum der G® (x)-Kurve eine gemeinsame Tangente gelegt werden. Eine zweifTangente
liegt zwischen den Minima der freien Enthalpie Kurve der fesen Phasen. Wahrend letztere fik kleiner
werdende Temperaturen erhalten bleibt, verschiebt sich dé erste immer mehr in Richtung der Randphase,
wobei der Konzentrationsbereich, den sialberspannt, immer kleiner wird. Unterhalb des Schmelzpunkes
der zweiten Komponente, wo beide freie Enthalpie-Kurven da selben Wert zeigen,G® = GS, existiert
keine Schmelze mehr.

1.5.5 Intermetallische Phasen

Fiv den Fall, da¥ die freie Enthalpie-Kurven der beiden feste Phasen stark unterschiedliche Minima
aufweisen, und beide auf einer Seite in Bezug auf das Minimurder freien Enthalpie Kurve der Schmelze
liegen, oder gar drei feste Phasen vorliegen, es also zwei ddhungskicken im Festen gibt, kommt es zu
der Bildung intermetallischer Phasen.
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Abbildung  1.22: Entwicklung eines Zustandsdiagramms mit intermetatther Phase aus freie Enthalpie Kurven bei
verschiedenen Temperaturen. In diesem Fall besteht das Zustaridgcamm aus zwei Eutektika.

Nacheinander nehmen die Minima derG® Kurven kleinere Werte an, als sie dieGS-Kurve aufweist. In
diesem Fall treten immer iy den Fall, da¥s #r ein Minimum GS = G® gilt, die Phasen in reiner Form das
erste Mal auf und fi kleiner werdende Temperaturen kommt der Koexistenzberigh mit der Schmelze
hinzu. Bemerkenswert ist, da¥ dieser Koexistenzbereich ibeiden Seiten des Minimums existiert, da
auf beide Seiten eine gemeinsame Doppeltangente an die Kww gezeichnet werden kann. (z. BT, fiv
®,). Diese Bereiche existieren, bis ein weiteres Minima durcllie GS-Kurve st@vst. Bemerkenswert ist, da%s
dieser Koexistenzbereich auf beiden Seiten des Minimums istiert, da auf beide Seiten eine gemeinsame
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Abbildung  1.23: Entwicklung eines Zustandsdiagramms mit intermetadthen Phasen aus freie Enthalpie Kurven

bei verschiedenen Temperaturen. In diesem Fall besteht das Zmstsdiagramm aus einem Eutektikum und einem
Peritektikum.
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Doppeltangente an die Kurven gezeichnet werden kann. (z. BT, fil¥ ®,). Diese Bereiche existieren, bis ein
weiteres Minima durch die GS-Kurve st@¥t. Fiv weiterhin kleinere Temperaturen tritt dann der Fall ein,
da¥s zwei Doppeltangenten irgendwann kollinear liegentg fiv S+ ®; + ®;). Der Ablauf ist dann analog zu
dem bisher Betrachteten fir eutektische Systeme, mit der Besonderheit, da¥ in diesefustandsdiagramm
zwei Eutektika auftreten.

Je nach Lage der Minima zueinander erlt man intermetallische Phasen, die entweder direkt aus de
Schmelze oder peritektisch erstarren. Im Fall der peritekischen Erstarrung einer intermetallischen Phase
liegen zwei Minima der drei freie Enthalpie-Kurven der fesen Phasen auf einer Seite des Minimums der
GS-Kurve. Die dritte feste Phase hat ihr Minimum auf der gegendberliegenden Seite. Diese Konstellation
fhrt zu der peritektischen Bildung der Phase®, (s. Abb. 1.23).

Genauso, wie bei der einfachen peritektischen Phasenbilahg wird die intermetallische Phase gebildet,
wenn eine Tangente gemeinsam an die beiden Minima der festdhhasen®; und ®, sowie an das da-
neben liegende Minimum der Schmelze gelegt werden kani{). Bei weiter sinkender Temperatur wird
irgendwann auch die letzte feste Phas&®; stabil (T4) und es kommt zur Bildung des zwischen Schmelze
und Phase®; liegenden Koexistenzbereichs. In dem Moment, wo eine Tangée an die Minima ®, und
®; gelegt werden kann erstarrt die Restschmelze eutektischTg). Bei noch tieferen Temperaturen liegen
nur noch feste Phaser®,;, ® und ®; sowie die dazwischen liegenden Phasengemische vor.

2 Wie verhalten sich die G®- und GS-Kurven in

Abh Angigkeit von der Temperatur?

2 Warum kénnen die G®-Kurven der festen Pha-
sen zu einer zusammengefasst werden?

1.5.6 Konstruktionsfehler von Phasendiagrammen

Bei der Konstruktion von Phasendiagrammen schleichen sicimmer wieder Fehler ein, nicht alle ve®ent-
lichten Phasendiagramme sind in allen Punkten korrekt.

Abbildung  1.24: Beispiel # ein fehlerhaftes Phasendiagramm. Grau unterlegt sind die fetilaften Bereiche (siehe
Text).

In dem in Abbildung 1.24 sind einige Fehler enthalten, die imFolgenden erutert werden sollen:

Fehler 1 Die Phasengrenze zeigt an, da¥ hier nur zwei Phasen miteirder im Gleichgewicht stehen ®,
und S). Auf einer Linie im Phasendiagramm gilt (F=n j P+ 2, fiy p=konstant: F=n | P+1)
n=2,P=21! F=2j 2+1=1. F =1 bedeutet, da¥% ein Freiheitsgrad beliebig ist und der
andere durch das Phasendiagramm vorgegeben ist. Also wennfest liegt, ist T frei wahlbar und
umgekehrt. Es gibt demnach einen Freiheitsgrad, da zwei Phgen bei einer ganzen Reihe von frei
einstellbaren Temperaturen miteinander im Gleichgewichtstehen. Dies ist aber ein Widerspruch zu
der horizontalen Linie (F = 0). Abgesehen davon macht es wenidsinn, zwischen S+®, und S+ ®,
eine Phasengrenze einzuzeichnen.
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Einschub:

T Im einphasigen Gebiet gilt: n=2; P=11! F =2, Hiersind T
3 und x frei wahlbar. Auf einer Grenzlinie zwischen zwei einphasi-

gen Gebieten gilt: n = 2; 2! F = 1. Eine Zustandsvariable ist
@ @ frei wahlbar, die andere fest durch das Zustandsdiagramm vorge-

0 geben. An besonderen Punkten, wie z. B. dem Eutektikum gilt:

@ n=2;P=31 F =0. Hier sind alle Zustandsvariablen durch

@ das Zustandsdiagramm fest vorgegeben. Im nebenstehendenld

ist die Phasenregel tir verschiedene Punkte nachgerechnet.

A X B

Fehler 2 Die zwei-Phasen-Region existiert bis zur reinen Komponem®, dort darf aber keine Mischphase
in einem Temperaturintervall vorliegen, da dies wieder diePhasenregel verletzt. F=nj P+ 1 mit
n=2,P=1"! F =2 Andieser Stelle ist die Konzentration x fest vorgegeben und in einem
solchen System muY. ein Phas@bergang bei einer festen Temperatur statt nden (F = 1).

Fehler 3 Vier Phasen ®y, ®, ®; und ®; kénnen nicht im Gleichgewicht stehen da dies die Phasenregel
verletzt. F=n j P+1=2j 4 1=j1

Fehler 4 Eine Phase, die mit weiteren im Gleichgewicht steht kann beieiner Temperatur nur eine
Zusammensetzung haben (siehe Fehler 2).

Fehler 3 Die schrage Linie verletzt die Phasenregel, da drei Phasen nur dann ri@inander im Gleichge-
wicht stehen kénnen, wenn die Temperatur festgehalten wird. F=nj P+1=2 j 3j 1=0; bei
einer schiégen Linie wAre F = 1 gefordert.

In Abbildung 1.25 ist eine M@glichkeit gegeben, wie die Fehler des fehlerhaften Phasdiagramms aus
Abbildung 1.24 aus thermodynamischer Sicht eliminiert weden kénnen. Wie Phasendiagramme in der
RealitAt aussehen legt das Experiment fest, hier wird nur auf der Gundlage des falschen Diagramms ein
“ktives Diagramm dargestellt, welches die gleichen Strukuren aufweist, wie das Zugrundegelegte.

@ -~ S+ajq
@ -~ S+ay
® -~ s+az
@ - S+ay
@H S+a5
@1 -~ ar+az
12 -~ aztag
3~- artas
(2 -~ agtas

Abbildung  1.25: Korrekturvorschlag des fehlerhaften Phasendiagrammssafibb. 1.24.

Neben der Phasenregel gibt es noch weitere Regeln, die beirdéonstruktion von Phasendiagrammen zu
beachten sind. Hier sind émtliche Konstruktionsregeln zusammengefa¥at:

o Phasenregel : F=nj P+2

o Grenzregel : Jedes Phasengebiet kann nur an andere Gebiete stoYaen, in darsich die Anzahl
der im thermodynamischen Gleichgewicht stehenden Phasen aximal um § 1 Andert. (Fiv jeden
weiteren Freiheitsgrad - z. B. wenn das Phasendiagramm vori, p, x und ::: abhéngt darf bei
Phasengrenzen eine weitere Phase mit ‘ausgetauscht' wenae

o Kr Ammungsregel : Die VerlAngerung der Phasengrenzlinien von einphasigen Regionen
missen so liegen, da¥. sie ihre logische \Bherung in den dazugelrigen Zweiphasengebieten
haben.

o L@slichkeitsregel : Alle Komponenten sind zu einem gewissen Teil in den anderehdsbar -
auch wenn die Léslichkeit sehr klein sein mag (es gibt keine Strichphaseh!
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Kristallstrukturen

Kristallstrukturen kennzeichnen einen Festkérper. Ein Kristall ist nur dann stabil, wenn seine Gesam-
tenergie kleiner als die Gesamtenergie der freien Atome odévolekile ist, aus denen er aufgebaut ist.
Die Atome in einem Festkdrper k@nnen unterschiedlich vernetzt sein, wobei zwischen amohen und
kristallinen Strukturen unterschieden wird.

2.1 Amorphe Festk @Arper

In amorphen Strukturen existiert keine langreichweitige Ord- \
nung. Die Atome sind regellos angeordnet. Dennoch kann man r(n
von einer kurzreichweitigen Nahordnung sprechen. Aufgrud
der Bindungskréfte sind die Atome nicht beliebig weit vonein-
ander entfernt, sondern sto%en aneinander. Da es keine ausge
zeichneten Bindungsrichtungen gibt, sto%zen die Atome in resj-
loser Struktur aneinander. Es kommt auch nicht zu Strukturbil-
dungen, da die Atome in diesen Lagen eingefroren sind und ihre
Position nur unter Energieaufwand Andern kénnen. Betrachtet
man ein bestimmtes Atom, so ndet man in einem Abstand
von einem Atomdurchmesser eine gi%ere Hu gkeit von Ato-
men. Dichter am betrachteten Atom kénnen die anderen Atome
nicht liegen, weil die Atome nicht den gleichen Platz einneh
men kdnnen. Der ndchste Ring von Atomen liegt wieder weiter
au¥sen, wobei die Lage der Atome durch den inneren Ring be-
grenzt werden. Damit kommt es zu einer Hiu gkeitsverteilung
der Atome, wie sie rechts angegeben ist. In gewissen Abstasd
Bereichen zu einem Atom in einem amorphen Festérper ist die
Wahscheinlichkeit erhght, ein Atom anzutre®en.

Der amorphe Zustand geht aufgrund von thermischen Fluktuatonen nach gemgend langer Zeit (Grid¥sen-
ordnung 1@ a) in eine kristalline Struktur #ber.

2.2 Symmetrien

Die De nition von Kiristallstrukturen erfordert Kenntniss e @ber Symmetrien. Es gibt eine Reihe von
Symmetrieoperationen, die die Beschreibung von Kristallgukturen erleichtern:

2 Translationssymmetrie
2 Spiegelsymmetrie
2 Inversionssymmetrie

2 Drehsymmetrie

u@&% 29
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Translationssymmetrie Spiegelsymmetrie Inversionssymitnie

° oey ® ° o o

n=2 n=4
° ° o o o °
° o 0.0 0 ©

n=6
o 1) [} ] [}

Alle gezeigten Symmetrieoperationen #hren das Gitter in sich selbergber. Durch eine Translation des

Gitters in Richtung eines Gittervektors sehen urspringliches und verschobenes Gitter gleich aus. Das Selbe

gilt f v die Spiegelung an einer Achse. An einem Inversionszentm kénnen alle Gitterpunkte gespiegelt
werden, wobei genau gegaiber des gespiegelten Punktes ein Gitterpunkt zu "nden ist.Jedes Gitter kann
einmal um 360 gedreht werden und es geht in sichdber. Es gibt aber auch Gitter, die nach Drehungen
um 60 (n=6), 90* (n=4), 120* (n=3) und 180* (n=2) in sich Abergehen, wie es oben gezeigt ist.

EinschubZAhligkeit der Drehsymmetrie

Da ein Gitter immer eine Translation besitzt muY. jede weitee Symmetrieoperation damit vertraglich
sein.

Der Punkt A sei ein Symmetrieelement, z.B. eine Achse senkphit zum
Papier und senkrecht zur Translation mit dem Betrag a. Zusatzlich soll
die TranslationsstreckeAA" unter dem Winkel § ® wiederholt werden und
somit entlang AB" (bzw. AA'! BB') verlaufen. Die vier StreckenAA', AA"
AB' und AB" haben die gleiche lAngea. Auch B'B" liegt parallel zu AA"
und ist mit ihr translatorisch gleichwertig, daher muYs die LAngeb mit A
der von a vertr Aglich sein.

a

b= pa p ganzzahlig
Aus der Symmetrie der Abbildung folgt:

b b _pa_op
57 acos®cos® = a2 2
Der cosinus kann nur halbzahlige Werte annehmen 8 %;§1 und damit liegen die Winkel fest:
Winkel ® 360° 180 120 90 60°
Zahligkeit 1 2 3 4 6

An einem Wikfel ‘ndet man f & schiefwinklige Achsen eine einghlige Drehsymme-
« trie. F iy ausgezeichnete Symmetrieachsen ndet man auchdher zahlige Symme-
T trien. Eine Drehachse senkrecht auf einer Kante ist zweidhlig, die Raumdiagonale
T dreizahlig und eine Achse senkrecht auf einer der Fchen des Wifels hat ei-
A | ne vierzéhlige Drehsymmetrie. Entsprechend ihrer Wertigkeit werden Drehachsen

(6-zAhlig) gekennzeichnet.

mit Linsen (2-z&hlig), Dreiecken (3-zAhlig), Quadraten (4-zahlig) und Sechsecken
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2.3 2-dim Gitterstrukturen

De nition: Kristallstruktur := Gitter + Basis
Ein Gitter ist durch 2 (3) Translationsvektoren de niert: 4, &, 8. Von jedem Punkt aus sieht die
Anordnung gleich aus, wenn man das Gitter um LAngen dieser Gittervektoren verschiebt.

= £+ Plal + ufzﬂq + u3e? uj=ganze Zabhl

Gittertranslation

Die Basis kann aus einem einzelnen Atom, oder einer Gruppe woAtomen bestehen, wobei jedem Git-
terpunkt die gleiche Basis zugeordnet wird.

2.3.1 Die primitive Zelle

Die primitive Zelle ist die Zelle mit dem minimalen Volumen die durch Gitterpunkte beschrieben werden
kann. Es sind verschiedene Darstellungen #glich. In der Praxis werden jedoch diejenigen primitiven
Zellen verwendet, die die liichste Symmetrie aufweisen. Die drei oberen primitiven Zétn sind prinzipiell

mdglich. Sie beinhalten die gleiche FAche. Die untere Zelle ist keine primitive Zelle; der angezgte
Translationsvektor T ist keine ganzzahlige Kombination von a und b.

2.3.2 Die f énf 2-dim Gitterstrukturen

Da man immer die Kombination von Gitter und Basis angibt, deren Kristallstruktur die h @chste
Symmetrie aufweist, ist die Anzahl der méglichen Gitter begrenzt. Im Zweidimensionalen gibt es finf
Gitterstrukturen (Elementarmaschen).

a?foi’ o o  +++—— quadratisches Gitter
o o o a= b, ® = 90i
o o )
. ;OQ ° rechteckiges Gitter
° o a6 b ®=90*
’ o ’ o '
b
ooy, innenzentriertes Gitter
° a6 b ®=90*

schiefwinkliges Gitter
a6 b ®= beliebig

[e] [e) ]
9 ° o ° ©
o aflgg . hexagonales Gitter
o e e a= b ®=120*
[¢] (o)



32 2. KRISTALLSTRUKTUREN

2.4 3-dim Gitterstrukturen

2.4.1 Die 14 Bravais Gitter

P I C F R
primitiv innenzentriert basis® Achen- °Achenzentriert rhomboedrisch  Typ
zentriert zentriert
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Im Dreidimensionalen gibt es 14 Gitter Typen, auf die émtliche Strukturen (es gibt 230 Raumgruppen)
zuriickgefdhrt werden k@nnen. Diese sind in sieben Kristallklassen unterteilt. Hhzu kommen mégliche
Zentrierungen, wie sie auf der vorherigen Seite angegebeind.

Triklin a6 b6c ®6 6°

Monoklin a6 b6c ®= =90*6°
Orthorombisch a6 b6 c ®="=°=90%
Tetragonal a=h6c ®= =°=90%
Kubisch a=b=c ®=" =°=90*
Hexagonal a=b6c ®= =90* °=120*
Rhomboedrisch a=b=c¢ ®=" = °< 120 6 90*

Anmerkung
In der vorstehenden Tabelle sind 15(!) Strukturen angegeb® In Alteren
Kristallographie B #chern ist keine rhomboedrische (oder trigonale) Kri-
stallklasse zu "nden. Dies wird dort als rhomboedrisch zentiertes hexago-
nales Gitter bezeichnet. Anschaulich wird lieber eine prinitive Zelle ver-
wendet, um ein Gitter zu beschreiben. In der Anwendung wird gdoch das
rhomboedrische Gitter als Untergitter des hexagonalen Giters verwen-
y~ det. Drei rhomboedrische Elementarzellen aufeinandergéspelt ergeben
ein rhomboedrisch zentriertes hexagonales Gitter. Es ist Amlich oft ein-
- facher ein System anhand des hexagonalen Systems zu besdbem indem
e man die rhomboedrische Zentrierung eindhrt, als die Beschreibung an-
hand der Symmetrie des rhomboedrischen Systems durchaitiren.

2.4.2 Indizierungen

Achsen in Kristallen werden anschaulich anhand ihrer Orietierung im Raum bezeichnet. Bei Ebenen
hingegen ist nur eine Orientierung fest gegeben, &nlich die Senkrechte zu der Ebene. Um nun zu un-
terscheiden, ob es sich bei einer Orientierungsangabe um Asen, oder Ebenen handelt, werden unter-
schiedliche Klammersymbole verwendet. Br Achsen/Richtungen werden eckige Klammern verwendet.
[] fidv eine konkrete Richtung und <> fi kristallographisch Aquivalente Richtungen. Fdr Ebenen wird

(O und fg (krist. Aquiv.) verwendet. Zum Beispiel umfa¥t die Ebenenfamilid 111g die Ebenen (111),

(111), (111) und (111), sowie weiterhin die entsprechenden vorzeichenverkgen Ebenen. Analog umfa¥at
die Richtungsfamilie < 111> die Richtungen [111] u.s.w.. Im Fall kubischer Symmetrie beeichnet eine
Ebene hkl 48 verschiedene Ebenen. Bei geringerer Symmetright diese Vielfalt allerdings verloren.

ades

(100) (110) (111)

Abbildung  2.1: Miller-Indizes und Aumliche Lage einiger Netzebenen in kubischen Kristallen

2.4.3 Kristallstruktur der Metalle

In diesem Abschnitt werden die #r metallische Werksto®e wichtigsten Gitter im Detail vorgestellt.
Tabelle 2.1 zeigt die Kristallstrukturen der Elemente.
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1A VIl
1 2
H He
hep | 1A 1B _1IVB VB VIB VIIB|hcp
3 . |4 5 6 7 8 9 0
Li |Be B |C [N [O [F |Ne
bcc |hep rhom. [diam. |kub. fcc
11 f\Z/l 13 14 | 15 16 17 18
Na (Vg Al |Si |P |S |CI |Ar
bcc |hep | IHIA IVA VA VIA VIA—VIIIA—— IB_1IB [fcc _[diam. fcc
9 20 21 22 |23 24 25 26 27 28 |29 30 31 32 33 34 35 36
Ca |Sc [Ti |V |Cr Mn |Fe |Co [Ni |Cu |Zn |Ga |Ge |As |Se |Br [Kr

bcc  |fcc hcp |hep |bcc  |bcc  |kub. |bcc |hcp |fcc fcc hcp diam. |rhom. |hex. fcc
37 38 39 20 71 12 43 1 45 26 j& 18 29 |50 51 |52 53 54
Rb [Sr |Y [Zr |[Nb Mo [Tc |Ru [Rh |Pd |Ag [Cd |In |Sn [Sb |Te [ |Xe
bcc |fcc hcp |hep |bcc |bcc |hep  |hep  |fee fcc fcc hcp |tetr. |diam. |rhom. |hex. fcc
55 [56 57 72 73 74 75 76 77 78 79 72' |ER [82 83 . [ez [85 86
Cs |Ba |La |Hf |Ta Re (Os |Ir |Pt [Au g Bi |Po |At [Rn
bcc |bcc |hex. |hep |bcc |bcc |hep  |hep  |fee fcc fcc rhom. |hcep  |[fcc rhom. |sc

87 I8 89

F |Ra |Ac

Tabelle 2.1: Kristallstrukturen der Elemente. Die angdiite Werte gelten #ir die gewdnlichsten Formen bei Zimmer-
temperatur.

Aus der Tabelle ist sofort ersichtlich, da¥. die Metalle
fast ausnamslos in einer kubischen, oder hexagonal dich-
2 Wieviele Elemente kristallisieren in den Kristall- test gepackten Struktur kristallisieren. Diese Strukturen
strukturen sc, bcc, fcc, hdp und wieviele in An- werden im nun Folgenden @her behandelt.
deren?

Das kubische Gitter

Unter den Metallen kommt das kubische Gitter am hdu gsten vor. Wie bereits erwdhnt, werden drei
Gitter unterschieden, ndmlich das einfach kubische Gitter (sc), das kubisch raumzatrierte Gitter (bcc)
und das kubisch °Achenzentrierte (fcc) Gitter. Diese drei Gitter sind noch énmal in Abbildung 2.2 gezeigt.

Abbildung 2.2: Die kubische Raumgitter. Die gezeigten Einheitszellemdidie gebéuchlichen Zellen.

Die wichtigsten Eigenschaften der drei kubischen Gitter snd in Tabelle 2.2 einander gegefbergestellt.

einfach kubisch raumzentriert °Achenzentriert
Volumen der geb@uchlichen Einheitszelle a® as a’
Anzahl der Gitterpunkte pro Einheitszelle 1 2 4
Volumen der primitiven Zelle ad 1=2a° 1=4 a3
Anzahl der Gitterpunkte pro Einheitsvolumen 1=a’ 2=a 4=a°
Anzahl der nAchsten Nachbarn 6 p8 1
Abstand zweier ndchster Nachbarn a 3a=2=0:866a a= 2=0:707a
Anzahl der @berndchsten Nachbarn p1_2 6 6
Abstand zum @bernAchsten Nachbarn 2a a 5 a 5
Pakungsverhaltnis 1=6v%=0;524 1=8% 3=0;68 16¥% 2=0;74

Tabelle 2.2: Charakteristische Eigenschaften der kubischen Gitter.
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strukturen sc, bcc, fcc, hdp und wieviele in An- werden im nun Folgenden @her behandelt.
deren?

Das kubische Gitter

Unter den Metallen kommt das kubische Gitter am hdu gsten vor. Wie bereits erwdhnt, werden drei
Gitter unterschieden, ndmlich das einfach kubische Gitter (sc), das kubisch raumzatrierte Gitter (bcc)
und das kubisch °Achenzentrierte (fcc) Gitter. Diese drei Gitter sind noch énmal in Abbildung 2.2 gezeigt.

Abbildung 2.2: Die kubische Raumgitter. Die gezeigten Einheitszellemdidie gebéuchlichen Zellen.

Die wichtigsten Eigenschaften der drei kubischen Gitter snd in Tabelle 2.2 einander gegefbergestellt.

einfach kubisch raumzentriert °Achenzentriert
Volumen der geb@uchlichen Einheitszelle a® as a’
Anzahl der Gitterpunkte pro Einheitszelle 1 2 4
Volumen der primitiven Zelle ad 1=2a° 1=4 a3
Anzahl der Gitterpunkte pro Einheitsvolumen 1=a’ 2=a 4=a°
Anzahl der nAchsten Nachbarn 6 p8 1
Abstand zweier ndchster Nachbarn a 3a=2=0:866a a= 2=0:707a
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Tabelle 2.2: Charakteristische Eigenschaften der kubischen Gitter.
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Hierin bedeuten die Anzahl der michsten Nachbarn die auch oft v diesen Zusammenhang verwendete
Koordinationszahl. Die Koordinationszahl ist ein Ma¥s fiv die Packungsdichte einer Struktur. In kubi-
schen Strukturen mit nur einem Atom pro Gitterpunkt ergibt s ich die Koordinationszahl direkt aus der
Gitterstruktur. Das Packungsverh Altnis berechnet sich gerds Gleichung 2.1; es gibt den von den Atomen
besetzten Raumanteil an, unter der Annahme, da% sich die Atoe wie feste Kugeln verhalten.

(Anzahl der Atome pro Zelle) (Volumen der Atome)
Volumen der Elementarzelle

Packungsverhltnis = (2.1)

Lediglich das einfach klubische Gitter stellt eine primitive Zelle dar. Weder das kubisch raumzentrierte,
noch das kubisch @Achenzentrierte Gitter sind primitiv, da f v den Aufbau dieser Gitter 2 beziehungs-
weise 4 Atome pro Elementarzelle @tig sind (s. Tab. 2.2). Die nicht-primitive Zelle weist jedoch eine
deutlichere Beziehung zu den Symmetrieoperationen auf. Allildung 2.3 zeigt die primitive Elementar-

zelle eines kubisch raumzentrirten Gitters. In Abbildung 2.4 sind die primitiven Translationsvektoren des
kubisch raumzentrirten Gitters darge_stellt. Die primitiv e Zelle des kubisch raumzentrirten Gitters ist ein
Rhomboeder mit der Seiteninge  3=2 a und der Winkel zwischen den schneidenden Kanten befigt

10928,

Abbildung  2.3: Kubisch raumzentrirteﬁ Gitter mit primitiver Einheitselle. Die dargestellte primitive Einheitszelle ist
ein Rhomboeder mit der Seitedinge1=2" 3a; der Winkel zwischen sich schneidenden Kanten bigt 109" 28°.

@) ©)

Abbildung 2.4: Primitive Translationen des kubisch raumzentrirten Gérs; diese Vektoren verbinden den Gitterpunkt
am Ursprung mit dem Gitterpunkt in der Wirfelmitte. Die primitive Gitterzelle erhdlt man aus diesen Achsen ein
vollstAndiges Rhomboeder aufbaut.
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Die primitive Gitterzelle erh At man aus diesen Achsen ein vollsgindiges Rhomboeder aufbaut. Stellt man
die primitiven Translationen als Funktion der Kantenl Ange a des Wifels dar, ergeben sie sich zu

a
= §(x+yi 2)
a
& = §(i‘X+y+'Z)
a
g = §(Xi y+ 2 (2.2)

Die primitive Zelle des kubisch °Achenzentrirten Gitters ist ebenfalls ein Rhomboeder. Dieprimitiven
Translationen &, & und & verbinden den Gitterpunkt am Ursprung mit den Gitterpunkte n in den
FlAchenmittelpunkten. Wie sich aus der Abbildung 2.5 ergibt, sind die primitiven Translationsverktoren:

a = S(x+y)
% = Syt
8 = ag(><+ 2) 2.3)

Die Winkel zwischen den Achens bertragen 68 Hierin sind %, ¥ und z die karthesischen Einheitsvektoren.

2 Wie viele Gitterpunkte gibt es jeweils in den ku-
bischen Strukturen?

Abbildung 2.5: Die primitive Zelle des kubisch Achenzentrirten Gitters ist ein Rhomboeder. Die primitivefiransla-
tionen &y, & und s verbinden den Gitterpunkt am Ursprung mit den Gitterpunktein den Flachenmittelpunkten.
Das hexagonale Gitter

Im hexagonalen System ist die primitive Einheitszelle ein echtwinkliges Prisma mit einem Rhombus mit
einem eingeschlossenen Winkel von 12Gans Basis%che

Abbildung 2.6: Zusammenhang zwischen der primitiven Zelle im hexagogralSystem (dicke Linien) und einem Prisma
mit hexagonaler Symmetrie.
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Eine besondere Form des hexagonalen Gitters ist die hexagahdichtest gepackte Struktur. In diesem
Fall enthAlt die Basis zwei Atome. Diese Atome bilden eine zuitzliche Ebene in der Mitte zwischen den
hexagomalen Basisebenen, wobei die Atome in dieser Ebene uwhen Vektor ¥ verschoben sind.

2 1 1
FTgRT 3Rt 0%
Das Besondere an dieser Struktur liegt in der Packungsdicle, diese betégt 0,74 und weist damit ex-
akt den gleichen Wert auf wie die des kubisch @chenzentrierten Gitters. Dies kann man sich wie folgt
veranschaulichen.
Abbildung 2.7 zeigt eine dichtest gepackte Schicht von
Kugeln, deren Mittelpunkte mit den Punkten A zusam-

A A menfallen. Eine zweite identische Schicht von Kugeln
/B\\ kann so Bber dieser angeordnet werden, daY. deren Ku-
C/ \C gelmittelpunkte #ber die Punkte B gelangen. Es gibt zei
A )( A )( A nicht gleichwertige Mdglichkeiten fiér die dritte Schicht.
B B Man kann sie Bber A oder ¢ anordnen. Wenn man sie
\ S ber A anordnet, laut die Reihenfolge ABABAB.., und
C die Struktur ist hexagonal dichtest gepackt. Wenn man
A A die dritte Schicht @dber ¢ anordnet, ist die Reihenfolge

ABCABCABC..., und die Struktur ist kubisch ° Achen-
zentrirt; die Ebene ist dann eine (111)-Ebene.

Abbildung 2.7: Zur Stapelreihenfolge dichtest ge-
packter Schichten von Kugeln.

Abbildung 2.8: Die hexagonal dichtgepackte Struktur. Die Orte der eieinen Atome ergeben kein Raumgitter. Das
Raumagitter ist einfach hexagonal mit zei identischen AtomensaBasis auf jedem Gitterpunkt.

ZUM N ACHDENKEN:

2 Warum sind die Packungsdichten v fcc und
hdp gleich - und wie werden sie berechnet?

2 Eine typische Bivoklammer wiegt 0;59 g und
besteht aus bcc Eisen. Wie viele Elementarzeller
und Atome enthalt die Klammer?

. J
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2.5 Beugung

Die Beugung an einem Atom, einem Paar von Atomen oder einer Atmreihe sind bekannt. An jedem
Atom wird eine neue Wellenfront erzeugt. Dabei werden in eier Momentaufnahme mehrere Fronten
beobachtet. Diese Wellenfronten interferrieren miteinarder und je nachdem ob die Fronten gleichzeitig,
oder von spteren Wellenfronten erzeugt wurden, wird die Ordnung der htensitAt unterschieden.

%
2,
%
<
Q

direkter
Rontgenstrahl

Der geometrische Ort aller von einem Punkt auslaufenden Rigtungen , die einen festen Winkel mit einer
Geraden bilden ist ein Kegelmantel. Der&®nungswinkel der Kegel wird durch die Ordnung der Re°exion
bestimmt. Die Atomreihe, die die Richtung der Kegelachse bstimmt, mu% man sich im Schnitt'punkt’
zwischen Kegelachse und direktem Strahl denken. Die Kegelevden Lauekegel genannt.

2.5.1 Braggsches Gesetz

Die Atome jeder Netzebene beugen Bntgenstrahlen scheinbar so, als ¥irden die Wellen optisch re°ektiert
werden. Das Braggsche Gesetz beschreibt die phasengleidRe®exion von einer Schar von Netzebenen.

(4

RO
G 2dnkising  tdpk
/3

~
~J

Abbildung  2.9: Geometrische Darstellung des Braggschen Gesetzes

Die Phasenbedingung verlangt, da¥s die Wegdi®erenz zwischewei benachbarten Ebenen ein vielfaches
der Wellenlange ist.

n, =2dsin£ (2.4)

(d=Netzebeneabstand, , =Wellenl Ange, £= Beugungswinkel) Merke jedoch: Die Position der Réntgen-
beugung hAngt nur von der Zellgeometrie ab, die Amplitude der verschédenen Beugungsmaxima jedoch
wird von der Sorte und der Lage der Atome in der Elementarzellebeein®u¥at.

2.5.2 Intensit At gebeugter Strahlen

2 Atomfaktor (¥ Anzahl Elektronen des Atoms)

2 Strukturfaktor  Fast jede Kristallstruktur besitzt eine Basis aus mehrerenAtomen, wodurch meh-
rere Re°exe mit gleicher Richtung aber unterschiedlicher Piasenbeziehung entstehen.



2.6. DAS REZIPROKE GITTER 39

2 Absorptionsfaktor ~ Strahlen durchlaufen eine endliche Dicke des Materials, w& zu Absorption
fahrt.

2 Temperaturfaktor ~ Wenn T 6 0 f@hrt jedes Atom Schwingungen um seine Ruhelager ) aus. Dies
fdhrt zu einer Re°exverbreiterung

2 Polarisationsfaktor  Die Strahlung ist nicht polarisiert, wohl aber der gebeugte Strahl. Hierdurch
kommt es zu Intensitétsverlust

2 Lorentzfaktor  Strahlen sind nicht streng monochromatisch und divergent. Dies beein°u¥at die
Linienform der Re°exe.

Die folgende Auistung gibt einen erweiterten Bberblick dber strukturelle Eigenschaften, die die Inten-
sitAten von Réntgenre®exen vedndern. Wahrend sich Nahordnung und Clusterbildung im Vergleich zu
der statistischen Besetzung in einer Veénderung der Untergrundstreuung auswirken, kommt es im Fll
von Bberstrukturen zu weiteren Re°exen.

Statistische
Besetzung Nahordnung

|
[ JoJoXol I JO) tﬁ..@.@
o) X JoI JoX / C eleCeleO
e Jor X X ¥ J ool0e00e
0000000 S e e X
[JeL ¥ Yo Jo g el r Yo Jo

Bberstruk-

Cluster | tur |
eJoX I JoJole [ JOX JOX JOX J
O00000Ce o) JoX JOof )@
oY Jolelex X J [ JOX JOoX JOX J
(X X JOIoX X J o) JOX 10X JU)
[ X X JoJeJe) ) [ JOX JOX JOX J q

2.6 Das reziproke Gitter

Das Braggsche Gesetz deutet sehr anschaulich die Beugung amem Gitter. Es ist aber nicht einfach,

gleichzeitig alle Netzebenenabdinde in ihren verschiedenen Orientierungen zudberblicken. Das Bragg-

sche GesetzAVit sich aber auf eine bemerkenswerte Weise umformen, da¥ nd@senBberblick ganz leicht

bekommt. Hierbei spielt das sogenannte reziproke Gitter ¢ie bedeutene Rolle. Es wurde als Hilfskon-
strukt eingefidhrt, um die Komplexit At des realen Gitters zu veranschaulichen. Hiedr wird die Braggsche

Gleichung 2.4 umgestellt.

n, =2dsinf
n ,
sinf= 2 oder n=1 sinf= 2
2d far 2d
Diese Gleichung ist in der nebenstehenden Abbildung geomesch gebeugter
interpretiert. Hierbei wird in einem Kreis mit r = 1 unter einem Knsebane San

Winkel von £ ein Schenkel abgetragen (Richtung der Netzebe-
ne). Die LAnge der Sehne gegdiber dem Winkel ist 2sin£. An-
hand dieser Darstellung wird der Primarstrahl, die Richtung des
gebeugten Strahles und die Normale der beugenden Netzebane
schar dargestellt. Die Normale hat die Richtung der Kreisséne
und hat die Lange, 3.

direkter
reflektierende Strahl

Ebene
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Diesem in LAnge und Richtung durch hkl vorgegebenen Vektor &Yt sich eine fundamentale Bedeutung
beimessen. Das reziproke Gitter ist ein von A. Bravais eind@hrtes Hilfsmittel. Abbildung 2.10 zeigt ein
zweidimensionales Gitter mit einer Schar von parallelen Nezebenen. Auf einer beliebigen Gerade bildet

. +dhk | Kb,

AN - A
—

e

Abbildung  2.10: 2-dim Gitter mit Schar von parallelen Netzebenen (lisk und das dazugefirige reziproke Gitter
(rechts).

die Linie Ly zwischen zwei benachbarten Punkten die Basisgf eine primitive Zelle des Gitters. Die
Hghe des Gitters ist durch den Abstand der Netzebener gegeben. Der Ficheninhalt aller m@glichen
primitiven Zellen eines Gitters ist gleich und betragt

F =L nkdnk
umformen
1 L
dw F

Der Kehrwert von dnk ist immer proportional zur L Ange Ly ; beide stehen senkrecht aufeinander. Da
jede LAnge Ly in ein beliebiges Gitter einzuzeichnen ist, liefert dieseZusammenhang auch dendr das
Gitter gesuchten Abstand dnx . WAre Ly orthogonal gedreht, so wivde es in Betrag und Richtung in die
Gré%eﬁ hbergehen, vorausgesetzt man betrachtet den Bcheninhalt als Einheit. O®ensichtlich lassen
sich allf: ﬁ—Werte autnden, inde_r_n man lediglich das Originalgitter im zweidimensionalen um 96¢ dreht.
Jede LAnge Ly ist dann in die Gravaady transformiert. Zeichnet man durch einen festgelegten Nulbunkt
die Normalen zu jeder Netzebenenschar und #gt auf ihr eine Strecke ab, deren ldAnge dem Netzebe-
nenabstand umgekehrt proportional ist, erhélt man ein System von Punkten, wie es in Abbildung 2.10
(rechts)gezeigt ist. Im Originalgitter war die Strecke Ly durch ihre Achsenabschnitte festgelegt. Im rezi-
proken Gitter haben die Komponenten bezogen auf die Kantea® und &P der reziproken Zelle die gleichen
ganzen Zahlen, wie die Indizesh und k im Originalgitter. Der Index h im Originalgitter teilt den Ein-
heitsvektor -a in zwei gleiche Teile a=hist der Gitterabstand in Richtung von a), im reziproken Gitter
werden zwei Einheitsvektoren in Richtung a® bendtigt.

Die grundlegende Eigenschaft des reziproken Gitters be-
steht darin, da¥s zu jedem Abstandsvektord zwischen

2 Wie lautet das Braggsche Gesetz? zwei parallelen Gittergeraden des direkten Gitters ein

2 Worin liegt die Bedeutung des reziproken Git-
ters?

entsprechender, ihm paralleler Vektor des reziproken
Gitters bereit gestellt wird,

2 der eine Gittertranslation darstellt

2 dessen Komponenten bezogen auf die Kantea® und P der reziproken Zelle die gleichen ganzen
Zahlen sind, wie die Indizesh und k im Originalgitter

2 dessen Betrag gleich dem Kehrwert der Bnge des Abstandsvektors ist.

Die Schisselbeziehung liegt darin, da% jeder periodische Gittebatand in einem Gitter eine paralle-
le Translation in dem anderen entspricht und die Betrdge von Gittertranslation und Abstand reziprok
zueinander sind. Dieser Zusammenhang gestattet es, sichalEigenschaften und die Gesamtheit der Ge-
radenscharen eines Gitters an Hand aller Punktpositionen aines reziproken Gitters zu veranschaulichen.
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Die Re°exion an Scharen von Netzebenendnnen einfach erfa¥t werden. Ein Di®raktogrammét sich
anhand von reziproken Gittervektoren aufbauen. Die LAnge% ist der Abstand von der Re°exposition vom
Ursprung. Da das reziproke Gitter an einen Ursprung gekupft ist, ist es invariant gegenédber Verschiebun-
gen des direkten Gitters, es ist aber sehr wohl durch eine Ration des direkten Gitters zu beein°ussen:
Es rotiert einfach mit.

2.6.1 Das reziproke Gitter in 3-dim

Im Dreidimensionalen hat das Kristallgitter drei primitiv e Vektoren, die das Gitter aufspannena, B, €
Das Volumen aller primitiven Zellen in einem Gitter ist gleich gro¥a.
Nun wird eine beliebige primitive Grund® Ache so ausgeshlt, da¥s
drei Eckpunkte des Parallelogramms auf Achsen fallen (allgmei-
ner Fall). A, B und C sind die ganzzahligen Vielfachen der Git-
tervektoren 4, D und € die die Eckpunkte beschreiben.

Zwei Seiten sind dannBbj Ceund Aaj Ceund die FlAche der
primitiven Zelle ist (BDj C€ £ (Aaj C+€). Der Abstand zwischen
zwei Netzebenen istdf, wobei Ai der Normalenvektor der Ebene
ist. Damit gilt f &r das Volumen:

V = [(BDbj Ce£ (Aaj Ce]dn (2.5)
= [ABa£ Dj ACat €j CBe£ b+ FC{QE ﬂdﬁ (2.6)
=0
= [ABaf£ b+ CAef a+ BCDE €dn (2.7)
mit BC = h, CA = k und AB = | folgt:
V =[haf b+ kef a+ IDE €dn (2.8)
zweckmaYsig wird de niert
bEe_ eEa_ _, aEk b _
g = v - Voo € (2.9)
mit V = a(bE € und es gilt:
1=[ha" + k¥’ + I€°]dn (2.10)

Danak[(Bbj Ce £ (Aaj Ce)] liegt wird aus dem Skalarprodukt ein normales Produkt 1 = [ha® +
ki + l€°]d. Der Kehrwert eines beliebigen Netzebenenabstandeéyst sich demnach durch die Bnge eines
Vektors ausdnicken, der eine Linearkombination vona®, " und € ist. Diese Vektoren zeigen auf Punkte,
die das reziproke Gitter aufspannen.

= hd® + ki’ + I€°

[oNN )

(2.11)
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Analog gilt f iy die Gittervektoren des direkten Gitters in Relation zum r eziproken Gitter:

TE€ <€ £ & aED
ve -8 VE =D VR (2.12)
mit V° = a*(® £ ).
Jede Kristallstruktur hat zwei mit ihr verbundene Gitter:
1. DasKristall- oder direkte Gitter : Ein Gitter im Ortsraum, Die Dimension ist die einer L Ange.

Das mikroskopische Bild gibt eine Darstellung der Kristallstruktur.

2. Dasreziproke Gitter  (oder auch Gitter im Impuls- oder Fourier-Raum): Das Gitter be ndet sich
im Impulsraum und hat die Dimension einer LAnge . Das Beugungsbild ist die Darstellung des
reziproken Gitters.

Ewaldsche Konstruktion

Ein reziproker Gittervektor setzt sich aus der Linearkombination der jeweiligen Einheitsvektoren zusam-
men:

G = he® + KIF + I¢° (2.13)

Dieser reziproke Gittervektor hat fiv die Beugung an einem Kristall eine besondere Bedeutung. i Menge
der reziproken Gittervektoren bestimmt nAmlich die m@dglichen Re°exe.
Bei Streuung: R! KOgilt: R9= R+ ¢ R Die Streuamplitude ist:
z

y’w F= n(®exp[ji¢RedV
K X

mit n(¥) = N expliG¥]
X
folgt F = ng expli(Gi ¢RK)tdVv

G
Die Streuamplitude ist nur dann nicht zu vernachlassigen, wenn das Argument der Exponentialfunktion
verschwindet, also

tR=G (2.14)

Diese Bedingung ist nur schwer zu edllen. Die Ewaldsche Konstruktion zeigt, wo ein Re°ex zu nden

ist. Man denke sich den Kristall im Mittelpunkt einer Kugel, deren Radius durch die Wellenfinge des ein-
fallenden Réntgenstrahls gegeben ist. Der einfallende Wellenvektoreigt hierbei immer auf den Ursprung

des reziproken Gitters, der damit auf der Ober?4che der Kugel an dem Punkt liegt, wo der prinére Strahl

die Kugel verldvit. Der Strahl verfduft immer entlang einem Durchmesser der Kugel.
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Abbildung 2.11: Zur Ewaldschen Konstruktion. Das graue Gitter ist das imeatrum der Kugel liegende Kristallgitter,
wahrend das schwarze Gitter das reziproke Gitter ré@izentiert. Der Vektork weist in die Einfallsrichtung der Strahlung
und endet an einem beliebigen Punkt des reziproken GittersielKugel hat den Radius . An jedem Punkt, der auf der
Kugel liegt entsteht ein gebeugter Strahl.

Bei willk évlicher Orientierung liegt im Allgemeinen kein Gitterpun kt auf der Ober® Ache der Kugel. Unter
diesen Umsfinden entsteht keine Beugung der Strahlung, da die Wegdi®enz zwischen zwei parallelen
Wellen vor und nach einer Beugung in die Richtung des betracteten Durchsto¥spunktes an der Ober-
° Ache der Kugel kein ganzzahliges Vielfaches der Welledihge ist. Liegt jedoch ein reziproker Gitterpunkt

auf der Ober°Ache der Kugel, so ist fuer diesen Punkt die Braggsche Re°exnsbedingung erflit und es

kommt zu einem Re°ex.

Um die Richtungen méglicher Re°exe zu "nden, stellt man sich einen volls@indigen Ausschnitt des re-
ziproken Gitters in der Nachbarschaft der Ausbreitungskugel vor. Das reziproke Gitter wird nun nach

irgendeiner Vorschrift gedreht. Immer wenn irgendein rezproker Gitterpunkt auf die Kugelober® Ache

tritt entsteht ein Re°ex in diese Richtung (vom Mittelpunkt der Kugel aus gesehen).

Die Brillouin Zone

Eine weitere Bedeutung kommt dem reziproken Gitter durch séine Wigner Seitz Zelle zu. Diese ist eine
primitive Zelle des reziproken Gitters, die wie folgt konstuiert wird.
. . . Man zeichnet die Verbindungsgeraden von einem gegebenen Rkt im reziproken
\ Gitter zu allen seinen Nachbarn. Danach konstruiert man die Mittelsenkrechten
. (\ . (in 3-dim Ebenen). Die kleinste so entstehende Fche (in 3-dim Volumen) ist die
\ Wigner Seitz Zelle. Mit diesen Zellen kann man den gesamten &m ohne Licken
. ‘ . fillen. Die Bedeutung der Brillouin Zone ist in der Festkérperphysik von zentra-
ler Bedeutung, man nennt sie auch erste Brillouin Zone. Durh einen reziproken
Gittervektor kann jeder Wellenvektor so verschoben werden da%. er auf einen Punkt in der ersten Bril-
louin Zone zeigt. Hierdurch vereinfacht die Physik in einducksvoller Weise, da die Beschreibung von
Fermi°® Achen, Elektronenbahnen, EnergieBndern und dergleichen sich mehr auf die erste Brillouin Zoa
beschénken kann.

2.6.2 Die reziproken Gitter der kubischen Strukturen
Das reziproke Gitter des einfach kubischen Gitters

Die Basisvektoren des Kristallgitters sind:

& = ax B = ay & = az
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%, ¥ und Z sind orthogonale Einheitsvektoren, dann gilt
£ 8= ayf az= a’[y£f Z] = ax
... und fir das Volumen gilt:
V=8 0¢&f a=axta®x=a’

Nach Gleichung 2.9 lauten dann die Basisvektoren des rezipken Gitters:

= & = &

ﬁqﬁﬂe:ﬂg fa _ wE B _
Vv 1 Vv Vv

Das reziproke Gitter ist ebenfalls einfach kubisch mit der Gtterkonstanten % Die erste Brillouin Zone
wird von Grenz® Achen umschlossen, die durch Ebenen gebildet sind, die seekht auf den Gittervektoren
(887, 84 und §&5) des reziproken Gitters stehen und diese in der Mitte schneien, also

lo-gl lo gl le gl
§§ﬂ1—§23* §2a2—§2ay §2a3—§2az

Die erste Brillouin Zone hat die Gestalt eines Wirfels mit der Kantenldnge £ und dem Volumen " 2

Das reziproke Gitter des kubisch raumzentrierten Gitters

Die in Abbildung 2.12 gezeigten primitiven Basisvektoren Kdnnen als Funktion der Kantenldnge des
kubischen Gitters dargestellt werden. Sie lauten:

-a1=g(*+yi ?) -az=g(i><+y+i) 63=g(*iy+f)
) @) O
@ O O
O

@) ©)

Abbildung 2.12: Primitive Translationen des kubisch raumzentrirten @eérs; diese Vektoren verbinden den Gitterpunkt
am Ursprung mit dem Gitterpunkt in der Wirfelmitte. Die primitive Gitterzelle erhdlt man aus diesen Achsen ein
vollstAndiges Rhomboeder aufbaut.

Das Volumen der primitiven Einheitszelle ist:

V = &tepfsa ,
a¢'§x+g+ z £ i‘x ail+il~z
R LA L R ML LA SN :
a¢ 28 aa 4 22, ,aa ., a a. aa _
1Y 22! 12 2 22! 12 2 2 21 22
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a’
= & ?(‘X"'V)

2
= SOt yi AeS (x+ )

In diesem Fall hat man 2 Atome im Kubus.
Die Basisvektoren des reziproken Gitters berechnen sich wi@er nach Gleichung 2.9 zu:

8 = & \E/ % etc.
= :%22 (x+y)
und damit gilt f i alle drei:
&= = (x+y) = (y+2) =1 (z+ ¥ (2.15)
a a a

Die in Gleichung 2.15 angegebenen Basisvektoren entsprea den primitiven Basisvektoren des kubisch
° Achenzentrierten Gitters. Damit ist das reziproke Gitter des kubisch raumzentrierten Gitters ein kubisch
° Achenzentriertes Gitter.

Abbildung  2.13: Das reziproke Gitter des kubisch raumzentrierten Gitts ein kubisch #chenzentriertes Gitter.

(e}

Die primitive Zelle des reziproken Gitters des kubisch raunzentrierten Gitters ist ein von &, 8 und &
aufgespanntes Parallelepiped. Das Volumen der primitiverZelle betragt:
M 1ﬂ 3
V= 68 £ ) =2

Die erste Brillouin Zone wird von Grenz®°Achen umschlossen, die durch Ebenen gebildet sind, die senk
recht auf den Gittervektoren (§-e7, 8 € und §&5) des reziproken Gitters stehen und diese in der Mitte
schneiden, also

Lo L 1o 1 1o 1
858 = 5_(8%8Y) 8§ 5% =.(8Y872) 8§ 5&= (828 %)

Die erste Brillouin Zone hat die Gestalt eines rhombischen Ddekaeders, eines regeléysigen 12-Achigen
Kdrpers.
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O 0

Abbildung  2.14: Brillouin-Zone des kubisch raumzentrierten Gitters. B Einheitszellen sind im reziproken Raum, das
reziproke Gitter ist kubisch #chenzentriert.

Das reziproke Gitter des kubisch ° Achenzentrierten Gitters

Im kubisch °Achenzentrierten Gitter sind folgende primitive Basisvekoren vohanden wie sie in
Abbildung refprimitivzellfccvec eingezeichnet sind:

= o(x+ ) = o(y+ ) 8= 2(2+ )

Abbildung  2.15: Die primitive Zelle des kubisch Achenzentrirten Gitters ist ein Rhomboeder. Die primitivefirans-
lationen &y, @ und g verbinden den Gitterpunkt am Ursprung mit den Gitterpunktein den Fldchenmittelpunkten.

Das Volumen betragt:

23
V = & ¢(at) = 7z

Die Basisvektoren des reziproken Gitters berechnen sich wiler nach Gleichung 2.9 zu:

€ = egf/ﬁeetc.
1
= 5(*"’% 2)
und damit gilt f i alle drei:
-a°—}(x+ i 2 "—}('x+ + 2) ”—}(X' + 2)
17 3 Yi Bt = g Y g = g Xi Y

Das reziproke Gitter des kubisch “Achenzentrierten Gitters ist ein klubisch raumzentriertes Gitter.
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Die Brillouin Zone wird wiederum durch die Ebenen gekennzaihnet, die diese Vektoren in ihrer Mitte
schneiden, also bei:

1

@)
@) O

Abbildung  2.16: Brillouin-Zone des kubisch Achenzentrierten Gitters. Die Einheitszellen sind im rezigen Raum,
das reziproke Gitter ist kubisch raumzentriert.

Die Bedeutung der ersten Brillouin Zone

Nur Wellen, deren Wellenvektor (vom Ursprung aus aufgetragn) auf der Ober°Ache der Brillouin Zone
enden werden durch den Kristall gebeugt. Dies ist wichtig fer Kristallstrukturanalysen durch R gntgen-
oder Neutronenbeugung. Das Selbe gilt fuer Elektronenbeugg, woraus die Bandstruktur ermittelt wird.
Die Bandstruktur wird im Bbrigen stets innehalb der Brillouin Zone aufgetragen, undzwar entlang eines
speziellen Weges. Letzendlich werden auch Gitterschwinggen anhand der Brillouin Zone beschrieben.

2.7 R@Antgen Di®raktion

An dieser Stelle soll weniger auf die Methoden eingegangerenden, als das ihre prinzipielle Funktionsweise
erlAutert werden. Prinzipiell mu% die Beugungs-Bedingung e#lit sein, damit ein Beugungsbild entstehen
kann.

Die Laue Methode arbeitet mit weiaem Réntgenlicht. Es werden Einkristalle untersucht. AbhAngig von
der Orientierung des Kristalls zum PrimArstrahl entsteht ein Beugungsbild fi alle mdglichen Scharen
von Netzebenen. Dies ist ndglich, da in wei’aem Rntgenlicht jede beliebige Wellenfinge enthalten ist
und hierdurch jeder beliebige Netzebenenabstand die #nhtgenstrahlen mit der passenden Wellerdnge
zur Interferrenz bringen kann.

Hier gezeigt ist ein Kristall, der leicht gedreht ist. Sein Abbild, das reziproke Gitter ist in die selbe
Richtung gedreht, wie der Kristall im Ortsraum.

Kommen nun mehrere Kristalle in den Strahl, so Bberlagern sich die reziproken Gitter im Ursprung.
Da jedes Abbild der Rotation des dazugeBrigen Kristalls folgt, erscheinen die verschiedenen regroken
Gitter um ihren Ursprung gegeneinander verdreht. Werden bédiebig viele Kristalle in den Strahl gebracht
verschmieren die Punkte der reziproken Gitter zu Kreisbahrmen.
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Das rechte Bild zeigt den Ursprung des reziproken Gitters inder Bildmitte. Es ist leicht einzusehen, da¥
die Laue Methode fiv Orientierungsbestimmungen an Einkristallen und nicht an Polykristallen einge-
setzt wird. Laue Bilder eines kubischen Systems sind hier bspielhaft fiv die < 100> und < 111>
Orientierungen gezeigt.

< 100> < 111>

Fiv polykristalline Proben ist diese Methode unzweckn#évsig und es kommeiPulver Di®raktions Me-
thoden zum Einsatz. Pulverdi®raktometer messen nicht in zwei Dimasionen, sondern nur in einer. Dies
entspricht einem IntensitAtspro T entlang des Radius eines der gezeigten Bilder.

Fiv Pulverproben werden monochromatische HRntgenstrahlen verwendet.
Durch die gro¥%e Anzahl und der statistischen Verteilung der Kstallite wird
jede beliebige Orientierung durch den Strahl erfa¥t. Ist dieBragg-Bedingung
erfillt, so kommt es unter den vorgegebenen Winkeln zur Beugung
Prinzipiell ist es auch méglich Einkristalle mit monochromatischen Réntgen-
strahlen zu untersuchen. Hierbei mu¥sdr jede einzelne Schar von Netzebenen
der gesamte Winkelbereich abgerastert werden, um zu testerob die Re°e-
xionsbedingung fir diese Anordnung erfillt werden kann. Hieraus sieht man
schon, da¥% dies ein sehr aufwendiges Verfahren ist und in dBraxis nur fiv
ganz besondere Aufgaben eingesetzt wird (Vierkreisdi®ragmetrie).

2.7.1 Die ITs (International Tables for Crystallography)

Die ITs bestehen aus mehreren Bnden (Volume A: Space-Group Symmetry; Volume B: Reciproch
Space; Volume C: Mathematical, Physical and Chemical Table; Volume D: Physical properties of cry-
stals Volume E: Subperiodic Groups; Volume F: Crystallography of Biological Macromolecules; Volume
G: De nition and exchange of crystallographic data). Der Zweck dieser Reihe ist es Daten, die zur Anwen-
dungen der kristallographischen Methoden in allen Wisserchaften relevant sind, zu sammeln und kritisch
auszuwerten. Dabei wird besonders Wert auf die Struktur undEigenschaften der Materialien gelegt. Die
einzelnen BAnde bestehen aus Tabellen, die von praktischen Erigrungen und Beispielen begleitet werden.
Fi die Metallphysik in der Anwendung ist der Teil A gber die Theorie und praktische Anwendungen
der Raumgruppen der wohl wichtigste. Im nun Folgenden (sieb Doppelseite 50,51) sind die Seiten aus
den ITs zur Raumgruppe 14/mmm aufgefit. An diesem Beispiel soll die Struktur der ITs verdeutlicht
werden. _

Die Kopfzeile A enthdlt die verschiedenen Symbolde, die die Raumgruppe klassiieren. Auf der ersten
Seite v jede Raumgruppe stehen in zwei Zeilen von links nach reckt Das kurze Hermann-Mauguin
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Symbol, das Scln®ies Symbol, die Kristallklasse (Punktgruppe) und das Kristallsystem in der ersten
Zeile und in der zweiten die Nummer der Raumgruppe, das voltgindige Hermann-Mauguin Symbol und
die Patterson Symmetrie. In der Kopfzeile der folgenden Sé&(n) stehen die Nummer der Raumgruppe
und das kurze Hermann-Mauguin Symbol, sowie ein Hinweis, d& es sich um eine Fortsetzung handelt.
Im folgenden Abschnitt B sind die die Diagramme der Raumgruppen abgebildet. Sie befralten eine
oder mehrere Projektionen der Symmetrieelemente, sowie @ Abbildung (rechts unten) eines Satzes
von Aguivalenten Punkten in einer allgemeinen Lage. Die Anzahl nd Art der Abbildungen ist vom
Kristallsystem abhangig.

Die nun folgenden Punkte beschreiben die am Ursprung exigrenden Symmetrieoperationen, sowie die
Lage des Ursprungs in Himblick auf diese Symmetrieoperatioen ¢. Weiterhin wird die asymmetrische
Einheit D angegeben. Schlie¥ilich werden die Symmetrie-Operation&h benannt. Jeder Punkt in einer
allgemeinen Lage wird durch diese Operationen erzeugt. DasyBibol beschreibt die Art der Symmetrie-
Operation, also ihre Gleit-, oder Schraubenkomponente (irkKlammern) sowie die Lage und Orientierung
des betre®enden Symmetrie-Elements. _

Ein Satz von Erzeugern fir diese RaumgruppeR ist ebenfalls angegeben. Dieser wird in Form von Trans-
lationen und der Nummer der Position der allgemeinen Koordinaten angegeben. Die Erzeuger bestimmen
die Koordinaten der allgemeinen Lage, sowie deren Symmetie i2rationen.

& - der wohl wichtigste Abschnitt: Die Positionen

Die allgemeine Wycko® Lage ist in der obersten Zeile angegahegefolgt von verschiedenen speziellen
Wycko® Lagen, die eine reduzierte Multiplizitdt aufweisen. Die Multiplizit At einer Lage steht zuerst in
jeder Zeile und gibt an, wie oft ein Atom auf der jeweiligen Pgition in einer Einheitszelle vorhanden ist.
Mit abnehmdender Multiplizit At steigt die Symmetrie der Lage an. A jede allgemeine und spezielle Lage
wird angegeben: Multiplizit A, Wyckho® letter, die Symmetrie der Lage, sowie dazugedrige Koordinaten-
Triplets. Schlievilich sind in der rechten Tabelle speziell&riterien f iv R@dntgen Refelxe angegeben.

Fiv jede Raumgruppe sind drei senkrechte Projektionen entlag von Symmetrie Richtungen angegeben
H. Hierbei wird die Projektionsrichtung, die Ebene der Projektion, sowie die Axen und der Ursprung
der projizierten Zelle angegeben. )

Die Maximalen nicht-isomorphen Untergruppen I' enthalten translationsgleiche (I) Untergruppen, klas-
sengleiche Untergruppen, die durch eine 'Entzentrierungder Einheitszelle entstehen (ll1a), sowie klassen-
gleiche Untergruppen, die durch eine Vergé¥serung der Einheiszelle entstehen (l1b).

Die Maximal isomorphen Untergruppen mit kleinstem Index J sind ebenfalls klassengleiche Untergrup-
pen des gleichen Typs. )

Schlievilich werden noch die Minimal nicht-isomorpherBbergruppen angegeben. Diese Liste zeigt die
Relationen umgekehrt, wie die der Untergruppen, wie zuvor leschrieben.

Rechenprogramme

Fiv die Réntgen-Feinstrukturanalyse ist die Kenntniss _
der Lagen der Atome in der Kristallstruktur n étig. Um ZUM N ACHDENKEN:

zum Beispiel auch Phasenreinheiten mittels Bntgen 2 Die Struktur von HoNi 2B,C wird wie folgt be-
bestimmen zu kAnnen ist es wichtig eine Struktur ge- setzt: Ho: 2a, Ni: 4d, B: 4e und C: 2b.

nau zu kennen und berechnen zu #nnen. Fi beide
Félle hat sich die Rietveld Analyse etabliert. Hierfuer
stehen eine Reihe von Programmen zur Vedgung:

2 Wie viele Formeleinheiten sind in der Ele-
mentarzelle?

2 Erstelle ein Strukturbild z.B. mit PowderCell

\.

Rietveld-Programme

FullProf http://www-lIb.cea.fr/fullweb/fp2k/fp2k.htm

Gsas http://www.ncnr.nist.gov/programs/crystallograp hy/software/gsas.htmi
Struktur-Visualisierungs-Programme

PowderCell http://ccpl4.minerals.csiro.au/ccp/web-mi rrors/powdcell/a v/iv _1/powder/e _cell.html



50

2. KRISTALLSTRUKTUREN

| 4=mmm D %
No. 139 | 4=m 2=m 2=m

Origin at centre (4=mmm)

Asymmetric unit O - 5

Symmetry operations
For (0;0; 0)+ set

11 (22 0;0;z

(5)2 0yy;0 (6) 2 x;0;,0

9 1 000 (10) m x;y; 0

13y m x;0;z (14) m 0yy;z

For (3:3:3)+ set

M) t(3:3:3) (2 2(0;0;3) %z
(5)20:3:0) Lyt 6 2(3:0,0) x 52
O 1 353 (10) n(%;1;0) xy; L
@) n(d;0Y) x iz 14 n@0 i1 Lz

4=mmm

Tetragonal

Patterson symmetry | 4/mmm

+ o+ + o+
O SAS)
+B- -+ +®- -+
+@- [ —o+ +O- | -+
oo et o5&
i e £ I e
2*@37 5%’@%*
2+®1 1%7@)%*
|+ = Eé o+
SIS g e SIS
+®- | -+ +®- | -+
+O- O+ ‘O- -+
SAS) SAS)
+ o+ + o+
z- 3 Xy
(3) 4" 0,0,z (4) 41 0,0,z
(72 xx0 82 xx0
(11) 7 0;0,z;0;0,0  (12) & 0;0;z; 0;0;0
(15 m x;X;z (16) m x;x;z
(3) 4" (0;0;3) 0;3;2 (44 (0;0;3) 3:0;2
(7)2(3 1,00 x;x % 82 x;x+ 1;1
(1) & 3,02 3,05 (124 0,520,513
(15) ¢ x+ 3%z (16) n(3:3:3) xxz

Maximal non-isomorphic subgroups
lla  [2]P 4=mmm
[2]P 4=nnc
[2]1P 4=mnc
[2]P 4=nmm
[2]P 42=nnm 1;2;
[2]P 4,=nmc 1;2;
[2]P 4=mmc 1
[2]P 42=mnm 1
none

5
7
5
7

Ib

Maximal isomorphic subgroups of lowest index
llc  [3]1 4=mmm (c*=3c);

Minimal non-isomorphic supergroups
I [81FmM3m; [3]Im3m
Il [21C 4=mmm (2c*=c)(P 4=mmm)

(continued)
1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14; 15; 16
1;2;3;4;5;6;7;8;(9;10; 11; 12;13; 14; 15; 16) + ¢;
1;2;3;4;9;10;11; 12; (5;6; 7; 8;13; 14; 15; 16) + ¢;
1;2;3;4;13;14;15;16;(5;6;7;8;9;10; 11;12) +
;16;11;12;15;16;(3;4;7;8;9;10;13;14) + ¢;
;18;11;12;13;14;(3;4;5;6;9;10; 15;16) + ¢;
;16;9;10;13;14;(3;4;7;

8;9;10; 15; 16; (3; 4;

8;

[9]1 4=mmm (a%=3 a;b:=3b)

11;12;15;16) +
5:6;11;12; 13; 14)+§,

N\l—‘l\JlHNll—‘Nll—‘l\JlHNll—‘Nll—‘
INIESNIEENIEE SIEENIEENSTES NS
~— — —
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Along [001] p4mm
a’=i(aj b = i(a+b)
Origin at 0;0;z

I [2]1 422

[2]1 4=m11(l 4=m)

[2]1 4mm

[2]1 42m

[2]1 4m 2

[2]1 2=2m2=m 1 (Immm )

[2]1 2=2m12=m (Fmmm)
(Continued on preceding pagg

Along [100] c2mm
=b P=c
Origin at x; 0;0

Maximal non-isomorphic subgroups

(1;2;3;4;5;6;7;8)+
(1;2;3;4;9;10;11;12)+
(1;2;3;4;13;14;15;16)+
(1;2;5;6;11;12;15;16)+
(1;2;7;8;11;12;13; 14)+
(1;2;5;6;9;10;13; 14)+
(1;2;7;8;9;10;15; 16)+

Along [010] p2mm
&= 3G a+h b= 3c
Origin at x;x; 0

51
CONTINUED No.139 I 4=mmm A
Generators selected (1); t(1;0;0), t(0;1;0); t(0;0; 1); t(3; %;0); (2); (3); (5); (9) f
Positions
Multiplicity, Coordinates Re’ection condition
Wycko® letter, ad
Site symmetry (0;0;0)+ (3 55+ General:
3201 1) xy;z 2 xvy;z ) V.xz 4) y;x;z hkl:h+ k+1=2n
5) Xy;Z 6) x;v¥;Z @) y;x; z 8) V;X;Z hkO:h+ k=2n
9 X;vy;Z (10) x;y; Z 11) y;x; z 12) y;x;Zz Okl: k+1=2n
(13) x;¥;2 (14) xy; 2 (15) ;% z (16) y;x;z  hkl:1=2n
00l:1=2n
h00: h=2n
Special: as above, plus
16 n.m. 0y;z 0;y;z y;0;z y;0;z no extra conditions
Oy, z 0y z y;0,Z y;0,Z
16 m.m X;X;Z X, X;Z X, X;Z X, X,z no extra conditions
X;X; Z XX, Z XX, Z X, X, Z
16 I m.. X;y; 0 X;V;0 V:x; 0 y;X; 0 no extra conditions
X;y; 0 X;y;0 y:x; 0 y;X, 0
16 k ..2 x;x + L1 X.x+ L1 X+ L:x L x+ i:xt hkl: 1 =2n
IO 1 BT 5 SO Hot IO g
l 2 El 4 1 2 1 4 21 1 4 2 1 ’ 4
8jm2m . ;30 x30 Lix0 iix no extra conditions
8im2m . x;0;0 X; 0;0 0;x;0 o)X, 0 no extra conditions
8hm.2m X;X; 0 X; X; 0 X;X; 0 X;X; 0 no extra conditions
8g2mm. 01z 1,0z 0;3:z 1,0z hkl: 1=2n
8 f..2/m ;4,2 3,831 311 1,381 hkl: k;1 =2n
4 e 4mm Q0;z 0,0,z no extra conditions
4 d4m2 0132 2,0, % hkl: 1 =2n
4 ¢ mmm . 0;1;0 ;0,0 hkl: 1 =2n
2 b 4/mmm 0;0; % no extra conditions
2 a 4/mmm 0;0;0 no extra conditions
Symmetry of special projections |J|



2 Wie

52 2. KRISTALLSTRUKTUREN

2.7.2 Experimentelle R @ntgendi®raktion

Mittels einer MeYzanordnung in Bragg-Brentano-Geometrie, n der die Bragg-Re°exe unter doppelten
Beugungswinkel 2£ beobachtet werden, kann die Kristallstruktur einer polikristallinen Probe bestimmt

werden. Die an den Netzebenen gebeugten Strahlen ergebemen Kegelmantel, desser@®nungswinkel
dem Abstand der betre®enden Netzebenen entspricht. Hierdah ist eine Rekonstruktion der Kristall-

struktur m gglich. Ist diese bekannt, so kann im Fall kubischer Materidien die Gitterkonstante nach
Gleichung 2.16 berechnet werden.

2
sin£ = @(h2 + k2 +1?) (2.16)

Hierin ist £ der Winkel, unter dem die Re°exe erscheinen, a die Gitterkonstante, , die Wellenlange der
eingestrahlten Réntgenstrahlung und hkl die Millerschen Indices.

1000

800 |- -

600 - -

Intensit At
[willk. Einh.] 400

200 - ﬂ -

0 | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Winkel 2£

Abbildung 2.17: Di®raktogramm eineBaxK1; xBiO3 Pulverprobe, gemessen miCuke, , = 0; 15406 nm

Die Re°exlagen und -Indizierungen dieses Di®rakto-
gramms sind in Tabelle 2.3 angafhrt. BayK1; xBiO3
gro¥. ist die Gitterkonstande der besitzt eine kubische Provskitstruktur (Raumgruppe

BaxKi; xBiO3 Pulverprobe (s. Abb. 2.17 Pm3m; 221).

und Tab. 2.3)?
(100) 20,67 (220) 60,98 (321) 84,32
(110) 29,39 (221), (300) 65,12 (400) 91,70
(200) 42,05 (310) 69,12 (410) 95,40
(210) 47,30 (222) 76,84 (330),(411) 99,12
(211) 52,13 (320) 80,60

Tabelle 2.3: Re°ex-Indizierung und -Lage der ghtgenre®exe eineBaxK1; xBiO 3 Pulverprobe.
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2.8 Aperiodische Ordnung

Die Bravais Gitter k 8nnen nur 2, 3, 4 oder 6 Ahlige Symmetrieachsen haben. 1982 wurde die Klasse der
Quasikristalle  entdeckt (Shechtman), die unter anderen eine @nfzahlige Symmetrie hat. Seither stellen
die Quasikristalle ein verwirrendes Puzzlespiel dar: Warm bilden Atome ein komplexes quasiperiodisches
Muster anstelle einer regufiren und sich wiederholenden Kristallanordnung?

Obwohl es keine Kristallstruktur mit periodisch wiederkehrender Ordnung gibt, wird in R éntgen- und
Elektronenbeugungsexperimenten eine langreichweitige @nung nachgewiesen, die die Grundlaged§ ein
Beugungsmuster ist. Hierbei handelt es sich o®ensichtlichm eine langreichweitige aperiodische Ordnung.
Mit dem sogenannten Penrose Muster gelingt es eine Bthe mit zwei Clustern zu bedecken, ohne daVs
sich die Cluster Aberlappen, oder Licken zunick lassen.

Abbildung 2.18: Zweidimensionales Penrose Muster miliiif-zAhligen Symmetrieelementen.

Dargberhinaus gibt es Strukturen, die in einer Ebene aperiodish geordnet sind und in der dritten Dimen-
sion eine periodische Ordnung aufweisen. Auch im Dreidimesionalen gelingt es ein Volumen mit zwei
unterschiedlichen Clustern Bickenlos zu fillen, soda¥% in allen Raumrichtungen eine aperiodische Ondng
entsteht. Die wohl bekanntesten Strukturen sind der Ikosaéler (links) und der Dodekaeder (rechts)

& 1)

2 |m Allgemeinen schlechte elektrische und thermische Leihigkeit
(obwohl nur aus Metallen aufgebaut).

2 Hart und spréde
2 Geringe Reibung

Mit der Entdeckung der Quasikristalle ist eines der Dogmen @r Festkdrperphysik gefallen. Hierdurch ist
ersichtlich, da¥ selbst die relativ alte Festirperphysik keine abgeschlossene Naturwissenschatft ist.
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Kristallisation

Bisher wurden der atomistische Aufbau von Festidrpern behandelt. O®en blieb jedoch die Frage, wie
man dahin gelangt. Diese Frage soll in diesem Kapitel geldit werden.

Festkdrper, gleich welcher Art, entstehen aus Schmelzen, in Somdfdllen gehen sie auch aus Reaktionen
anderer Festkrper hervor. Zundchst wird einetreibende Kraft  bendtigt - und zwar in allen F Allen. Denn
nur wenn der Zustand des Festérpers energetisch gnstiger als sein Ausgangszustand ist, wird er sich
bilden. In der Regel ist die treibende Kraft durch eine Tempeaturerniedrigung begriindet. Eine von au¥sen
angelegte geringere Temperatur zwingt die Schmelze diesemzaunehmen, bis sich das System im thermo-
dynamischen Gleichgewicht mit der Umgebung be ndet. Da#éberhinaus ist es genauso iglich aufgrund
der Anderung anderer Potentiale, wie zum Beispiel dedu¥seren Drucks, einer angelegten Spannung oder
eines vedAnderten chemischen Potentials (und andere mehr) das Syste in ein neues Gleichgewicht zu
Pberfdhren. Zur Bildung eines Festkdrpers muYa dann noch eine Grenz@berschritten werden, die ihn
entstehen BYit. Dies ist im Fall einer Temperaturerniedrigung die Schmietemperatur. Man spricht von
thermodynamischer Bberschreitung

Bei gegebenerduYseren Bedingungen ist immer der Zustand stabil, der das gagste thermodynamische
Potential besitzt. Im Fall, da die Temperatur und der Druck g egeben sind mu¥% die freie Enthalpie den
geringsten Wert einnehmen. Da Phasendiagramme (s.Achstes Kapitel) stets Gleichgewichtsbedingungen
kennzeichnen, die bei konstantem Druck und bei konstanter €mperatur beobachtet werden, ist die freie
Enthalpie G von besonderer Bedeutung.

Zur Erinnerung:
freie Energie F=Uj TS isotherme Prozesse
Enthalpie H = U + pV isobare Prozesse
freie Enthalpie G= U TS+ pV isotherme und isobare Prozesse
gro¥zkanonisches Potential © Ui TS N isotherme Prozesse mit konstanter Teilchenzahl

Hierin ist: U - innere Energie;T - Temperatur; S - Entropie; p - Druck;
V - Volumen; * - chemisches Potential;N - Teilchenzahl

Am Schmelzpunkt méAssen demnach die freien Enthalpien von Schmelze
und Kiristall gleich sein (Gs = Gk ). Wird zun Achst von einer linearen DG )
Anderung der freien Enthalpie ausgegangen, so efft man qualitativ

den nebenstehenden Verlauf. Oberhalb der Schmelztempenmat Ts hat
die Schmelze die geringere freie Enthalpie und die Phase bedet sich im
thermodynamischen Gleichgewicht; unterhalb vonTs be ndet sich der
Kristall im thermodynamischen Gleichgewicht.

Kihlt man eine Schmelze unter die Schmelztemperatur ab, so saltiert

dies in einer treibenden Kraft, die eine Kristallisation der Schmelze for-
dert. Diese treibende Kraft ist negativ oberhalb vonTs und erst unterhalb
von Ts positiv. Diese treibende Kraft ist proportional zu der Di®erenz der beiden freie Enthalpie Kurven,
die mit grévser werdender Entfernung zur Schmelztemperatur géser wird.

¢Gy=Gsi Gk

u@&% 55
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3.1 Keimbildung

Wird eine Schmelze unter die Schmelztemperatur abgekhlt, so stellt sich nicht spontan der feste Zu-
stand ein. Dies liegt daran, da% sich ein fester Keim, alsorekleines Volumen mit kristalliner Anordnung
von endlicher Gré¥se durch thermische Fluktuationen bilden mu%i. Solche Flukationen kommen auf-
grund thermisch verursachter Atombewegungen immer vor. Olerhalb der Schmelztemperatur ist der
Keim grundsétzlich instabil, das hei%t er Bst sich schneller auf, als er wachsen kann. Bei Temperatune
unterhalb des Schmelzpunktes gibt es zwar eine treibende Hkft, die ein Wachstum des Keimes fordert.
Da es aber auch bei diesen Temperaturen thermische Fluktuanen gibt, kommt es auch zu Au°dsepro-
zessen, die den Keim verkleinern. Es gibt noch einen weiteneBeitrag, der einen Keim wieder aufzuBsen
versucht. Die Ober°Ache eines Keimes liefert immer einen positiven Beitrag zuspezi schen Energie ei-
nes Objektes (). Bildet man einen Keim, so gewinnt man Volumenenergie aufgund der Tatsache, da¥a
das Volumen des Keimes eine geringere freie Enthalpie aufigg als die umgebene Schmelze. Zum an-
deren mu¥ Oberdchenenergie aufgewendet werden. Ein kleiner Keim kann inrster Naherung als rund
betrachtet werden. Damit gilt f v einen kugel#@rmigen Keim:

4
¢ Gk = j él/4r3¢ Gy +A4Yr° (3.1)
/ )
DG DG
! , ’
DGk / g DGo-r2 ,’
/ DGo~I‘2 ,/
/.
/// ///
,’; 3 * ///
22 7 DG ' ’r/ -
ro IR ro
N DGk
AN
\DG,,~r3
\

Abbildung  3.1: Freie Enthalpie und deren Obe#&chen und Volumenanteil eines idealen kugétmigen Keims fr
T >Ts (links) und T < Ts (rechts).

Fiv T>Tgist¢ Gy < 0! ¢ Gy istimmer positiv. Jeder Keim zerfallt daher unter Energiegewinn. Filr
T < Ts nimmt die freie Enthalpie eines Keimes erst ab einem kritishen Radius ab. Um diesen Wert zu
bestimmen, wird das Maximum der freien Enthalpie bestimmt (Ableitung).

d(¢ Gk)
=1 =0 3.2
dr (3-2)
i AurPeG y +8%ar° = 0 (3.3)
8u° = 4Yart Gy (3.4)
2° .
cGy r=r (3.5)

Im Maximum der freien Enthalpie sind die chemischen Potentale im Keim und in der umgebenen Phase
gleich. Allerdings ist das Gleichgewicht labil, da sowohl &e Vergréverung, als auch eine Verkleinerung
des Keims eine Verringerung der freien Enthalpie des Systesnbewirken. Erst grévsere Keime haben im
Vergleich mit ihrer Umgebung (Grenz®Ache) eine positive Energiebillanz und wachsen weiter.

Jeder Keim muY. diesen Potentialwalldberwinden. Man nennt dies auch Keimbildungsarbeit, sie ef
spricht einer Aktivierungsenergie filr die Keimbildung, die durch thermische Fluktuationen aufgebracht
werden muvs. Damit lngen die ¢Gk und r® Werte emp ndlich von der Bberschreitung ab. Sie sind #r
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kleine Gberschreitungen unendlich gro¥ und verringern sich mit zsehmender Temperaturerniedrigung
unterhalb des Schmelzpunktes.

[
DG,
eq

T

DG, (T,) R

DG (T,)

|

f— 1 (T3) — \T’g, \Tz \Tl r

(M) — o I
—— 1, (1) !

DT

Abbildung  3.2: Freie Enthalpie eines Keimes in Aldlmgigkeit von der TemperaturTs < T, < T1 < Ts (links).
Kritischer Keimradius in Abkngigkeit von der Unterlghlung (rechts).

Da die Keimbildung durch thermische Fluktuationen erfolgt kann man eine Keimbildungsgeschwindigkeit
de nieren:

B

N./ exp % (3.6)

Da G stark von der Temperatur abhAngt machen sich kleine Unterlghlungen in starken Anderungen von
N bemerkbar.

Es wird zwischen homogener Keimbildung n n n n
und heterogener Keimbildung unterschieden.

Homogene Keimbildung "ndet in der Schmel- Schmeize  ®
ze nach den eben beschriebenen Adlfen * 1{ -
statt. Im Fall der heterogenen Keim- '\Kmme/
bildung kann ein Teil der Ober°Ache des .
Keimes durch die Tiegelwand, oder durch « T Schmelze
Schwebeteilchen in  der Schmelze bereitge-
stellt werden. Hierdurch verringert sich die zur
Keimbildung notwendigerweise aufzubringende Abbildung 3.3: _Schemata der homogenen (links) und he-
Ober° Achenenergie und der Keim kann leichter t€rogenen Keimbildung (rechts).

wachsen, als dies im homogenen Fall der Fall &re. Es gilt:

¢ Ghet = f ¢ Ghom f -1 3.7)

Beispielsweise gilt & die Keimbildung an einer glatten Wand:

Schmelze
1
ww %KY Keim f= Z(2+COS£)(1 i cosf)?

Wand £ - Benetzungswinkel. Ist dieser sehr gross geht ! 1, was be-
deutet, da% der Tropfen so gut wie nicht benetzt. Es liegt deFall
der homogenen Keimbildung vor. Ist der Winkel sehr klein, wid

Q die gesamte Wand bekeimtf ! 0. Ist der Winkel gerade = 90*
so wird cos£ =0 und f = 1=2. In diesem Fall ist die Gestalt des
Keimes an der Wand gerade eine Halbkugel. Im Vergleich zu ei-
nem homogenen Keim mu¥a nur die @fte an Ober°Achenenergie

aufgebracht werden.
Wenn bei der Kristallisation von spontaner Keimbildung ausgegangen wird kommt es bei der Einkri-

stallzéichtung zu einer Reihe von Problemen. Zudchst mu¥ eine relativ grov#8berschreitung hergestellt
werden, die Keimbildung setzt dann aber sehr vehement und mieiner unerwiinscht gro%sen Anzahl von
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Keimen ein, die nicht schnell genug zudckgenommen werden kann. Die Schmelze kristallisiert an e-
len Stellen gleichzeitig. Eine Maglichkeit, dies Problem in den Gri® zu bekommen, besteht din, die
Schmelze nur an einem Punkt zu unteridhlen. Bei der CzochalskiMethode wird ein kalter Keimkristall
in die Schmelze eingetaucht, an dem die Kristallisation erlgt. Dieser Keim wird langsam wieder aus der
Schmelze hinausgezogen; an ihm&ehst der Kristall. Durch den Einsatz eines solchen Impfkrstalls kann
die spontane Keimbildung in der Schmelze unterdéckt werden. Durch den Impfkristall kann auch die
Wachstumsrichtung und -kinetik vorgegeben werden. Allerdngs mu% dalir Sorge getragen werden, da%
der Impfkristall nicht beim Eintauchen in die Schmelze aufgeldst wird. Wenn es méglich ist verwendet
man daher gerne isostrukturelle Kristalle mit hdheren Schmelzpunkten. Eine andere Mglichkeit besteht
in der Auslese der wachsenden Keime. Dies kann am wirkungsisten durch eine Verjéingung des i die
wachsenden Kristalle zu Verfigung stehenden Querschnitts erfolgen.

3.2 Kiristallwachstum

Nach der Bildung eines stabilen Keimes ichst dieser durch die Anlagerung weiterer Bausteine weite
Da die Energie der Ober%che des wachsenden Kiristalls von der KristallographischeRichtung abhangt,
versucht das System seine Energie so gering wiedpglich zu halten, indem die Ober°ache mit hdherer
Energie so gering wie ndglich gehalten wird.

-

Abbildung  3.4: Kristallwachstum auf einer Fche geringer Energie; sie wird schneller bedeckt, als derskail in
andere Richtungen (z.B. senkrecht dazu) wachsen kann.

Die Ober°Ache wird von den langsam wachsenden Ebenen gebildet, deniedschnell wachsenden Ebenen
verschwinden im Laufe der Zeit.

Das wohl bekannteste Modell £y das Kristallwachstum stammt von Kosselund Stranski. Nach diesem
Modell gibt es fik die Bausteine (Atome / Molekile) an den Ober°Achen eines Kristalls verschiedene
Positionen, die durch unterschiedliche Bindungsenergiemgekennzeichnet sind.
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Abbildung  3.5: Zum Modell von Kossel und Stranski: Verschiedene Stadien déddhenwachstums einer Obegche
(von links nach rechts: vollsindige Fche - Wachstum von Rand - Wachstum von Nukleationszentren auérdOber-
°Ache) sowie verschiedene Lagen auf der ObAche eines Kiristalls gekennzeichnet durch ihre Bindungsegien.

Die Abtrennarbeit, die aufgewendet werden mu¥a, um einen Batsin aus dem Kristallverbund abzutren-
nen, hangt emp ndlich von seiner Position ab, was sich aus Unterdgieden in der Anzahl und Anordnung
der Nachbarn ik die einzelnen Positionen erkéirt. Von Besonderer Bedeutung ist hierbei dieHalbkri-
stalllage . Beim Aufbau eines Kristalls werden fast alle Bausteinefiber solche Halbkristalllagen angela-
gert. Der Energiegewinn beim Anlagern eines Bausteines inie Loch ist gré¥ser als der Gewinn bei der
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Anlagerung auf einer Flache. Hierdurch wird der Kristall im thermodynamischen Gleichgewicht von einer
kleinen Anzahl bestimmter Flachenf hklg begrenzt, die atomar glatt sind.

Dieses Modell gilt streng genommen nur beil = 0, ohne thermische Fluktuationen, da die Entropie
nicht bergcksichtigt wurde. Bei endlichen Temperaturen kommt es zu &er atomaren Aufrauhung der
Ober°Ache. Dieser Sachverhalt ist auch schon in Modellen bescletien, #ihrt aber an dieser Stelle zu
weit.

Der Einbau von Bausteinen in den Kristall 1Auft nach folgenden Schritten
ab:

ng 1. Transport der Bausteine zur Phasengrenze (durch Konvekon /
Volumendi®usion).
Q/ 2. Absorption auf einer atomar glatten Terrasse (evtl. mit 1. Desol-
vation beteiligter Atome).

Transport zur Stufe (Ober® Achendi®usion).

Anlagerung an einer Stufe (mit 2. Desolvation).
Transport entlang der Stufe (Stufendi®usion) zu Halbkrstalllage.

o 0k~ w

Einbau in die Stufe (mit 3. Desolvation).

Desolvation=Umwandlung des Zustandes der molekularen Basteine

2 Was ist der Unterschied zwischen homogene
und herterogener Keimbildung?

2 Durch welche Flachen wird ein wachsender Kri-
stall begrenzt und warum?

3.2.1 Ein°u¥a der Erstarrungsw Arme

Die Gestalt der Kérner in einer erstarrenden Schmelze wird im Wesentlichen arch die Abfuhr der Er-
starrungswérme bestimmt. Diese kann entweder durch den wachsenden Ksiall, oder durch die Schmelze
abgefihrt werden. Erfolgt die W Armeabfuhr durch den Kiristall, so ist der Temperaturgradient im Kri-
stall gréder, als in der Schmelze. ¥¢hst dann ein Kristall an der Erstarrungsfront vor, so gerdt er in ein
Gebiet hdherer Temperatur und bildet sich zunick. Auf diese Weise bleibt die Front eben und stabil.

‘ Kristall ‘ Schmelze‘

T

X

Abbildung  3.6: Temperaturverlauf an der Erstarrungsfront eines Kristallbei Warmeabfuhr durch den Kristall.

Wird die W &rme jedoch durch die Schmelze abgéhrt, was der Fall ist, wenn die Schmelze bei der
Erstarrung stark unterk @hlt ist, so weist die Schmelze eine niedrigere Temperatur &, als der Kristall.
Man erhdlt eine Temperaturverlauf, wie er qualitativ in Abbildung 3.7 gezeigt ist.
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Abbildung  3.7: Temperaturverlauf an der Erstarrungsfront eines Kristallbei WArmeabfuhr durch die Schmelze.

Wichst in diesem Regime der Kristalldber die Front hinaus, so wAchst er sehr schnell weiter, da an ihm die
kalte Schmelze kristallisiert. Es bilden sich lange und dinne Kristalle, die sich hAu g in andere Richtungen

weiter verzweigen. Diese Gebilde hei%zen Dendriten. In diesdrall bewegt sich die Erstarrungsfront uneben
und nicht stabil.

Abbildung  3.8: Strukturbildung eines wachsenden Dendriten (T. Wilke)

Ein°u¥: von Fremdatomen

Fremdatome neigen bei der Erstarrung dazu, sich in der Schniee anzureichern. Hierdurch wird die
Erstarrungstemperatur weiter abgesenkt. In Legierungen bsteht in der Regel ein endlicher Temperatur-
bereich, in dem Schmelze und Kristall nebeneinander im Glehgewicht stehen. Auf diesen Sachverhalt
wird im Zusammenhang mit den Phasendiagrammen im échsten Kapitel eingegangen.

3.3 Erstarrung von Legierungen

Da es neben der Kenntnisiber die Existenz und das Aussehen von Phasendiagrammen vty ist, diese
auch lesen zu Bnnen, werden nun noch einige besondere Punkte bei der Erstang von mehrkompo-
nentigen Schmelzen herausgestellt und danach im Detail aufie Phasendiagramme eingegangen. Da in
Legierungen die Schmelze und eine feste Phase durch ein HonemifAtsgebiet, in dem beide Phasen ne-
beneinander vorliegen, getrennt sind ist es wichtig zu vetghen, wie die Kristallisation einer festen Phase
von Statten geht.
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weiter verzweigen. Diese Gebilde hei%zen Dendriten. In diesdrall bewegt sich die Erstarrungsfront uneben
und nicht stabil.

Abbildung  3.8: Strukturbildung eines wachsenden Dendriten (T. Wilke)

Ein°u¥: von Fremdatomen

Fremdatome neigen bei der Erstarrung dazu, sich in der Schniee anzureichern. Hierdurch wird die
Erstarrungstemperatur weiter abgesenkt. In Legierungen bsteht in der Regel ein endlicher Temperatur-
bereich, in dem Schmelze und Kristall nebeneinander im Glehgewicht stehen. Auf diesen Sachverhalt
wird im Zusammenhang mit den Phasendiagrammen im échsten Kapitel eingegangen.

3.3 Erstarrung von Legierungen

Da es neben der Kenntnisiber die Existenz und das Aussehen von Phasendiagrammen vty ist, diese
auch lesen zu Bnnen, werden nun noch einige besondere Punkte bei der Erstang von mehrkompo-
nentigen Schmelzen herausgestellt und danach im Detail aufie Phasendiagramme eingegangen. Da in
Legierungen die Schmelze und eine feste Phase durch ein HonemifAtsgebiet, in dem beide Phasen ne-
beneinander vorliegen, getrennt sind ist es wichtig zu vetghen, wie die Kristallisation einer festen Phase
von Statten geht.
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Kristallisiert man aus einer Schmelze bei einer festen Temgratur eine feste Phase aus, so haben Schmelze
und feste Phase eine nominell unterschiedliche Zusammerzang, nAmlich diejenige, an denen die Konode
bei der Temperatur die Solidus- beziehungsweise Liquiduslie durchstd¥st. Im Zusammenhang mit der
Kristallisation wurde bereits die Problematik des WArme°usses besprochen. An dieser Stelle tritt noch das
Problem der Di®usion hinzu, da es zwischen Schmelze und festPhase einen Konzentrationsunterschied
gibt, Auf Di®usionsprozesse wird sgter noch einmal genauer eingegangen; an dieser Stelle bathten
wir die isotherme Di®usion mit konstanten Di®usionskoexzénten. Die Di®usion ist die Voraussetzungér
die Beschreibung der Kinetik von Festkdrperreaktionen, wobei eine inhomogene Konzentrationsveeilung
Voraussetzung fir die Di®usion ist. Diese ist zugleich die treibende Kratft.

.o dx
JD—IDW (3.8)

jp - Di®usionsstrom;D - Di®usionskonstante;g—’r‘ - Brtliche Anderung der Konzentration. Dies ist das
sogenannte erste Ficksche Gesetz.

Wenn die WaArme durch den Kristall abgeleitet wird ergibt sich ein Temperaturverlauf, wie er in den
rechten Teilbildern von Abbildung 3.9 fiv verschiedene Di®usionszuginde gezeigt wird. Die gestrichelten
Linien geben den Temperaturverlauf an der Erstarrungsfrontbeim Durchlaufen der Front wieder. Die
gepunktete Kurve gibt die Liquiduslinie der Schmelze wiedey die sich genéY des Zustandsdiagramms
(oben) mit der Zusammensetzungéndert. In den linken Bildern ist der Konzentrationsverlauf in der
festen Phase und der Schmelze bei der angegebenen Positioar cErstarrungsfront als durchgezogene
Linie gezeichnet. Die gestrichelten Linien geben die Zusamnmsetzung von Kristall und Schmelze an der
Erstarrungsfront an. Von oben nach unten aufgetragen sind @se Bilder filk (1) beliebig schnelle Di®usion
in Schmelze und Kiristall, (2) fér schnelle Di®usion in der Schmelze, aber praktisch keinddi®usion in
der festen Phase und schlie¥lich (3) der statigiwe Zustand, der weder im Kristall noch in der Schmelze
eine endliche Di®usion aufweist.

VerlAuft die Di®usion in beiden Phasen sehr schnell, so haben loei Phasen zu jedem Zeitpunkt ihre
Gleichgewichtszusammensetzung. Ist die Di®usion nur in ddesten Phase gehemmt, so kommt es nur in
der Schmelze zum Konzentrationsausgleich und die Schmelzeichert sich mit fortschreitender Erstarrung
an Legierungsatomen bis weitdber die Grenzex, hinaus an. Nach AbschluYz der Erstarrung verbleibt ein
Konzentrationsgradient im Kristall. Ist die Di®usion in beiden Phasen stark eingeschiinkt, werden die
Legierungsatome, die nicht in den Kristall eingebaut werden zwar an die Schmelze abgegeben, verbleiben
aber an der Erstarrungsfront, wo sie sich immer weiter anreghern, wahrend die Schmelze in weiterer Ent-
fernung zur Erstarrungsfront in ihrer urspr éinglichen Zusammensetzung erhalten bleibt. An der Schme&
kann sich die Konzentration bis maximal x» anreichern, da dann der Kristall mit xq erstarrt und damit
die Schmelze vorxy auf x, angereichert wird.

Die Zusammensetzung der Schmelzéindert sich in _
dem dédnnen Bereich, in dem die Fremdatome vorlie- ZUM N ACHDENKEN:

gen, sehr stark und entsprechend stark steigt die Li- 2 Wie veréndert sich der Verlauf der Erstarrung
quidustemperatur, wie es im Diagramm ersichtlich ist, in Legierungen im Vergleich zur Erstarrung von
von T, auf T;. Wenn dieser Anstieg gbvser als der Elementen?

tatsAchliche Temperaturgradient in der Schmelze ist

np adie! _ 2 Unter welchen Voraussetzungen kommt es zur
(ausgezogene Linie) dann ist die Temperatur kurz hin- konstitutionellen Unterk éhlung?

ter der Erstarrungsfront niedriger, als die Liguidusli-
nie der Schmelze mit der vorliegenden Zusammenset-
zung. In diesem Fall spricht man vonkonstitutionel-

ler Unterk @hlung , weil sie durch den zusammenset-
zungsabhangigen Zustand einer Legierung verursacht
wird.

Entsteht nun eine Unregelméiigkeit an der Erstarrungsfront und ragt diese vor, so wird ig von einem
Gebiet der Schmelze umgeben, das&ker ist, als die der Zusammensetzung entsprechenden Gltige-
wichtstemperatur. In diesem Fall kommt es zu schnellem Wachtum in die konstitutionell unterk @hlte
Zone. Dies kann nur durch einen sehr steilen Temperaturgraignten verhindert werden. Konstitutionelle
Unterkghlung ist gewdhnlich eine Ursache von Dendritenbildung in Legierungen.

2 Warum kommt es bei der konstitutionellen Un-
Lterkléhlung zur Bildung von Dendriten? J
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Abbildung  3.9: Konzentrations- (links) und Temperaturverlauf (rechteTeilbilder) fér beliebig schnelle Di®usion in

Schmelze und Kristall, schnelle Di®usion in Schmelze, aber lamgsaim Kristall, sowie langsame Di®usion in Schmelze
und Kristall (von oben nach unten). Durchgezogene Linien geb den Verlauf von Konzentration und Temperatur an

der Front wieder, wAhrend die gestrichelten eine Funktion des Durchlaufens diardie Front sind.
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thermische
Bedingungen
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X
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T
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Ausbreitung der Front

Schnitt

Draufsicht

!
s
=

Gefilgeeigenschaften

Nur reine Metalle und steile Temperaturgradienten machen
dies méglich. Erstarrung als Einkristall /vielkristallines
Gefidge, keine Mikroseigerung.

Zellstruktur entsteht bei geringen Verunreinigungen, die
sich auf Zellgrenzen anlagern. Im Allgemeinen schlechte
Zahigkeit, nur bei gerichteter Erstarrung gut in Richtung
der Achsen der Zellen.

Dendriten entstehen bei hohem Gehalt an Verunrei-

nigungen oder Legierungselementen. Zuerst erstarren
Dendritenskelette mit von der Restschmelze abweichender
Zusammensetzung. Im Allgemeinen schlechte mechanische
Eigenschaften.

Tabelle 3.1: Ausbildung der Erstarrungsfront und der GAfeart in AbhAngigkeit von der Gévze der konstitutionellen

Unterkihlung



Reale Zustandsdiagramme und ihre
Interpretation

4.1 Grundlagen

Was zu beachten ist, wird hier anhand einer kurzen Wiederhalng dargestellt - die grundlegenden Begri®e
bindrer Systeme:

o Aufbau einer Legierung (Komponenten, Gefige, Phasen) fiy alle Systeme

o Zustand einer Legierung (Gleichgewichtszustand, Zustandsriable) Sztriléiféth

o Zustandsdiagramm einer Legierung (Zustandspunkte, Phaseume, - Mischungslicke
Hebelgesetz) - vollst. mischbar

o Abkihlverhalten einer Legierung (Wege der Zustandspunkte ohne
Phasenreaktion, sowie mit Zwei- und Dreiphasenreaktionen

o Gefllge einer Legierung

Reale Zustandsdiagramme werden oft sowohl durch den Massgehalt (Gewichts-Prozent) als auch durch
den Sto®mengengehalt (Atom-Prozent) dargestellt.

Masse der Komponente A m
Massengehalt = ponen'e A. NERat (4.1)
Gesamtmasse der Legierung m
Anzahl der Atome der Komponente A n
Sto®mengengehalt = - P - ; Xa = —= (4.2)
Gesamtzahl der Atome in der Legierung n
Umrechnung:
Komponen;gn: A, B — Sto®menge der Komponenten,, hg — Sto®menge der Legierungn =
na+ng = ; nj — Sto®menge der Komponentex = NTA — Atomgewicht eines Atoms der Kom-
ponente:aa, ag — Molgewicht: apn N, agNg — Masse aller Atome A:ma = aaNana = aaNaXxan
— Gesamtmasse aller Atome:xm = aaNaxan + agNgxgn — Massengehalte der Komponente:
Wp = Ma
m aa Xa
Wp =
aaXa + agXp + 1.
Wa =
Xp = A =aA

Wa=aa + Wg=ag + ...

Je stdrker die Atommassen der Komponenten voneinander abweictme um so unterschiedlicher sind die
Skalen von Atom- und Masseprozent. Abbildung 4.1 zeigt das Rasendiagramm Sn-Pb als ein Beispieldr
ein typisches eutektisches Phasendiagramm. Angegeben dimusgezeichnete Temperaturen, das sind die
Schmelztemperatur von (reinem) Sn (232C), von (reinem) Pb (327*C) sowie die eutektische Temperatur

u@&% 65
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(183tC). Dar berhinaus sind ausgezeichnete Konzentrationen in Atommzent angegeben, wobei in Klam-
mern die Werte fl Gewichtsprozent angegeben sind. Diese Konzentrationebezeichnen die maximale
Léslichkeit von Pb in (Sn) bei 145 at-%Pb, die maximale Léslichkeit von Sn in (Pb) bei 71 at-%Pb,

sowie die eutektische Zusammensetzung bei 26 :é#Pb. Selbstverstndlich sind die schon bekannten
Phasen&ume mit angegeben.

w in %
1020 30 40 50 60 70 80 85 90 95

EYYS

T[OC] . . . . . . . . ;
w

250 g T
: : : ‘ S+(Pb) : :
! S+(Sn | _— co T """ 1'830 """""""""""

200
1.45(2.5) ©26.1(38:1) : : 7181
15of\ ————— ST ITICITI I N
(Slzq) | | (Sn)+(Pb) | | :
100
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1
Sn X in % Pb

Abbildung  4.1: Sn-Pb-Phasendiagramm

Ein geeignetes Experiment zur Ermittlung des Gleichge-
wichtszustandes ist die thermische Analyse. Hierbei wird
2 Welche Phasen und Koponenten sind in die Temperatur der Probe in AbhAngigkeit von einer Re-

Abbildung 4.1 dargestellt? ferenztemperatur (i. A. gleicher Probenhalter ohne Pro-
be) und von der Rate der TemperatuAnderung gemes-
sen. Bei jeder Phasenreaktion wird eine gewisse Reakti-
onswdrme umgesetzt, die zudtzlich abgefdhrt / hinzu-
gefdhrt werden mu¥a. Hierdurch wird zum Beispiel eine Abihlung mehr oder weniger verdgert. Es treten
zwei Félle auf:

1. Phasenumwandlung bei einer Temperatur:

Verzégerung der Ablkdhlung, bis die gesamte Reaktl-
onswdrme abgefhrt ist. In diesem Fall mu¥ die Reakti-
onswdrme von der Probe abtransportiert werden, wodurch
in der Rate die Referenztemperatur davondiuft. In der soge-
nannten Di®erenzthermoanalyse verursacht dieses Verhals
ten einen exothermen Peak. Bei Phasdiibergdngen bei ei-
ner Temperatur Andert sich die Entropie sprunghaft.

2. Phasenumwandlung in einem Temperaturintervall:
(zum Beispiel bei dem Durchlaufen eines S ®-Bereiches) Wahrend des gesamten Intervalls erfolgt
die Phasenumwandlung und verBgert die Abkihlung. Die Abkihlkurve wird °acher als die der
Referenz verlaufen, sieduft verzdgert ab. Die Entropie verdAndert sich wahrend der Umwandlung.
In Di®erenzthermoanalyse-Kurven wirkt sich dieses Verhaén in Kurven mit ver Anderter Steigung
aus.

4.1.1 Die Phasenregel

Materie kann in drei Aggregatzustdnden (Phasen) vorliegen: fest, fissig und gasfirmig. Generell exi-
stiert immer die Phase im thermodynamischen Gleichgewichtderen freie Enthalpie die geringste ist. In
Abbildung 4.2 sind die freien Enthalpien der drei Phasen in AhAngigkeit von der Temperatur fiéy ein
beliebiges System aufgetragen.
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Abbildung  4.2: Freie Enthalpie der drei Aggregatzudhde eines beliebigen Systems.

Bei hohen Temperaturen ist die freie Enthalpie der Gasphasem geringsten; dieser Zustand liegt im
thermodynamischen Gleichgewicht vor. Bei tiefen Temperatiren ist das Material fest. Der Existenzbereich
der drei Phasen wird in erster Linie durch die charakteristichen Temperaturen festgelegt:
Schmelztemperatur : %fssig- fest
Siedetemperatur : °fissig- gasBrmig
Sublinationstemperatur :  fest- gas#rmig
Diese Temperaturen sind jedoch druckablngig. Die Existenz einer Phase wird also im Druck-Temperatr-
Phasendiagramm durch einen Bereich beschrieben.
Am Knotenpunkt (=Tripelpunkt) sind alle drei Phasen mitein ander im Gleichgewicht. Vom Tripelpunkt
aus filr steigenden Druck und Temperatur ist der Bbergang °fissig- gasBrmig unstetig, bis der soge-
nannte kritische Punkt erreicht ist. Jenseits des kritischen Punktes veruft der Bbergang kontinuierlich.
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Abbildung  4.3: Druck-Temperatur-Phasendiagramme von Wasse §O) und Kohlendioxid (CO>).

Die Existenzbereiche der Phasen im Gleichgewicht lassencsi qualitativ mit der Gibbschen Phasen-
regel beschreiben.

F=nj P+2 (4.3)
Hierin sind: F - Freiheitsgrade; P - Anzahl der Phasen; n - Anahl der Komponenten.

a Komponenten sind die verschiedenen chemischen Elemente (Bausteine) audenen das System
zusammengesetzt ist.

Phasen sind physikalisch einheitliche Substanzen, wobei die cheische Zusammensetzung nicht
notwendigerweise einheitlich sein mu¥a.

a Die Freiheitsgrade geben die Anzahl der Systemgblzen an, die unter bestimmten Bedingungen
noch frei wahlbar sind.
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é P Im Einsto®system (n = 1) gilt:
a 5 . F=iP+n+2
1 P=1 ) F=;ij1+1+2=2(pundT sind frei wihibar)
fest flussig 2 P=2 ) F=j2+1+2=1(poderT ist frei wihlbar)
@ 3 P=3 ) F=ij3+1+2=0(pundT sind fest vorgegeben)
TP gasformig
Abbildung  4.4: Ausgezeichnete Punkte im Zustandsdiagramm von Wasser.
0 TIKI

Da Schmelz- und Siedepunkt in Metallen nur schwach von denéuYseren Druck abBngen und der Druck
in der Regel der Atmosphérendruck ist, wird die Gibbsche Phasenregel in der Form F=nj P+1 (p=

konstant) verwendet, was in der Abbildung 4.4 einem isobare Schnitt entspricht.

Das Aufschmelzen und Verdampfen bei konstantem Druck &%t sich recht einfach aus denp i T-
Phasertfiagramm ermitteln. Man braucht lediglich bei dem gesuchen Druck eine horizontale Linie durch
das Diagramm zu ziehen (isobarer Schnitt). Diese Linie ist daT-Zustandsdiagramm, die in Abbildung 4.5
aufgestellt gezeigt ist.

3 T[K]
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£ kr. P. gasformig
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flussig
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Abbildung  4.5: Zum isobaren Schnitt im Zustandsdiagramm.

4.1.2 Das Hebelgesetz

Fidhrt man nun analoge Betrachtungen auch £ die anderen Temperaturen zwischerT, und T, (Abb. 1.3)

aus, dann ergeben sich im Zustandsdiagramm drei Bereiche:iien Bereich einphasig ¥ssiger Zusnde
(S), der durch die sogenannteLiquiduslinie  begrenzt wird, einen Bereich einphasig fester Zuénde @),

der durch die sogenannteSoliduslinie begrenzt wird und zuletzt einen linsenfirmigen Bereich zweipha-
siger Zust@nde °Bssig / fest zwischen Liquidus- und Soliduslinie.

A X~ B
Abbildung  4.6: Zustandsdiagramm eines volldndig mischbaren Systems
Der zweiphasige Bereich bedeutet, da¥s ein System mit der sumarischen Zusammensetzung bei der

Temperatur Tz im Gleichgewicht aus einer %ssigen Phase (S) mit der Zusammensetzung® und einer
festen Phase ®) mit der Zusammensetzungx® besteht.
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Diese Zusammensetzungen ndet man, indem man bei der Tempatur T3 horizontale Linien vom Punkt
der Zusammensetzungk zu der Solidus- und Liquiduslinie zieht. Diese Linien heiYzeiKonoden . Es ist
trivial, da¥ bei einer konstanten Konzentration, die nicht einem reinen System entspricht ¥k = 0 oder
x = 1), die Temperatur nicht festgelegt ist, bei der Schmelze und feste Phase im Gleichgewicht stehen;
es gibt einen endlichen Schmelzbereich.

Bei einer gegebenen TemperatuiTz sind die Zusammensetzungenx® und xS stets die gleichen #r jede
beliebige Zusammensetzung zwischenx® und xS. Hierbei entfallt auf die Phase ® ein Anteil

S.
m = 5 x® (4.4)

an der Gesamtmenge, ihrend auf die Phase S der Anteil

s_ Xj x®
= 4.5
xS x® (4.5)
entfallt. Zwischen den Anteilen besteht die sogenannteHebelbeziehung
® S.
m-_ XTiX (4.6)
mS xij x®
Es gilt ja:
m = m®+mS
mx = m®®+ mSxS
mx = m®+ mSx
m®xi x®) = mS(x%; x)
m® (x%i x)
— = ——= .e.d. 4.6
mS (xi x® q (4.6)

Diese Gesetzmvsigkeiten tre®en auf alle Zweiphasengebiete zu, sie geltdso auch fir das Mengenvertalt-
nis von zwei festen Phasen. Generell gilt: je dichter eine ritiere Konzentration an der Liquiduslinie ist,
desto g@/ser ist der Anteil an %ssiger Phase im Gleichgewicht. Das Entsprechende gilif eine Konzen-
tration nahe der Soliduslinie. Der Name Hebelgesetz ist ausler Mechanik entliehen: Ein gro¥er Anteil
der einen Phase mit einem kurzen Hebel steht im Gleichgewithoder halt sich die Waage, mit einem
kleinen Anteil der anderen Phase, die jedoch an einem langeHebel hangt.

Die Konzentration der °g@ssigen Phase kann gi/ser
oder kleiner sein, als die der festen Phase. Ent-
sprechend Allt die Liguiduslinie (und die Solidusli-
nie) mit steigender Konzentration ab, oder steigt an.

4

2 Wie gro¥a sind die Anteile der Phasen, in die ei
ne Snj 60at-%Pb-Legierung bei T = 250°C
zerfillt (s. Abb. 4.1)?

T
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4.1.3 Verlauf der Kristallisation

A X~ B

Abbildung  4.7: Verlauf der Erstarrung eines zweikomponentigen Systems

Ist eine °@¥issige Phase (S) der Zusammensetzung' gegeben undiberschreitet sie durch Abkédhlung
die Liquiduslinie beim Punkt 1, so entstehen Kristalle der Phase® entsprechend dem Punkt2 mit der
Zusammensetzungx?. In einem geschlossenen System verschiebt sich dadurch diesammensetzung der
°@ssigen Phase im Diagramm nach links. Um den Fortgang der Katallisation aufrechtzuerhalten mua
die Temperatur weiter herabgesenkt werden und der Zustand dr ° Assigen Phase verschiebt sich entlang
der Liquiduslinie in Richtung Punkt 4. Der entsprechende Gleichgewichtszustand der Phas®, der den
neu entstehenden Kristallen zukommt, verschiebt sich enting der Soliduslinie in Richtung auf Punkt
3. Damit be ndet sich aber die zuerst entstandene Kristallsibstanz nicht mehr im Gleichgewicht. Um
das Gleichgewicht zu bewahren, mu¥s sich auch die Zusammetmang der vorher entstandenen Kristall-
substanz kontinuierlich entlang der Soliduslinie Andern, das hei¥it es muY. eintdiger Sto®austausch
zwischen der bereits ausgeschiedenen Kristallphase und rdé ésssigen Phase statt nden. Unter diesen
Umsténden hat der letzte Tropfen der °éssigen Phase schlie¥4lich entsprechend dem Zustadddie Zusam-
mensetzungx* und die gesamte kristalline Phase® entsprechend dem Zustand3 wieder die urspringliche
Zusammensetzungx?.
Allerdings ndet im Experiment oft der zur Einstellung des G leichgewichts erforderliche Sto®austausch
mit der bereits kristallisierten Phase aus kinetischen Génden nicht, oder nur unvollstdndig statt, soda¥a
die Kristallisation mit einer sogenannten Seigerung verbunden ist. Diese Seigerung geht danmiber die
Punkte 4 beziehungsweised hinaus, wodurch die Phasen auch Zusammensetzungen aufweis kénnen,
die lokal Bber die Grenzen vonx! beziehungsweise* hinausreichen.

4.2 Eutektische Systeme

Betrachten wir die Sn-Pb Legierung mit xp, = 50 (at:-)% bei 15G:'C. Bei dieser Temperatur kann
Zinn maximal 1% Blei Idsen und Blei kann maximal 17% Zinn Bsen. Die Legierung mu¥s also in eine
zinnreiche und eine bleireiche Phase aufspalten. Der Phaseustandspunkt der (Sn)-Phase liegt nun im
(Sn)-Phasenraum bei 156C und maximaler Pb-L@slichkeit, also auf der (Sn)-Phasengrenze. Analoges gilt
fir die (Pb)-Phase.
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Abbildung  4.8: Sn-Pb-Phasendiagramm: Aldhlverhalten einerSnj 80at:-%Pb-Legierung

Beim Abkihlen einer Snj 80at:-%Pb-Legierung kommt es beiT = 310*C zunAchst zum Bbergang in das
S + (Pb)-Zweiphasengebiet. Entsprechend der Gleichgewidsbedingung scheidet entlang der Konoden
ein (Pb)-Mischkristall mit der Zusammensetzung Snj 95at:-%Pb aus. Bei weiterer Abkdhlung verschiebt
sich die Konzentration der Schmelze entlang der Liquiduslife und die Konzentration der ausgeschiedenen
(Pb)-Mischkristalle ver Andert sich entsprechend dem Verlauf der Soliduslinie mit skender Temperatur.
Je niedriger die Temperatur ist, um so gi¥er wird der Sn-Anteil im Mischkristall. Dies geschieht bis
bei T = 260*C keine Restschmelze mehr vorhanden ist. Der Mischkristalkei an dieser Stelle homogen.
Bei weiterer Abkihlung erreicht der Mischkristall T = 160*C, wo er erneut in eine Sn-reiche und eine
Pb-reiche feste Phase aufspaltet. Bei der Ab#ihlung von 150°C bis zu 10G:C Andern sich die Hebelarme
der Konoden. Daher kommt es zu einer Phasenreaktion von (Pb) (Sn).

Beim Abkihlen einer Legierung mit einer nominellen Zusammensetzungon Snj 50at:-%Pb geschieht
nun Folgendes: Es sei angemerkt, da¥ dieser Verlagfjuivalent fiv jede Zusammensetzung ist, deren
Zusammensetzung zwischen den Konzentrationen von maximait Léslichkeit der beteiligten Komponenten
ineinander ist.
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Abbildung  4.9: Sn-Pb-Phasendiagramm: Aldhlverhalten einerSnj 50at:-%Pb-Legierung

Oberhalb der Liquiduslinie liegt die Schmelze einpha-
sig vor. Sobald der Legierungszustandspunkt unter
T = 245*C fallt wird die Schmelze instabil und es

scheidet sich der (Pb)-Mischkristall aus der Schmelze
aus. Mit weiter sinkender Temperatur verdndern sich

die Konzentrationen von Schmelze und Mischkristall

entsprechend der Vorgaben von Liquidus- und Solidus-
linie, wobei sich stdndig (Pb) aus der Schmelze ausscheidet. Im Gegensatz zumrherigen Beispiel einer
Snj 80at:--%Pb-Legierung erreicht die Zusammensetzung des Mischktialls nicht die nominelle Zusam-
mensetzung der Legierung (der Verlauf der Soliduslinie screidet nicht die xpp = 50%- Linie) und es

2 Unterhalb welcher Temperatur(en) kommt es
bei der Snj 50at.-%Pb- bzw. Snj 80at:-%Pb-
Legierung zur Bildung der (Sn)-Phase?
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wird nicht alle Schmelze in den (Pb)-Mischkristall umgewardelt. Bei T = 183*C hat die Schmelze ihren
tiefsten Punkt im Zustandsdiagramm erreicht (xp, = 26%), aber zu diesem Punkt besteht die Legierung
noch zu 47% aus Schmelzphase (Hebelgesetz!). Die noch in d&robe vorhandene Schmelze kann nicht
weiter abgekdhlt werden, sondern mu¥ vollsindig zerfallen; und zwar in die (Sn)- ud (Pb)-Phase. Diese
Phasenreaktion endet erst mit dem vollséindigen Zerfall der S-Phase. Dies ist die eutektische Realkin,
daher sagt man auch die Restschmelze erstarrt eutektisch. &hdem diese Reaktion abgelaufen ist, sind
nur noch (Sn) und (Pb) Mischkristalle vorhanden. Die Restsd&imelze nimmt knapp oberhalb der eutek-
tischen Temperatur einen Anteil von 38% ein (Hebelgesetz)Diese Restschmelze erstarrt zu 65% in (Sn)
und 35% in (Pb). Das Gesamtvertltnis in dem Gemisch betdgt bei T = 183*C genéYs der Hebelbezie-
hung 70% (Pb) zu 30% (Sn). Wiederdndern sich die Hebelarme der Konoden bei sinkender Tempetar
und es kommt zu der Reaktion (Pb)! (Sn). Aus den Pb-reichen Mischkristallen scheidet sich Sn as,
das sich an den Sn-reichen Mischkristallen anlagert. BeT = 100*C betragt das Verhdltnis im Gefige
54% (Pb) zu 46% (Sn).

Jede Sn-Pb-Legierung zwischen:47at--%Pb und 71at-%Pb besitzt bei T = 183*C drei stabile Phasen:
S, (Sn) und (Pb). Dieser Dreiphasenraum ist zu einer Linie erartet.

Bisher wurden die Bezeichnungen (Pb) und (Sn) verwendet ohe sie zu erkfiren. Hierbei handelt es sich
um die Bezeichnung B einphasige (!) Mischkristalle unter Angabe ihrer Hauptkomponente. Natélich
“ndet man in einem (Pb)-Mischkristalle Sn-Atome (sofern das zugrundeliegende Phasendiagramm das
von Sn-Pb ist :-). Mischkristalle sind feste Ldsungen von Atomen. Da die feste Phase in metallischen
Werksto®en kristallin ist, bezeichnet man diese als Mischiistalle. Entsprechend ihrer atomaren Anord-
nung unterscheidet man systematisch zwei Arten von Mischkistallen, ndmlich die interstitiellen  und die
substitutionellen Mischkristalle . Bei interstitiellen Mischkristallen be nden sich die Legierungsatome
auf Zwischengitterplatzen des Matrixgitters, wahrend bei Substitutionsmischkristallen die Legierungsab-
me auf reguBren Gitterpl Atzen sitzen. Interstitielle Mischkristalle sind dann typisch anzutre®en, wenn
die Legierungsatome sehr viel kleinere Atomradien aufweise als die Matrixatome.
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Abbildung  4.10: Formen der Mischkristallbildung interstitiell (links) ad substitutionell (rechts)

4.2.1 Das Gef Bge einer eutektischen Legierung

Anhand mehrere Zusammensetzungen soll nun die Bildung des &figes beim Abkdhlen von Schmelzen
eutektischer Systeme erldirt werden. Zunéchst wird eine Snj 60at:-%Pb-Legierung betrachtet.
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Abbildung  4.11: Sn-Pb-Phasendiagramm: Abdhlverhalten einerSnj 60at:-%Pb-Legierung
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Oberhalb von 26GC ist die Legierung °issig. Das Gefligebild
zeigt einzig und alleine die Schmelzphase. 1

Unterhalb von 260*C beginnt die feste (Pb)-Phase aus der
Schmelze auszuscheiden. Im Gafle erkennt man die Schmelze
und einzelne (Pb)-Mischkristalle (Prim Arkristalle). 2

Der Anteil der Kristalle wird mit weiter absinkender Tempe-
ratur entsprechend dem Hebelgesetz gi.er.

Ist die eutektische Temperatur erreicht wird keine weitere
(Pb)-Phase mehr ausgeschieden. In einer gewissen Zeit emstt
bei dieser Temperatur die restliche Schmelze eutektisch 4

Das eutektische Gelige umgibt die zuerst erstarrten (Pb)-
Mischkristalle. Das Gefilge selbst ist eine feinkrnige/lamellare
Mischung aus (Sn) und (Pb) Kristallen. g

Kihlt man eine Schmelze mit eutektischer Zusammensetzung abso liegt oberhalb der eutektischen
Temperatur alleine die Schmelze vor. Bei der eutektischen @mperatur bildet sich das eutektische Gelige
2, welches bis zu tiefen Temperaturen bestehen bleibt (s. Abb4.12).
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Abbildung  4.12: Sn-Pb-Phasendiagramm: Abdhlverhalten und Geigeentwicklung einerSnj 26at:-%Pb-Legierung
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Abbildung  4.13: Sn-Pb-Phasendiagramm: Abdhlverhalten und Geligeentwicklung einerSnj 10at:-%Pb-Legierung
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Im Verhalten einer Snj 10at-%Pb-Legierung beob-
achtet man einen #hnlichen Ablauf, wie er fir die
2 Wie AuYsert sich die Hebelbeziehung bei d Snj 80at-%Pb-Legierung beobachtet wurde. Der Un-

Gefilgeentwicklung? terschied liegt in der primaren Ausscheidung der (Sn)-

2 Wie entwickelt sich das Gefige einer Snj Phase. Man unterscheidet zwischen hypo- und hyper-

80at-%Pb-Legierung bei Abkdhlung von 300:C eutektisch, je nachdem, ob die Zusammensetzung vor,
auf 100:C? oder nach der eutektischen Zusammensetzung liegt.

4.3 Kornseigerung

Abbildung 4.14 zeigt den Abkihlvorgang einer Sn-Pb-Legierung mit Snj 80at:-%Pb im Zustandsdia-
gramm
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Abbildung  4.14: Sn-Pb-Phasendiagramm: Seigerung

Von 310fC bis 260 C |Auft der Zustandspunkt der festen (Pb)-Phase entlang der Skiduslinie nach links (zu
geringeren Pb-Gehalten hin) herunter. Die Phase wird dahemlso stndig zinnreicher und bledrmer. Filr
ein aus der Schmelze kristallisierendes (Pb)-Korn bedeutalies, da¥. es #indig seinen Komponentengehalt
Andern mu¥. Aus der Schmelze Bgsen Sn-Atome in das Teilchen hinein di®undieren und Pb-Aime
midssen umgekehrt aus dem Teilchen heraus. Dieser Proze¥, Begt Zeit und zwar um so mehr, je lAnger
der Weg ist (und auch je gier das Korn wird). So stellt sich der Gleichgewichtszustahin der Mitte
des Kornes langsamer als am Rand ein. Wird die Legierung zu sobll abgekdhlt, so kann der eben
beschriebene Austausch nicht vollséndig statt nden und die (Pb)-K drner sind in der Mitte bleireicher,
als an ihren Ober°4achen. Diese Erscheinung einer Konzentratiomnderung von Kornmitte zum Rand hin
nennt man Kornseigerung. Sie tritt nur bei schneller Abkéhlung auf.

Die Konzentrationsverschiebung im Korn bewirkt, da¥ mehr Bei in dem (Pb) Mischkristall gel@st ist,
als es durch die Soliduslinie vorgegeben ist. Es wird also rhe Blei in den Kristall eingebaut, als es das
Phasendiagramm zuét. Demzufolge ist noch Restschmelze vorhanden, obwohl bdgr Temperatur von
260fC die Schmelze schon aufgebraucht sein @sste. Der Phasenzustandspunkt der Restschmelzeiuft
einfach entlang der Liquiduslinie weiter nach unten (und kam unter UmstAnden sogar das Eutektikum
erreichen).

Der Zustand einer Legierung Hngt aber nicht nur von den Zustandsvariablen ab, sondern ach in einem
starken MaY%e von den Vorbedingungen, da thermodynamische @zesse immer in endlicher Zeit ablaufen.
In besonderen Fllen reicht die Zeit nicht aus, um einen ProzeYs abzuschliebsand die Probe ins Gleich-
gewicht zu @berfdhren. Dies soll an folgendem Beispiel verdeutlicht werdenBei T = 183*C sind in einer
Sn-Pn-Legierung mit 1; 45at:-%Pb die Pb-Atome in Sn gefist. Kidhlt man die Probe auf 106:C ab, so
kdnnen praktisch keine Pb-Atome mehr in (Sn) getist werden ¢, 0:1at:-%Pb). Die Pb-Atome ballen sich
zu mikroskopisch kleinen Inseln zusammen und be nden sichicht mehr in L dsung, das hei¥st im Misch-
kristall. Dieser weist dann entsprechend der Thermodynani eine wesentlich geringere Pb-Konzentration
auf, als die Probe in ihrer Gesamtheit. Diese Pb-Hrner bilden sich allerdings nur, wenn man die Pro-
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be langsam genug ab#hlt; geschieht dies hingegen schnell #nnen sich die Atome nicht mehr zu Inseln
zusammenballen, da ihre Beweglichkeit stark eingesclnkt ist. Die Atome bleiben an ihren PlAtzen und
das Gefige, welches der Mischkristall beiT = 183*C hat wird eingefroren.

Dies wirkt sich auch auf die Werksto®eigenschaften
aus. So weist eine langsam abgdklte Legierung we-

sentlich hdhere Festigkeits-Werte auf. Die Verformung

eines Metalls erfolgt durch Abgleiten von Atomebenen

aufeinander. Durch das Auftreten der Inseln von Frem-

datomen (=Ausscheidungen) wird dieses Abgleiten er-
schwert; das Material wird hérter. Die HArtungsmecha-

nismen werden im zweiten Teil dieser Vorlesungsreihe
im Detail besprochen.

Das Verhalten einer Legierung, deren Zusammensetzung im gihasigen Bereich liegt zeigt nichts Spek-
takul Ares.

2 Unter welchen Voraussetzungen kommt es zu
Kornseigerung?

2 Bis zu welcher Konzentration kann eine Schmel-
ze abgereichert werden,wenn die feste Phase ei
Seigerung zeigt?
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Abbildung  4.15: Sn-Pb-Phasendiagramm: Abdhlverhalten und Geligeentwicklung einerSnj 90at:-%Pb-Legierung

ZunAchst kristallisiert ein Teil der Schmelze aus, sobald die Lquidustemperatur unterschritten ist und
sobald die Solidustemperatur unterschritten ist liegt der einphasige feste Zustand vor.

4.4 Vollmischbare Systeme

Das in Abbildung 4.15 gezeigte wenig spektakdre Verhalten wiederholt sich filr Systeme mit vollstAndi-
ger Mischbarkeit, wie es in Abbildung 4.16 am System Cu-Ni geeigt wird.
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Abbildung  4.16: Cu-Ni-Phasendiagramm: Abdihlverhalten und Gefigeentwicklung einerCu j 50at:-%Ni-Legierung
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4.5 Systeme mit Mischungsl #cke

Wie bereits besprochen gibt es noch andere Formen von Zustdadiagrammen mit vollstAndiger Léslich-
keit der Komponenten. In Abbildung 4.17 bendhren sich Solidus- und Liquiduslinie in einem Punkt
mittlerer Konzentration. Als Beispiel ist das Au-Ni-Phasendiagramm gezeigt.
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Abbildung  4.17: Au-Ni-Phasendiagramm: Abghlverhalten und Gefigeentwicklung einerAu j 70at:-%Ni-Legierung

Dieses Au-Ni-Phasendiagramm ist gleichzeitig ein Beisplefiéy eine Mischungslicke in der festen Phase.
Unterhalb von T = 812*C sind die Komponenten nicht mehr in allen Konzentrationsbeeichen mischbar;
mit sinkender Temperatur nimmt der Bereich der Mischbarkeit immer mehr ab und die Mischungsiicke
weitet sich aus.

Beide Phasen werder® (also ® und @9 genannt, weil sie im Zustandsdiagramm zum gleichen Phasen
raum gehéren. Die Striche sollen ausdiicken, da¥. es sich trotzdem um zwei verschiedene Phasen haltd
da die jeweiligen Komponentengehalte verschieden sind. Bse Phasen bilden eine sogenannte kédtrente
Grenz°Ache, da die Phasen praktisch keine unterschiedlichen Giérparameter haben.

4.6 Peritektische Systeme

Im Fall von peritektischen Systemen kommt es genauso zur Bilung reiner Mischkristalle (Os) oder
(Rh), wie es in Abbildung 4.18 gezeigt ist. Von besonderer Bageutung ist nun die peritektisch gebildete
Phase (Os) + (Rh). Peritektisch schmelzende Legierungen walen vor allem dann beobachtet, wenn die
Schmelzpunkte der reinen Komponenten stark unterschiedéih sind.
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Abbildung  4.18: Os-Rh-Phasendiagramm: Ein Beispielif ein (rein) peritektisches System

Die nun folgende Beschreibung der peritektischen Phasenloiung |Av4t sich jedoch einfacherd eine pe-
ritektisch schmelzende Phase durchihren, die nicht einen so ausgedehnten Existenzbereich beler pe-
ritektischen Temperatur aufweist. Daher ist in Abbildung 4.19 das Au-Bi-Phasendiagramm gezeigt. Das
sich an das Peritektikum bei 33at-%Bi noch ein Eutektikum bei 81at:-%Bi anschlie¥st, soll hier nicht
weiter stdren. Die Léslichkeit der Komponenten ineinander ist so niedrig, da%ibr die (Au)-, (Bi)- und
(Au,Bi)-Phasen zu Strichen entartet sind.
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Abbildung 4.19: Au-Bi-Phasendiagramm

Die intermetallische Phase AwBi zerfAllt bei 373*C. Die von (Au) ausgehende Liquiduslinie Bberdeckt
diese Phase, daher spricht man auch von peritektische®berdeckung. Die Phase AuBi kann nicht beim
Aufheizen direkt in die Schmelzedbergehen, sie zedllt in eine feste (Au)-Phase und eine Au#rmere
Schmelze.
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Abbildung  4.20: Au-Bi-Phasendiagramm: Abfhlverhalten und Gefigeentwicklung einerAu j 33at:-%Bi-Legierung

Der Abk ghlvorgang einer Legierung mit Auj 33at:-%Bi verlAuft entsprechend umgekehrt. Zuerst scheidet
sich (Au) aus der Schmelze aus. Bei 37& reagiert das bereits ausgeschiedene (Au) mit der Schmelze
und bildet Au,Bi. Erst wenn (Au) und die Schmelze vollstdndig verbraucht sind, ist die peritektische
Reaktion abgeschlossen. Es liegt alleine AlBi vor.

Im Folgenden werden die Abklhlungen zweier charakteristischer Au-Bi-Legierungen mitAu j 20at:-%Bi
und Au j 40at:--%Bi besprochen. Dabei soll die peritektische Dreiphasemaktion mit ihrem Ein°u¥s auf
das Gefige erfAutert werden.
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Abbildung  4.21: Au-Bi-Phasendiagramm: Abghlverhalten und Geigeentwicklung einerAu | 20at:-%Bi-Legierung
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Unterhalb der Liquidustemperatur wird (Au) ausgeschieden, wahrend der Abkihlung wachst die (Au)-
Phase sfindig. Bei 373C wird die Au,Bi-Phase stabil. Jetzt reagieren die Restschmelze und dieA)-
Phase miteinander und bilden AwBi. Diese neue Phase entsteht dort, wo die S- und die (Au)-Phse sich
berdhren, das heivat die (Au)-Kristalle werden durch die Reaktim mit der Schmelze mit einer Au,Bi-
Schicht #iberzogen (in den Gefigebildern die graue Phase). Von diesenberzug stammt auch der Name
des Peritektikums (= das Herumgebaute). Mit fortschreitender Reaktion wéchst die Au,Bi-Phase auf Ko-
sten der (Au)-Phase und der Schmelze. Erst wenn die Schmelzeler die (Au)-Phase verbraucht ist endet
die peritektische Phasenreaktion. Im Fall der Auj 20at:-%Bi-Legierung liegt dann nur noch nicht umge-
wandelte/reagierte (Au)-Phase vor, wahrend im Fall der Au j 33at:-%Bi-Legierung sowohl die Schmelze
als auch die (Au)-Phase vollsindig miteinander reagieren konnten und die peritektischePhase A Bi
gebildet haben. LAge die Zusammensetzung bei Au 40at:-%Bi, so wére die gesamte (Au)-Phase mit der
Schmelze zu AuBi reagiert, wobei in diesem Fall aber noch Schmelzdbrig bliebe. Diese erstarrt dann
eutektisch zu (Au,Bi) und (Bi).
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Abbildung  4.22: Au-Bi-Phasendiagramm: Abghlverhalten und Geigeentwicklung einerAu | 40at:-%Bi-Legierung

ZUM N ACHDENKEN:

2 Unter welchen Voraussetzungen kommt es
zur Bildung des peritektischen Zustandsdia-
gramms?

2 Wie entwickelt sich das Gefige einer
Os | 20at-%Rh-Legierung (s. Abb.;4.18)
bei Abkihlung und wie erfolgt der Verlauf der

LKristaIIisation? J
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4.7 Allgemeine Systeme

Prinzipiell lassen sich die bisher gezeigten Abfihlverhalten auf alle anderen - auch wesentlich kom-
plizierteren - bindren Phasendiagrammeibertragen. Als Beispiel ist in Abbildung 4.23 das Ag-Sn-
Phasendiagramm gezeigt. Hier sind vier reine feste Phasemd die Schmelze zu erkenner®, , °, " j Sn
und S.

T[°C]
900
800
700} -
600
500
400

3007

200

100
Ag X in% Sn

Abbildung  4.23: Ag-Sn-Phasendiagramm

®ist der (Ag)-Mischkristall, der sich oberhalb von 724*C aus der Schmelze herstellerdl/at, vorausgesetzt
die Sn-Konzentration in der Schmelze ist hinreichend klein Der Erstarrungsverlauf entspricht in diesem
Bereich dem einer vollsindig mischbaren Legierung - aber nur in diesem Bereich! Untialb von 724:C
wird die Phase™ peritektisch gebildet. Dieser Verlauf ist von der Diskusson Bber peritektische Zustands-
diagramme, wie z. B. Au-Bi bekannt. Hierbei gilt lediglich zu beachten, da% number einen Ausschnitt
des Phasendiagramms diskutiert wird, anstelle des gesameSystems. In diesem Fall wird die peritektisch
gebildete Phase im Konzentrationsbereich xs, - 52at.-% betrachtet.

Bei der Diskussion und Betrachtung von Schmelz- oder Erstaungsvorgangen ist primér der Dreiphasen-
raum von Bedeutung. Dieser ist durch die horizontale Linie van 13; 3at:-% - Xsn - 21at-% bei T = 724*C
gegeben. In gleicher Weise ndet man ein Peritektikum bei 246at:-% - Xg, - 53at:-% bei T = 480*C,
welches im Bereich vonT = 400*C bis 600-C und von 20at-%Sn bis 60at-%Sn betrachtet wird. Die pe-
ritektisch schmelzenden Zusammensetzungen, oder ° werden jeweils von zwei Phasen gebildet, &imlich
®und S im Fall von , sowie  und S im Fall von °.

Man “ndet einen dritten Bereich, der das Phasendiagramm chaakterisiert, n Amlich das Eutektikum bei
96; 5at:-%Sn undT = 221*C. Wieder betrachtet man nur einen Ausschnitt; 25at-%Sn< x und T < 480°C
und kann den Ausschnitt auf die bekannte Struktur eines eutétischen Phasendiagramms zudckféhren.
Auf diese Weise kann jedes beliebige auch noch so komplizierPhasendiagramm in Ausschnitte um die
entsprechenden Dreiphaseriume zerlegt und verstanden werden.

Bei der Praparation von Phasen, denen ein solches Zustandsdiagramnugrunde liegt, stellt sich die
Angelegenheit schon komplizierter dar. Es wurde bereits avédhnt, da% die Phasenbildung ein thermody-
namischer ProzeV ist, der viel Zeit in Anspruch nehmen kannwill man zum Beispiel eine Phase mit
einer nominellen Zusammensetzung von 17a86Sn herstellen verfihrt man wie folgt. Man kihlt diese
Zusammensetzung aus der Schmelze ab, somit erstarrt zéohst ®, bis sich die Zusammensetzung der
Schmelze bis zum peritektischen Punkt ks, = 21at:-%) verschoben hat. An dieser Stelle reagiere®
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und S zu ~, bis ® komplett umgewandelt wurde. Dieser Vorgang kann sehr langedauern. Kihlt man
die Legierung weiter ab, bevor der Vorgang abgeschlossen jswird immer ein Anteil prim & erstarrten
®-Mischkristalles im Gefidge zu nden sein. Da aber in diesem Fall mehr Schmelze vorhaen ist, als nétig
wére, um die gesamte®-Phase umzuwandeln wird der Proze¥s schneller voranschreit. In dem Fall, in
dem direkt die peritektische Zusammensetzung s, = 14; 5at:-% kristallisieren soll, kann die Verweildauer
extrem lang sein, da die ganze Probe in ihrem Volumen homogésiert werden mu¥a, vishrend in dem be-
sprochenen Fall lediglich die Sn-Konzentrationfiber eine gewisse Schwelle geschoben werden mughk
man die Legierung weiter ab, so scheidet sich aus der Schmelze aus, bis die Konzentration der-Phase
einen so gro¥en Wert angenommen hat, da¥ alle Schmelze umgaledt wurde. Es liegt nun ein reiner
~-Mischkristall vor, der noch Konzentrationsschwankungenaufweist, die leicht durch Gléhbehandlungen
ausgeglichen werden énnen.

Die PrAparation der °-Phase veruft Aquivalent. Will man hingegen eine ausscheidungsgetete — + ° -
Phase herstellen, begtigt man noch mehr Zeit, da man diese nicht direkt aus der Scimelze herstellen
kann. ZunAchst wird ~ auskristallisiert (wie im Fall der Au | 20at-%Bi-Legierung), das mit der Schmelze
zu ° reagiert, aber im Bberschu¥s vorliegt, soda¥% noch-Phase vorhanden bleibt, wenn die gesamte
Schmelze mit™ zu ° umgewandelt wurde.

Jede Zusammensetzung im Bereich 5% x g5 < 100at-% erstarrt eutektisch zu ° und (" j Sn). Zu-
sammensetzungen im Bereich 26 < x g, < 52at-% sollten dies auch tun, wobei auch hier wieder ein
hinreichend langsamer PAparationsverlauf vorausgesetzt wird. In diesem Bereich tistallisiert n Amlich
zunAchst die -Phase aus, die dann wieder mit der Schmelze zur-Phase umgewandelt werden mu¥a. Sie
bleibt jedoch als Gefigebestandteil erhalten, wenn die peritektische Phasenektion nicht abgeschlossen
ist, bevor die Legierung unter die peritektische Temperaturvon T = 480*C abgekhlt wurde.

Will man den Proze¥, eine peritektische Phase zu erstarren dehleunigen, so mu% man erreichen, da%
die Schmelze eine andere Zusammensetzung hat, als die destfen Phasen. Daéberhinaus méssen die-
se Zusammensetzungen (peritektischedf die feste Phase und die Zusammensetzung des peritektiseh
Punktes filr die Schmelze - 145at:-%Sn filv — und 21at:-%Sn v S) wahrend des ganzen Kristallisations-
vorganges konstant bleiben. Nach dem bisher Bekannten istids unméglich, da eine Schmelze an einer
Komponente angereichert wird, sobald Bestandteile kristdlisieren, die eine geringere Konzentration die-
ser Komponente aufweisen. Der Ausweg ist z. B. das Zonenscletaen. Nahrstab und Ziehstab haben die
peritektische Zusammensetzung, Whrend die °Assige Zone dazwischen die Zusammensetzung des peri-
tektischen Punktes aufweist. Nun braucht man nur noch dafir zu sorgen, da% immer gleich viel Material
in die Schmelze nachgelhrt wird, wie auskristallisiert. Weiterhin mu% das Volumen der Schmelzzone
konstant gehalten werden, was sich in der Praxis oft als die pYste Herausforderung erweist. Hierdurch
wird ein stationArer Zustand erreicht, mit dem man peritektische Phasen schell und in gréYserer Menge
kristallisieren kann.
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4.8 Beispiel: Stahl

Stahl spielt in der Technologie von heute eine wichtige Ro#, daher ist das zugrundeliegende Fe-C-
Phasendiagramm so wichtig, da¥s es an dieser Stelle vorgdbteird.

T [°C] " a-Ferrit  -C- Cementit
d 1 . g- Austenit d- delta Eisen
1600 ([ - diL : - Austent. SRR

1400 A gig T AL TAMTEP TR P

1200 | N TN RS '

1000 |- S G .

800 |\ > - S T T .

600 |, ARRERERRRRE SRR SERRREREEES
400 S e .
- Stahl - GuReisen —»

0 0.69 2 4 6.67
Fe w in % C

Abbildung  4.24: Das Fe-C- oder auch Stahl-Phasendiagramm

Das Zustandsdiagramm wird im Wesentlichen durch das Eutekikum bei 4; 26wt:-%C und die eutektoide
Reaktion bei 0:69wt:-%C bestimmt. Die einzelnen Phaserdume haben besondere Namen:
a Ledeburit : Eutektikum bei 4;26wt:-%C, sowie die Phasen dieser Zusammensetzung
a Perlit : eutektoide Reaktion bei Q69wt:-%C
o Ferrit : reines Eisen unterhalb von 911C (bcc)
a *-Fe: bcc-Hochtemperaturphase des Eisens
a  Austenit : fcc-Phase des Eisens zwischen den beiden vorher genannten
a  Zementit : scheidet sich mitx > 4;26wt:-%C eutektisch aus der Schmelze aus (B€)
o  Martensit : entsteht aus Austenit bei schneller Abkéhlung
Eigenschaften Ferrit - Perlit - Zementit
I Festigkeit und Sprddigkeit nimmt zu
I Umform- und Zerspanbarkeit nimmt ab
Der Zusatz von Kohlensto® in Eisen erweitert das’ -Feld des Austenit und schlie¥t den Existenzbereich
von ® auf der Temperaturachse. Maximal 2wt-%C Idsen sich in°, aber nur 0;02wt:-%C in ®. Dies liegt
an der Grdvse der Zwischengitter@ize, die in fcc, beziehungsweise in bce-Phasen zur Védung stehen.
Terndre (und noch mehrkomponentigere) Eisenlegierungen mit iterstitiellen C-Atomen und weiteren
substitutionellen Legierungszugitzen spielen als Edelséhle eine technisch bedeutende Rolle. Die Zdze
verdndern das® -Feld in verschiedener Weise.
o Die °-8®ner (Ni, Co, Mn) ergeben austenitische, oft gut verformbae und rostfreie Stéhle.

o Die °-Schlievser (Al, Si, Ti, Mo, V, Cr, Nb) bilden Karbide und inter metallische Phasen mit®-Eisen.



Grundlagen tern Arer Phasendiagramme

Wenn eine Legierung aus drei Komponenten besteht, wird ihr Zatand durch drei Variablen festgelegt:
Temperatur und zwei Gehaltsangaben (damit liegt auch der Géalt der dritten Komponente fest).

Bei sogenannten terdren Systemen ist eine zweidimensionale Darstellung der Risendiagramme nicht
mdglich und man weicht in dreidimensionale Darstellungen as. Die Grund®Ache dieser Darstellung be-
schreibt die Gehalte und nach oben in den Raum hinein wird dieTemperatur aufgetragen. In dieser
Darstellung bilden Ein- und Mehrphasengebiete dreidimen®nale Kdrper.

5.1 Das Gehaltsdreieck

Das Gehaltsdreieck beschreibt die Grund@che der Darstellung eines terdren Phasendiagramms. A, B
und C seien die Komponenten einer Legierung mit den Gehalten x, xg und Xc. Da nur zwei Gehalte
unabhéngig voneinander sind (% + X + X ¢ = 100%) lassen sich die drei als ein Punkt in einer Fiche
darstellen. Als FlAche wahilt man ein gleichseitiges Dreieck, das sogenannte Gehatireieck.

C

A C B
Abbildung 5.1: Gehaltsdreieck einer Legierung aus A, B und C
In der Abbildung 5.1 sei P eine Legierung, dann entsprechen di Abstdnde des Punktes P von den Seiten
den drei Gehalten. Dies ist so einzusehen: # jeden Punkt in einem gleichseitigen Dreieck ist die Summe

der drei Abstande von den Seiten gleich der Bhe des Dreiecks. Die idhe des Dreiecks setzt man gleich
100%. Zum leichteren Ablesen der Gehalte benutzt man ein Dieckskoordinatennetz.

u@&% 83
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A B A B A B
Q Q Q Q
[¢4] (O'% ¥ oF 5 % 20 I%
R A g o B
R R\ B R, 1,60
% 80
C c C

Abbildung 5.2: Gehaltsdreiecke mit Koordinatenlinien der einzelnerokiponenten

In Abbildung 5.2 sind von links nach rechts die Netzlinien fiv die Gehalte der drei Komponenten A, B
und C eingezeichnet. B\ die eingetragenen Punkte "ndet man folgende Zusammenseting:

|9]

A B C

_ . . P; 20 40 40 100
der Zusammensetzung A:20, B:50, C:307? P, 60 20 20 100

P; 40 00 60 100

2 Wo liegt der Zustandspunkt einer Legierung mit

5.2 Der tern Are K @rper

Zur Darstellung des Dreisto®systems tAgt man fber dem Gehaltsdreieck die Temperatur auf. Dadurch
wird ein gleichseitiges Prisma gebildet, das als terArer Kérper bezeichnet wird. Der terndre Kérper setzt
sich aus Ein- und MehrphasenAumen zusammen. Legierungen, die mit ihren Zustandspunktein dem
Mehrphasenraum liegen ndissen in zwei oder mehrere Komponenten aufspalten, deren Beenzustands-
punkte auf den Phasengrenzen der benachbarten Einphasesmme liegen.

’
T

Abbildung  5.3: Terndrer Kérper eines einfach eutektischen tefien Systems

Die Randsysteme des terdren Kérpers sind birdre Phasendiagramme, wie sie schon behandelt wurden.
Hier ist ein ternAres System gezeigt, dessen drei bline Randsysteme eutektische Systeme sind. Der daraus



5.2. DER TERNARE K BRPER 85

resultierende terndre Kérper weist ein terndres Eutektikum auf. Die Liquidus® Achen in diesem Beispiel
sind schattiert. Die Soliduslinien der binAren Systeme sind gestrichelt eingetragen.

In der Praxis werden oft isotherme Schnitte, die durch den tenéren Kdrper gelegt werden, betrachtet. Man
betrachtet in der Regel die Begrenzung der Schmelze und vefgt deren Verlauf. All diese Karten werden
dann wieder Bbereinander gelegt. Man erldlt Karten von Schmelzisothermen, wie sie in Abbildung 5.4
dargestellt ist (fly das System mit einem terrmdren eutektischen Punkt).

A B

Abbildung  5.4: Schmelzisothermen des einfach eutektischen tdren Systems

Diese Karten werden wie folgt entwickelt: Zunéchst hat man in einem terrdren Kérper mehrere einpha-
sige Bereiche - die Schmelze und einige Randphasen. Betraegh wir den Fall, wo ein Randsystem eine
vollstAndige Mischbarkeit zeigt und die beiden anderen eutektidee Systeme seien. Dunkelgrau sind in
Abbildung 5.5 die Bereiche einphasiger Mischkristalle® und ~ gezeigt, hellgrau die Schmelze.

3
T

I

A

Abbildung  5.5: Terndrer Kdrper mit zwei eutektischen Randsystemen und einem mit volistdiger Mischbarkeit. Im
linken Teilbild sind isotherme Schnitte #r verschiedene Temperaturen gezeigt (dunkelgrau - feste Phasgellgrau -
Schmelze; wei% - Phasenkoexistenzgebiete)
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In Analogie zu den bindren Systemen nennt man die unteren Begrenzunggthen des Schmelz-Einphasen-
raumes Liquidus®Achen. Die Schnittlinie zweier Liquidus°Achen soll Liquidusschnittlinie genannt werden
(steht fi die oft verwendeten Begri®e 'Linien doppelt geattigter Schmelzen', oder 'eutektische Rin-
ne' und 'peritektische Kurve'. Letztere sind in manchen Sysemen aber nur sehr schwer gegeneinander
abgrenzbar). Die FlAche, die den Liquidus@échen gegesber liegen werden Solidus@chen genannt.

Bei den isothermen Schnitten handelt es sich, wie der Name kon sagt, um Schnitte des terréren
Kérpers bei gleicher Temperatur. Man ert@lt fi die entsprechende Temperatur Hhenschichtlinien der
Phasen@éume. Die Abbildung 5.5 zeigt mehrere Schnitte, die allerdigs zum leichteren Erkennen noch
perspektivisch gezeichnet sind.

Auch in den Schnitten sind die Schmelze hellgrau und die Midukristalle dunkelgrau dargestellt. Der bei
der zweittiefsten Temperatur gezogene Schnitt ist in Abbidung 5.6 noch einmal nicht perspektivisch
gezeigt.

C B

Abbildung  5.6: Isothermer Schnitt zeigt Ein- und MehrphaseAume im Gehaltsdreieck

Er enthAlt die Einphasenrdume der S-,® und ~- Phasen. In diesem Schnitt ist der Zustandspunkt &)
einer Legierung eingezeichnet. Die Legierung ist in S®- und ~ -Phasen aufgespalten, da diese im Mehr-
phasenraum liegende Legierung aufspalten mu¥s. Die Phasentargdspunkte liegen auf den Phasengrenzen
zu den benachbarten Einphasendumen.

Zur Berechnung des Phasengehaltes in der Legierung¥, x® und x ) dient das Schwerpunktgesetz, der
entsprechenden Erweiterung des Hebelgesetzes auf tére Systeme:

Fi xi)xS+(xPi xi)x®+(xi i xi)x = 0 (5.1)

und analog ik die Massengehalte:

WP i w)wS+ (w® i w)w®+(w j wiw = 0 (5.2)
wobeii fiéf eine beliebige Komponente A, B oder C steht.
Es qilt:
1=x5+x®+x (5.3)
Ng = nBS+ nB®+ nB_ (54)
ne. _s_Ne. g_ NS o_ N o _ N°® - ng_ _-_n
Xg = —;Xg = —; X°= — Xg = —; X = — Xg = —; X = — 55
B n'’"® ns n B n® n B n n (5.5)
n ng ng ng
s - 1B, B (5.6)
n n n n
n nenS nn® ngn
B - By B B (5.7)
n nS n n® n n n
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Xg = XX + X@PXx® + xg X (5.8)
es gilt aber auch ((5.3Xg):
Xg = XgX°+ xgX®+ XgX (5.9)
und damit:
0=(x&i xg)x®+(xg"i x8)x®+(Xs i Xs)X (5.10)

o]

Die Konoden, die die Zustandspunkte der stabilen
Phasen einer Legierung verbinden umranden die
FlAche

An den Ecken der FlAche liegen die Phasenzu-
standspunkte in der Flache liegt der Legierungs-
zustandspunkt

Mit den jeweiligen Phasengehalten werden die
Phasenzustandspunkte belastet

Damit liegt der Legierungszustandspunkt im

g.e.d.

Z UM N ACHDENKEN:

2 Welche Ein- und Mehrphasengebiete sind in den
isothermen Schnitten von Abb. 5.5 dargestellt?

2 Warum und unter welchen Voraussetzungen
kommt es zur Aufspaltung der Zustandspunkte
in zwei bzw. drei Phasen (s. Abb. 5.6)?

2 Wie wird der Bereich, der durch drei Phasen im
thermodynamischen Gleichgewicht gekennzeich
Lnet ist aus dem isothermen Schnitten bestimmg

Schwerpunkt der Flache

Das Schwerpunktgesetz eignet sich gut zum Absdizen der Mengenverlltnisse

o]

je dichter der Legierungszustandspunkt an einem Phasenzuahdspunkt liegt, desto grévzer ist der
zugehivige Phasengehalt in der Legierung

wenn der Legierungszustandspunkt auf einer Konode liegt (di Verbindungslinie der drei Phasen-
zustandspunkte sind ja Konoden) ist die Menge der gegelberliegenden Phase gleich Null

der Legierungszustandspunkt mu¥s innerhalb seiner Konodedthe liegen

5.3 Abk @hlen einer tern Aren Legierung

Allgemein kann das Abkidhlen einer terndren Legierung anhand des Durchlaufens vondinf charakteristi-
schen Temperaturbereichen beschrieben werden.

1.

Die Legierung wird im Zustand des einphasigen Gleichgewits der Schmelze solange abgdilt,
bis sie die Liquidus®ache erreicht (1). Die Projektion des Zustandspunktes auf ds Gehaltsdreieck
bleibt unverandert (1").

Die Legierung be ndet sich im zweiphasigen GleichgewichtSobald die Liguidus®Ache erreicht ist
scheidet sich feste Phase aus. Hierdurch verarmt die Schmelze an B und ihr Zustandspuht

wandert mit fortschreitender Abk ghlung und Ausscheidung von B auf der Liquidus®che von B
weg nach unten zu tieferen Temperaturen.

Nach dem Schwerpunktgesetz mu¥% die Konode, die den Zustamdskt mit B verbindet durch die

Projektion des ersten Bedhrungspunktes des aus der Schmelze kommenden Zustandsgkies mit
der Liquidus® Ache laufen. Projiziert man die Zustandspunkte auf das Gehigsdreieck, so wandert
der Punkt 1' nach 2' soda¥% sich 1' von B entfernt.

Im dreiphasigen Gleichgewicht hat der Zustandspunkt dieLiquidusschnittlinie erreicht, er be ndet
sich auf der zu C und B geliirenden Liquidus°Ache. Die Schmelze kann also weiter wie bisher B
ausscheiden und nun zuétzlich noch die C-Phase. Es liegt ein Gleichgewicht von S-B- und C-
Phase vor. Durch das Ausscheiden von B- und C-Phase verarmtid Schmelze an den Komponenten
B und C und reichert sich an A an. Der Zustandspunkt lAuft nun in Richtung A, bis der tern Are
eutektische Punkt erreicht ist (3").
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Abbildung 5.7: Verlauf des Zustandspunktes bei Alillung einer terddren Legierung - hier am Beispiel des tediren
einfach eutektischen Systems

4. Im terndren eutektischen Punkt liegt der Zustandspunkt auf allen dei Liquidus® Achen. In diesem
Punkt be nden sich die Phasen S, A, B und C im Gleichgewicht, vobei sich die Restschmelze in

die Phasen A, B und C zersetzt.

5. Im letzten Temperaturbereich herrscht ein dreiphasigesGleichgewicht. Nachdem sich die Schmelze
zersetzt hat liegen nur noch die Phasen A, B und C im Gleichgeight vor, die nun weiterhin ohne

Verénderung des Zustandes abgahlt werden kdnnen.

Damit kann fir jeden beliebigen Zustandspunkt der Weg der Projektion afi das Gehaltsdreieck bei der
Abk ghlung beschrieben werden.

Abbildung  5.8: Wege von verschiedenen Zustandspunkten bei der Aibkung im Gehaltsdreieck

ZunAchst bewegt sich der Zustandspunkt von der ausgeschiedem&omponente weg. Dabei tri®t er entwe-
der den terndren eutektischen Punkt, oder die Liquidusgrenzlinie. War cer Zustandspunkt einer bindren
(B-C als ein Bsp. in Abb. 5.8) Legierung zugeordnet, so endet & Weg des Zustandspunktes im bidren
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Eutektikum. Da sie keine dritte Phase (Bsp. in Abb. 5.8: A) enth Alt, kann sie auch nicht in das Gehalts-
dreieck hineinwandern. Im anderen Fall veAndert sich der Zustandspunkt auf der Liquidusgrenzlinie
solange, bis das terére Eutektikum erreicht ist.

Abschlie¥zend zur Betrachtung dieses Systems noch einmal ddarstellung eines terréren einfach eutekti-
schen Systems in Form des terAren Kdrpers. Hier werden zur besseren Verdeutlichung zwei Darstlungen
parallel gezeigt, um die dreidimensionale Form deutlichethervorzuheben.

4
T

Abbildung 5.9: Terndre Kérper einfach eutektischer Systeme

Abh#Angig von der Temperatur ndet man verschiedene Bereiche vo Ein- und Mehrphasenraumen. In
Abbildung 5.10 ist ein isothermer Schnitt oberhalb der eutétischen Temperatur durch ein einfach eutek-
tisches terndres System gezeigt.

A B

Abbildung 5.10: Isothermer Schnitt eines einfach eutektischen Systems olsthder eutektischen Temperatur unter
Angabe der Ein- und Mehrphasenbereiche

Die Konoden zwischen den Randphasen (hier idealisiert) undler Schmelze sind ebenfalls eingezeichnet.
Der Leser mBge beachten, da¥ es hier 'Dreiecke' mit 'S+ A+ C' und 'S + B + C' gibt. Legierungen in
diesen Bereichen scheiden zwei feste Phasen aus und steheit der Schmelze in Koexistenz, wobei der
Zustandspunkt entlang der Liquiduslinie bis zur Schmelze geandert ist.
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Jeder terndre Kérper zeigt oben eine kompliziert gekdmmte FlAche, die sich aus den verschiedenen
Liquidus® Achen zusammensetzt. In dem nun betrachteten Fall besitzt dr tern4re Kérper zwei eutektische
Randsysteme und eines mit einer intermetallischen Verbindng. Vier Liquidus® Achen wélben sich in den
Kdrper hinein.

Abbildung  5.11: Terndre Kérper von Systemen mit zwei teréren Eutektika

Es kommt zur Bildung von zwei ternAren Eutektika. Zwischen den beiden Eutektika weist die Ligudus-
° Ache einen Sattel auf. Die Ablhlung einer Legierung in diesem System erfolgt fast genauswie in einem
System mit drei eutektischen Randsystemen. Bei Erreichen er Liquidus® Ache spaltet die Legierung auf.
Die feste Phase, die zu der Liquiduséche gelivt wird ausgeschieden. Ihr Zustandspunkt Buft auf der
Liguidus® Ache geradlinig vom Zustandspunkt der festen ausgeschieden Phase weg, bis eine Liquidus-
schnittlinie erreicht ist. Ab hier scheidet sich eine zudtzliche feste Phase aus und der Zustandspunkt
der Schmelze wandert in der Liquidusschnittlinie nach unten bis einer der beiden teréren eutektischen
Punkte erreicht ist. Je nach Punkt zerfallt die Restschmelze in die drei beteiligten Randphasen.

Abbildung  5.12: Gehaltsdreieck mit Schmelzisothermen und Liquidusgréinien eines Systems mit zwei tedren
Eutektika
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Eine Besonderheit stellt die Sattel°Ache dar. Der Schmelzzustandspunkt einer Legierung auf derérbin-
dungslinie, die Bber eine Randphase, der intermetallischen Phase und den Selpunkt geht, wandert auf
der Liquidus® Ache bis in den Sattel und zerdllt dort eutektisch in die Randphase und die intermetallische
Phase. Der Schmelzzustandspunktduft also nicht in die Liquidusschnittlinie weiter zu einem der terndren

eutektischen Punkte.

Diese Tatsache &Y/t sich mit der Schwerpunktbe-
ziehung veranschaulichen. Nimmt man an, da¥ der
Schmelzzustandspunkt dort ein Stick auf der Liqui-
dusschnittlinie in Richtung eines Eutektikums |Auft,
wird ein Konodendreieck gebildet. Der Legierungszu-
stand wivrde dann aber auf der Seite liegen, die durch
die intermetallische Phase und die Randphase gebil-
det wird. Damit ist der Anteil der Schmelzphase aber
gleich Null.

Der Sattelpunkt zwischen den Eutektika ist im Ge-
haltsdreieck leicht zu sehen wenn die Isothermen ein-
gezeichnet sind. Zu beachten ist, da¥s vom Sattelpunkt
aus die Zustandspunkte in die Eutektika entlang ei-
ner Liquidusgrenzlinie laufen. Die Liquidusgrenzlinien
sind hier ebenfalls eingezeichnet.

ZUM N ACHDENKEN:

2 Wie zerfallt eine Legierung im Sattelpunkt zwi-
schen zwei terrdren Eutektika?

2 Wie Andert sich der Zustandspunkt einer Legie-
rung der Zusammensetzung A:20, B:40, C:40 in
den in Abb. 5.12 und 5.14 gezeigten isotherme
Schnitten?

2 Unter welchen Umstinden kommt es nach
der terndren peritektischen Reaktion zu einem
Gleichgewicht in dem keine Schmelze auftritt?J

Ist nun bei einem solchen betrachteten System der Schmelzgtandspunkt einer der an den birdren Pha-
sendiagrammen beteiligten Randsystemen viel Bher, so reicht der dazugeBrige Phasenkoexistenzbereich

mit der Schmelze weiter in den terrdren Kdrper hinein.

Abbildung

5.13: Terndre Kérper von Systemen mit einem eutektischen und einem peritektign Punkt

Die Liquidusschnittlinien, die den Phasenkoexistenzberaih begrenzen laufen in einem Punkt zusammen,
der jedoch kein Eutektikum ist. Von diesem Punkt P aus fdllt die weiterfdhrende Liquidusschnittlinie
in das Eutektikum ab. Durch die Anhebung einer Schmelztempeatur und der damit verbundenen Ver-
gré¥serung des Phasenkoexistenzbereiches (Biser den gedachten Sattelpunkt eines zweifach eutektiscime
Systems hinweg) kommt es zur terdren peritektischen Phasenreaktion.
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Abbildung  5.14: Gehaltsdreieck mit Schmelzisothermen und Liquidusgrénien eines Systems mit einem tedren
Eutektikum und einer terdren peritektischen Phasenreaktion

Die Besonderheit dieses Systems soll bei der Besprechungrdbk ghlung eines Zustandspunktes gezeigt
werden.

1. Die Legierung kihlt einphasig aus der Schmelze bis zum Erreichen der Liquicsf Ache ab

2. Nach dem Auftre®en auf die Liquiduslinie wird v die Legierung 2 B-Phase und #v 1 die C-
Phase ausgeschieden (s. Abb. 5.14), die Schmelze verarmtdider Zustandspunkt wandert bis zur
Liguidusschnittlinie

3. Bei Erreichen der Liquidusschnittlinie werden zwei Phasa (B und C) ausgeschieden

4. Wenn der Punkt P erreicht ist, kann zusatzlich eine Phase ausscheiden. Hier stehen S, A, B und V
im Gleichgewicht

Wenn eine Legierung bei der Abkdhlung durch ein Vierphasengebiet Auft, mu¥ eine Vierphasenreaktion
erfolgen, denn vor dem Vierphasengleichgewicht stehendehstens drei und nachher wiederum Bchstens
drei Phasen miteinander im Gleichgewicht (Gibbsche Phasergel).

Um die peritektische Reaktion zu verstehen, mu¥s man sich ktemachen, welche Gleichgewichte vor,
wahrend und nach der Reaktion vorliegen. Dicht vor der Reakton habe die Legierung das Gleichge-
wicht S + B + C. Bei der Reaktion stehen S+ B + C +V im Gleichgewic ht. Darunter kann entweder ein
Gleichgewicht mit der Schmelze, oder ohne Schmelze auftren.

a  Gleichgewicht mit Schmelze
Der Schmelzzustandspunkt liegt auf der Liquidusschnittlinie BV. Das Gleichgewicht mu¥s also zwi-
schen S + B +V bestehen.

a  Gleichgewicht ohne Schmelze
B+C+V

Welches dieser beiden Gleichgewichte vorliegt A4t sich anhand des Schwerpunktgesetzes erkennen. Le-
gierung 1 liegt im Konodendreieck BCV, besitzt also drei stdile feste Phasen. Legierung 2 hingegen liegt
im Konodendreieck BVP, besitzt also die stabilen Phasen S (i P), C und V.

Also gilt:  dicht oberhalb Tp bei Tp dicht unterhalb Tp
S+B+C S+B+C+V C+B+V 1
S+B+V 2

Hieraus ergibt sich die peritektische Phasenreaktion zu:
S+C® V+B

Diese Reaktion endet fiv die Legierung 1 beziehungsweise 2 dadurch, da¥z S bzw. C vexbcht ist und
nur noch B+ C +V bzw. S+ B +V vorhanden ist.
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Nun zuriick zur Abkihlung:

5. @ Legierung 1 : Nach der peritektischen Reaktion stehen B+C+V im Gleichgewicht, die weiter
abgekdhlt werden kénnen, ohne daYs weitere Reaktionen statt nden.

o Legierung 2 : S! B+ V Nach Abschlu¥s der peritektischen Reaktion stehen S+ B +V im
Gleichgewicht. Bei weiterer Abkédhlung lAuft S unter Ausscheidung von B und V die Liqui-
dusgrenzlinie zum eutektischen Punkt hinunter. S! A +B+V Wenn der tern Are eutektische
Punkt erreicht ist, zerfAllt die Restschmelze eutektisch in A, B und V. Nach Abschlu¥der
eutektischen Reaktion stehen die drei festen Phasen A + B +V im Gleichgewicht. Sie kdnnen
ohne weitere Phasenreaktion weiter abgedihlt werden.

Bei der ternéren peritektischen Reaktion setzen sich zwei im Konodenlreich gegemiberliegende Phasen
in die beiden Anderen um. Die Reaktion ist beendet, sobald @e Phase verbraucht ist. Welche es ist,
richtet sich nach der Lage des Legierungszustandspunktes im ¢hiodendreieck.

Nachdem bisher die Liquidus®ache behandelt wurde soll nun die Ablghlung einer Legierung unter Bemick-
sichtigung der Umwandlungen im Festen besprochen werden.

)
T

Abbildung  5.15: Abkdhlung und Ausscheidungsvoénge in einer terdren Legierung

1. Schmelze: Die Legierung wird im Schmelzzustand abgékilt, bis sie auf die Liquidus®Ache sBvat

2. Schmelze + -Phase: Dieser Bereich entspricht genau der Schmelzumwahohg bei Systemen mit
vollstAndiger Mischbarkeit. Der Punkt 1 auf der Liquidus® Ache steht mit 1' auf der Solidus°Ache im
Gleichgewicht. Bei Abkghlung lAuft der Zustandspunkt von 1 auf der Liquidus®Ache nach 2' und
die ausgeschiedene feste-Phase von 1' nach 2.Bber den genauen Weg sagt der teréire Kérper
nichts. Man weivs nur soviel: Die Konode mu¥s immer durch den Legungszustandspunkt laufen.
Wiahrend der Abkéhlung wandelt sich die Schmelze in den -Kristall um. Dieser Bereich endet,
wenn die Schmelze verbraucht ist.

3. ~-Phase: von Punkt 2 bis Punkt 3 kéihit die Legierung einphasig als™ -Phase ab. Es kommt zu
keiner Phasenreaktion.
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4. ® und -Phase: Im Punkt 3 erreicht der Zustandspunkt die Phasengraze des -Phasenraumes.
Im Gleichgewicht beginnt die ®Phase auszuscheiden (Punkt 3') Bei weiterer Ablhlung laufen die
Zustandspunkte von 3 nach 4, beziehungsweise von 3' nach 4'

W4re der Legierungszustand derart, da¥ noch Schmelze vorhadist, wenn der auf der Liquidus®Ache
herablaufende Zustandspunkt die Liquidusgrenzlinie erraiht, so wirde die dazu fihren, da¥% aus der
Schmelze sowoh®, als auch die™-Phase ausgeschieden givde. Hierbei bewegt sich der Zustandspunkt
solange auf der Liquidusgrenzlinie, bis bie Schmelze rescaufgebraucht ist.

5.4 Gehaltsschnitte

Neben den isothermen Schnitten sind sogenannte Gehaltssaitte f v das VerstAndnis und insbesondere
filr den Umgang mit terndren Phasendiagrammen von gro%er Bedeutung. Solche Scheitstehen auf
den Gehaltsdreiecken senkrecht. Das Lesen eines solchen Sitfes ist nicht schwierig, wohl aber seine
Konstruktion. Hierbei sei hervorgehoben, da¥% die Phasengtandspunkte der Legierung in der Regel
nicht in der Ebene des Gehaltsschnittes liegen.

A B
Abbildung 5.16: Beispiel #r einen Gehaltsschnitt im Gehaltsdreieck

Ausgehend von zwei interessanten Punkten (meist an den Seih eines Gehaltsdreiecks), wird ein Schnitt
gelegt. Nun muY. festgelegt werden, bei welcher Temperatumaausgewdhiten Punkten welche Phasen
stabil sind. Insbesondere wenn die Zuginde unter die Liquidus®Ache kommen wird dieserBberlegung
besondere Bedeutung beigemessen. Ausgehend von den in Albling 5.16 eingetragenen Punkten wird
der Zustand fik verschiedene Temperaturen ermittelt. Dies ist in der fogenden Tabelle eingetragen

Position
T[*C] D X1 X2 X3 X4 X5 X6 B
750 S B
500 ...l S+C ... s ... S+B ..... B
400 A+C ......... S+C ... oo S+B+C ........ B
300 A+C ... S+C ... S+B+C ............. B
200 A+C ... S+A+B+C ................. B
100 A+C .. A+B+C ................. ... B

ZunéAchst werden also die Temperaturen erfa¥it, bei denen die e#lmen Zustandspunkte die Liquidus-
° Achen durchsto¥en. Darunter sieht man bei festgelegten Terapaturen nach, wohin die Zustandspunkte
im Gleichgewicht gelaufen sind und welche Phasen dort im Giehgewicht vorliegen. Dies wird i jeden

Punkt gemacht.

Aus den so gewonnenen Daten kann ein Diagramm gewonnen wergdedaYs einem Zustandsdiagramm
eines Zweisto®systemes seldhnlich sieht. Fir den in Abbildung 5.16 willk ivlich eingezeichneten Schnitt
“ndet man Folgendes.
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T[°C]

800
700
600
500

400
300

200

100

: L1 p+B+C
A B D x1 x X3 X Xs X6 B

Abbildung  5.17: Gehaltsschnitt im Gehaltsdreieck (links), sowie darausteickeltes Diagramm fir Phasengleichge-
wichte (rechts)

Die Abbildung 5.18 zeigt den terndren Kdrper in dem perspektivisch der Gehaltsschnitt DB eingezeaihnet
ist.

4
T
S
\\\\ //// - S+B
<
S+C )X .| S+B+C
S+A+C . ] —
‘ | A+B+C
C
—
D B
A

Abbildung 5.18: Terndrer Kdrper mit eingezeichnetem Gehaltsschnitt (grau) vgl. Abb. 57

Der Gehaltsschnitt 144t ablesen, welche Phasengleichgewichte eine Legierungf(BB) bei der Abk Bhlung
durchlduft. Er gibt aber keine Auskunft Bber die Phasenzustandspunkte einer Legierung!
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Elektronen in Festk @drpern

Anhand des Modells des fast freien Elektronengases kann @nAnzahl wichtiger physikalischer Eigen-
schaften von Metallen erkirt werden. Nach diesem Modell bewegen sich die am sclehsten gebundenen
Elektronen der Atome anndhrend frei durch das Volumen des Metalls. Die Valenzschalést die AuYserste
Schale eines Atoms. Die Elektronen auf dieser Schale hei%zeal&hzelektronen. Diese Elektronen bestim-
men zum Einen das chemische Verhalten des Atoms und zum Anden die elektrische Leitfdhigkeit. Die

Valenzelektronen der Atome werden zu den Leitungselektrorme In einem freien Kupferatom ist das Va-

lenzelektron in einem 438-Zustand. Da es im Metall zu einem Leitungsband wird ist das 4sBand das

Leitungsband. Doch zu alledem s@ter mehr.

Zunéchst einmal sollen im Folgenden die Grundlagen edutert werden. Dem vorangestellt sei ervéihnt da¥a
kondensierte Materie ¥ Elektronen aus zwei Gidnden durchlassig erscheint. Erstens wird ein Leitungs-
elektron von den lonenimpfen eines periodischen Gitters nicht abgelenkt, da se@Ausbreitung auf einer
Wellenbewegung beruht, die an das periodische Potential adonenrimpfe im Kristallgitter angepa¥t ist.

Zweitens wird ein Elektron nur selten an einem anderen gesaut, da zwei Elektronen aufgrund des Pauli
Prinzips nie auf dem selben Elektronenniveau sind.

6.1 Elektrische Leitf Ahigkeit

Die zwischen den Enden eines beliebigen Leiters angelegteé@mung U erzeugt ein elektrisches FeldE
Z

U= E ¢d+
r
+ - Weg entlang des Leiters. Die Dimension der Spannung ist daséht [U] = V und die des elektrischen
Feldes E] = VM i 1. Unter Ein°u¥% des elektrischen Feldes °ie¥t ein Strom von Lachgstragern, wobei
die Stromstarke als die LadungsmengelQ pro Zeit dt bezeichnet wird:
_ dQ

dt

Die Einheit der Stromstérke ist das Ampere [] = A. Bei vielen Materialien kann eine Proportionalit At
zwischen dem Stroml , der durch das Material °ie¥at und der angelegten Spannungy beobachtet werden.
Der Proportionalit Atsfaktor wird als Leitwert des Materials, sein Kehrwert als Widerstand R bezeichnet.
U 1 1

R=1 R U
Die Einheit des Widerstandes ist das Ohm R] = - und die des Leitwertes wird in Siemens angegeben
[Ri 1] = S. Der Zusammenhang zwischen der Spannung und dem Stromtism Allgemeinen kompli-
ziert und folgt nur f v besondere Systeme einem linearen Zusammenhariper viele Grdzenordnungen.
Wird dieser Zusammenhang graphisch dargestellt, so sprichman von den Darstellungen als so genannte
Strom-Spannungs-Kennlinien. Ay Metalle wird ein linearer Zusammenhang zwischen Strom ud ange-
legter Spannung beobachtet, wobei die Proportionalifit direkt den Widerstand ausmachen Bvit. Diese
Materialien werden daher auch als Ohmsche Leiter bezeichnet

u@&% 97
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Bei einem homogenen ohmschen Material ist der Widerstand mportional zur L Angel und umgekehrt
proportional zum Querschnitt A des Leiters:

Al
R= —
A

Yswird als spezi scher elektrischer Widerstand des Materias bezeichnet. Sein Kehrwert ist die spezi sche
elektrische Leitfahigkeit % Die Einheiten des spezi schen elektrischen Widerstandedeziehungsweise der
spezi schen elektrischen Leit#higkeit sind [4=-mund [ ¥ =- | Imi 1,

Werte i die spezi schen elektrischen Widerséinde einiger Materialien sind in Tabelle 6.1 zusammenge-
stellt

Material %-m] Material %-m]
Silber 0,016¢10 © Quarzglas ~ 5¢10%
Kupfer 0;017¢10 © Schwefel 26105
Aluminium 0;028¢10 © Hartgummi 2 ¢10%°
Eisen 0098¢10 © Porzellan 1¢10'2
Quecksilber (Q958¢10 6 Bernstein > 1016

Tabelle 6.1: Spezi sche Widersénde einiger Materialien

Der spezi sche elektrische Widerstand von Festlrpern erschlie¥t ein Spektrum vo» 10 8 bis» 107 -m
und ist damit die physikalische Gré¥se mit dem gésten Wertebereich. Anhand des spezi schen elektrischen
Widerstands erfolgt @blicherweise eine Einteilung der Festiérper in:

a) Leiter mit ¥%2<10' 5 -m
b) Halbleiter mit 101 > -m <% < 10’ -m
c) Isolatoren mit % >10" -m

1010 “10'8‘ 19'6 19'4 102 ‘18 ‘16 ‘16 1% 1‘?) 1% ‘i’c‘*) ¥ | i?) e

Cu Fe Bi GaAs Ge Si Se Glas Diamant Bernstein
Ag Kunststoff Quarzgle
Leiter Halbleiter Isolatoren

Die Stromdichte gibt an, wie viel Strom pro Querschnitts® Ache eines Leiters °ieYt. Bei Gleichstrom
verteilt sich der Strom gleichmavzighber den gesamten Leiterquerschnitt, soda¥ jeder Quadratffimeter
Querschnitt gleich stark belastet ist. Da die Stromrichtung in einem homogenen isotropen Medium von
der Feldrichtung abhéngig ist mu¥s die Stromdichte vektoriell behandelt werdenEs gilt:

— I —
= X"
Die Stromdichte gibt an, welcher Strom | durch einen Leiter mit dem Querschnitt A °ie¥at.

Nicht ohmsche Kennlinien, bei denen es keinen linearen Zusamenhang zwischen Strom und Spannung

gibt werden zum Beispiel bei der Leitung an Halbleiter Grenz%chen oder HalbleiterBbergéngen (Diode,
Transistor) beobachtet.

T YE

6.2 Atomistische Deutung der elektrischen Leitung in einem
Ohmschen Leiter

Im Gegensatz zur kovalenten Bindung, bei der die Bindungsektronen in den Moleklorbitalen lokali-
siert sind, sind die Valenzelektronen im Metall nicht lokalisiert und leicht beweglich. Daraus resultieren
die filv Metalle typischen physikalischen Eigenschaften. Im Algemeinen wird die elektrische Leitung in
Festkdrpern von Elektronen verursacht. Eine Ausnahme bildet hie die lonenleitung, bei der der La-
dungstransport mit dem Transport von lonen gber den Di®usionsmechanismus verbunden ist. Nach der
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klassischenDrude-Lorentz-Theorie (um 1900) kdnnen sich die Valenzelektronen innerhalb einer Po-
tentialmulde frei bewegen, man spricht vom so genannten Eldronengas. Die Elektronen bewegen sich
mit einer thermischen Geschwindigkeit v, bis sie nach einer mittleren freien Weghinge | durch einen
Sto¥s abgelenkt werden. Mit der mittleren freien Weghnge ist eine mittlere Zeit zwischen zwei S8%en
verbunden: ¢, = I=v;. Da die thermische Bewegung regellos ist, wird makroskopih kein Ladungstrans-
port beobachtet; die Einzelprozesse kompensieren sich gaseitig. In einem elektrischen Feld wird ein
Elektron entgegen der Feldrichtung beschleunigt. Die Verkidpfung des Coulombschen Gesetzes mit dem
Newtonschen Kraftgesetz liefert die Bschleunigung des Ek¢rons im Feld:

@v ) eE
@t m
Innerhalb der Zeit zwischen zwei SBv.en erfilt das Elektron eine gerichtete Zusatzgeschwindigkeity =
i eE¢ =m die sich der viel gi¥seren, aber@lig ungeordneten thermischen Geschwindigkeifiberlagert. Bei
einem neuen StoY¥s wird diese Zusatzgeschwindigkeit im Allgeinen wieder verloren gehen. Das Elektron
gibt bei einem Sto%: seine Energie ab und muY erneut beschlginverden. Damit bewegen sich die
Elektronen mit einer mittleren Geschwindigkeit von
1 1
Ve= j zeE¢—
e | 2 om
Die Beweglichkeit® eines Elektrons entspricht der Geschwindigkeit des Ladunggsansportes pro angeleg-
tem Feld und ist gegeben durch

Die Leitf Ahigkeit von n Elektronen pro Volumen (m?3) hAngt nicht vom Feld ab, was durch das Ohmsche
Gesetz wiedergegeben wird. Die n Elektronen treten bei ardigendem Feld durch eine zuE senkrecht
stehende Fl&he. Mitnv, féhrt dies zur Stromdichte.

T=YE mit %=en°

Hierin ist e = 1;602¢10' 1° As die Ladung des Elektrons. Die GB¥en berechnet sich aus Quotient von
Avogadrozahl und dem Molvolumenn = N =Molvolumen. Mit N = 6;023¢10? moli ! gilt f i Kupfer
n=8;42¢10 mi 3
Fiv eine Ladung in einem beliebigen Elementes eines homogenkniters der LAngel gilt:
dQ = ngdV = ngAds= nqAvdt
dQ

I = E:nqvA

Mit j = L folgt fér die Stromdichte:

j = nqv 2 \Wo bendet sich ein Valenzelektron?

2 Was bestimmt den elektrischen Widerstand?

beziehungsweise unter Einbeziehung der Ladungs-
tr Agerbeweglichkeit:

j = nqE = %E

Die spezi sche elektrische LeitBhigkeit |AY4t sich nach dem bisher gesagten wie folgt auséiken:
1
3= 1_/: nql
2

Nach dem Ohmschen Gesetz sindsund Y2zwei von| und U unabhéngige Materialkonstanten. Das Selbe
gilt fév die Anzahldichte und die Beweglichkeit 1. In einem Metall ist die Anzahldichte n konstant,
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wohingegen die Beweglichkeitt von der Temperatur abhéngt. Die Beweglichkeit nimmt mit steigender
Temperatur ab, wodurch auch die spezi sche elektrische Lefdhigkeit abnimmt. In Halbleitern ist n
stark und * schwach temperaturabhngig. Mit steigender Temperatur nimmt in diesem Materialien die
spezi sche elektrische Leithigkeit zu.

Die elektrische Leitfahigkeit wird durch die mittlere freie WeglAnge der Elektronen im Festiérper be-
stimmt. K dnnen die Elektronen sich zwischen zwei $&4en weiter bewegen, so ist eingdhere elektrische
Leitf Ahigkeit zu erwarten. Andersherum betrachtet wird die elekrische Leitf Ahigkeit durch die Stése ver-
mindert. Damit spielen die St@e der Elektronen eine entscheidende Rolle, wobei aber naamgeklart ist,
womit die Elektronen sto%en. Zwar kommen als StoYspartner, od8treuzentrum, zunéchst die Rumpfato-
me in Betracht, sie spielen in der Realiit aber eine untergeordnete Rolle, solange die Atome Bestaiteil
des periodischen Gitters sind. Dies ist die Grundannahme deDrude-Lorentz-Theorie, die sich auch durch
moderne Experimente besétigt sieht. Warum die Rumpfatome in einem periodischen Giter die freien
Elektronen nicht streuen wird spéter erklart. Wird das periodische Gitter hingegen ges#rt, so kénnen die
freien Elektronen an diesen Sérungen gestreut werden. Sérungen, die dies verndgen sind zum Beispiel
eingelagerte Fremdatome, Kristallbaufehler, oder auch tlermische Gitterschwingungen, die ebenfalls eine
zeitliche Abweichung von der idealen Gitterlage bewirken.

Die Anderung der elektrischen Leitfahigkeit ¥ kann nur durch eine Verénderung der freien Wegéinge |
verursacht werden. Die freie Weghinge betiégt filv Metalle bei Zimmertemperatur zwischen 10 nm und
50 nm und ist damit deutlich gré%er als der Abstand der lonemimpfe. Mit abnehmender Temperatur
nimmt die mittlere freie Wegl Ange zu, da bei tiefen Temperaturen das Gitter weniger starkschwingt und
dadurch die freien Bahnen der Elektronen weniger beein°u¥atDer e®ektive Streuquerschnitt nimmt ab,
wodurch die Elektronen weniger am Gitter gestreut werden. Matthiessen hat empirisch gefunden, da%
sich der spezi sche elektrische Widerstand eines metalithen Leiters durch Addition eines temperaturu-
nabhéngigen und eines temperaturablngigen Beitrages zusammensetzt.

Vo= Yo + Yrest

Der temperaturabhéngige Teil ¥4 beinhalt im Wesentlichen die Gitterschwingungen, wahrend der Beitrag
Yeest auch bei extrem tiefen Temperaturen erhalten bleibt (sofen es sich nicht um einen Supraleiter
handelt :-).

6.3 Die Schr gdinger Gleichung

In der klassischen Mechanik Bnnen beispielsweise die Schwingungsz@tde einer Saite mit der Wellen-
gleichung berechnet werden. Als die Quantenmechanik und inBesonderen ihre Formulierung das Laufen
lernte, stellte sich das Problem eine entsprechende Di®argalgleichung aufzustellen, mit der die Zustdnde

eines Atoms berechnet werden #innen. Eine derartige Gleichung konnte nie exakt hergeleét werden. Er-

win Schrddinger hat aufgrund von Plausibilidtsbetrachtungen und den Vergleichen mit der Mechanik eine
Gleichung aufgestellt, die die Anforderungen enlilt. Diese Gleichung trAgt seither den Namen Schédinger

Gleichung.

Ha( #t) = E3( 1)
oder

af g —'~@a .
He( £ = i~ (K1) (6.1)

Hierin ist ¥ oder H =  (~2¢ =2m) + V (¥) der Hammilton Operator mit ¢ = r 2 = & @—@; &% dem
Laplaceschen Di®erentialoperatorr - Nabla-Operator, 2 - Wellenfunktion, m - Masse des TeilchensE -
GesamtenergieV - potentielle Energie. In der Thermodynamik sind die Haupstze nichts ungewdhnliches
mehr, ihre Richtigkeit ergibt sich einfach daraus, dass biber keine Ausnahmen von ihnen gefunden
wurden. Genauso verl@t es ich mit dem Postulat der Schiddinger-Gleichung. Allerdings kann man sich mit
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diesem Hintergrund die Formulierung der Schidinger-Gleichung zu Eigen machen. Hierzu betrachtet man
zunAchst einen stationdren Zustand, den allgemeinen Ausdruckdr eine stehende Welle, zur Vereinfachung
aber nur ein einer Dimension.

TR | n,, T
2V . 2Y
= A cos X + {sin X

B B B

WX’
a( X) = exp 41X

Hierbei ist , die Wellenldnge undx die Ortskoordinate. Durch Di®erentiation erhAlt man:

(X)) _ 2 | 2V4ix
ax P
12

?a(x)  Mow | i’
T T %

B

Die betrachteten, stehenden Wellen enlllen also die Gleichung

dZa( X) . l-12_1/4ﬂ2

dx2

3(x)=0

B

Die Broglie Beziehung stellt den Impuls in Zusammenhang mitder WellenlAnge auf der Grundlage des
Welle-Teilchen-Dualismus

h_ h
=0 (6.2)

B

Mit ihr kann die kinetische Energie wie folgt ausged#ckt werden:

1
T=-mv-=
2

) einsetzen in die Wellengleichung éhrt auf

R x) 8
oz ﬁ&ra_o

Die kinetische EnergieT |Asst sich als Di®erenz aus Gesamtenerdie und potentieller Energie V darstel-
len.

R x) 8%
o BT VIEO

Dies ist die eindimensionale Schédinger-Gleichung

h2 dza(x)
+(Ej V)@=
Zzom axz T(EiVR=0
2 d2a(X)
i — + Vva= E?2
'om  dx? 1

~2¢

_+V a— Ea
' 2m

2 g.e.d.
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Wird die Schrédinger Gleichung auf ein Problem angewendet, so wird zuiichst die Masse und die po-
tentielle Energie eines betrachteten Teilchens nach den Mbhoden der klassischen Physik ermittelt. Diese
Werte werden in die Schiédinger Gleichung eingesetzt und durch Bsen der Di®erentialgleichung erflt
man Aussageniber die Wellenfunktion und die Energie. Damit beschreibt de Schiddinger Gleichung die
totale Entwicklung eines Systems (Teilchens) nach der Zeit

Klassisch ist die Gesamtenergie die Summe aus potentiellemd kinetischer Energie, es gilt:

E = T+V
1
= S (W W)+ V(XY 2)

1
= S (Bt V(KY;2)

wodurch die Energie eine Funktion der Impuls- und der Ortskmrdinaten ist, namlich py, py, pz, X, Y,
z. Diese Funktion wird als Hamilton Funktion bezeichnet. Wird der Impuls durch den Impulsoperator
Px = %Lgx ersetzt, so folgt aus der Hamilton Funktion der Hamilton Operator

u

f
H=H xyz M @h @h e

2/ @% i @Y Vi @2 (6.3)

Mit ihm lautet die Schr ddinger Gleichung

Ea= Ha
ausféhrlicher, mit L, == ~
A [
IR R I A LUV
2m 2Ya @% @y @2
Dies fidhrt zu:
u@%+ o @%ﬂ“ ZHE T vooyi2)=0

2m
¢2+ —(Ej v(xy;2)2=0

Die Wellenfunktion ist nun bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Ist dieser bekannt, so wird die Wel-
lenfunktion als normiert bezeichnet. j2 j2 ist ein MaYs i die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen anzutre®en,
damit gibt es drei Anforderungen, denen die Wellenfunktiongendgen mu¥% Sie mu¥a stetig sein und eine
endliche Funktion sein. Schlie¥ilich mu¥s 3berall endlich sein und # unendliche groYze Ortskoordinaten
mi%2 @ gegen Null gehen. Der Mittelwert oder Erwartungswert hVi der potentiellen Energie errechnet sich
indem jeder Wert V mit der Wahrscheinlichkeit multipliziert wird, die angibt wie wahrscheinlich es ist
das Teilchen eben dort anzutre®en. Diese Werte werden dan#oer den gesamten Raum aufsummiert:

A A
hi = V Yedr= a "ya dr
il i1

Dies gilt fif normierte Wellenfunktion, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte Y2de niert wird als a2 -
afa=- 1
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6.3.1 Das Modell freier Elektronen

Ein Elektron mit der Masse m be ndet sich im potentialfreien Raum. Die Wellenfunktion 2 des Elektrons
ist eine Lédsung der Schédinger-GleichungH2 = E2. Im nun Folgenden sei der eindimensionale Fall
dargelegt. Es gilt dann:

d2  2m
-+ — a =
a2 — E2=0

Lésungsansatz: 2 = exp[bx] mit k = %p 2mE Damit gilt:

a= pPexp[bx] + kZexp[bx] =0

b= §ik

Lésungen dieser Wellengleichungen sind # = exp[ikx]; @ » = exp[j ikx] =2 °. Damit | &v4t sich z.B. der
Erwartungswert des Impulses bestimmen.

R R ] _ .
<p, >= 2P dx _ expli |kx_]i—@@Xexp[i ikx Jdx - pﬁ
a P8 dx expli ikx]explikx Jdx

Die Lésung der Schédinger-Gleichung konnte ohne eine Besclinkung von k
durchgefivt werden. Dies beteutet, da% die kinetische EnergiE jeden positiven E
Wert einnehmen kann, da

,_2k2

E= om
Wird der potentialfreie Raum durch unendlich hohe Potentialschwellen auf die
LAnge L begrenzt, lauten die Randbedingungen 2 (0) = 0;2 (L) = 0. Die

Energie 2,, des Zustandesn wird durch die Schrédinger-Gleichung gegeben. k
2 d2a n
a = : - a
M =i omge 20T ©4

Die Randbedingung ist erflllt, wenn die Wellenfunktion sinusférmig ist und dabei zwischen 0 undL
n-halbe Wellenldngen platz haben.

Lésungen: &, = Asin(2¥x=,,) mit 3n, , = L

s -
5 = ~2 " ny, 2
" 2m L
aus
. 3 - 3 - 5 3 “1
~2 N2 Y h nv !

|% |A L Sin TX :2n A sin TX
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6.4 Das Sommerfeld-Modell

Dieses Modell, das das Modell freier Elektronen erweitertbasiert auf der vereinfachten Annahme, dava die
Elektronen sich innerhalb eines potentialfreien Kastens B nden, beziehungsweise auf einem zumindest
konstanten Potential innerhalb dieses Kastens. Im einfachten Fall besteht der Kasten aus unendlich ho-
hen Potentialbarrieren als Wande. Kompliziertere Beschreibungen gehen von endlichend®entialbarrieren
mit diskreten Verl Aufen aus. Das Sommerfeld-Modell bezieht das Pauli-Prinpi oder genauer das Pauli-
sche Ausschlie¥sungsprinzip in seine Betrachtungen ein. D&auli-Prinzip sagt aus, da¥s zwei Elektronen
niemals den selben quantenmechanischen Zustand einnehméénnen, das hei%t niemals in&mtlichen
QuantenzahlenBbereinstimmung Tnden. ZunAchst beschrieb Sommerfeld die Elektronen in einem Kasten
und ging spéter zur periodischen Beschreibungiber.

Zur Vereinfachung wird im Folgenden der eindimensionale Fheines potentialfreien
Kastens dargestellt. Die Bewegung erfolgt entlang der x-Alse. An den Koordina- \%
tenpunkten x = 0 und x = a benden sich feste WAnde, die eine unendlich hohe V,—
Potentialbarriere darstellen. Ein Teilchen mit der Masse m bewegt sich zwischen

den WAnden hin und her, wobei es an den Vnden jeweils elastisch re°ektiert

wird. Da die Bewegung zwischen den Vnden kraftefrei erfolgt (Potential=0) ist

die Gesamtenergie gleich der kinetischen Energie:

l

ipg 0 a

1
E=Zmvi=
07 2m

2

Dies gilt fiv die klassische Betrachtungsweise. # die wellenmechanische Beschreibung ist nur der Teil im
. . T . 2a

Potentialtopf von Interesse, da auvserhalb die Sciadinger-Gleichung - + 2n(E i1 )2=0 nurdurch

a = ( erf @t werden kann. Dort ist auch j2 j> = 0; das Teilchen existiert au¥erhalb des Topfes nicht.

Innerhalb des Topfes lautet die Schédinger-Gleichung:

d2a

2m
gt —(Ej 02=0 (6.5)

Firht man die Substitution k = %p 2mE ein so erflt man als allgemeine ldsung:

a=A¢sin(kx)+ B ¢cogkx)

Ein wesentlicher Unterschied gegedber der Behandlung des freien Teilchens ergibt sich nun auder For-
derung, da¥ die Wellenfunktion eine kontinuierliche Funkion sein mu¥%.. Da au¥zerhalb des Potentialtopfes
a =0 gilt, mu¥s f i die Wellenfunktion innerhalb gelten 2(0) =0 und 3( a) = 0. Dies ist nur zu erfilen,
wennB = 0 ist. Au¥serdem gilt dann 2 = A ¢sin (ka) = 0 was nur mgglich ist, wenn gilt: ka = n% n 2 N°
und damit k = "%,

E(K)

| | | | | | | |
4p 3p 20 p o p 2p 3p 4p
a a a a a a a a

Abbildung 6.1: Diskrete Energiezuséinde als l8sung der Schédinger Gleichung
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Im Gegensatz zu Behandlung des freien Teilchens sind nun riit mehr alle k-Werte zugelassen. Die
Randbedingungen haben dazu géhrt, da¥ nur nochk-Werte erlaubt sind, die obige Gleichung erflllen

(k = n¥%=3. Damit lauten die erlaubten L dsungen der Schédinger-Gleichung:

. nl/l
a = A¢sin ?“x ; n2 N°

und die zugetfrigen Eigenwerte der Energie

~2k2 B h2 )

En= —— = ' _n% 2 NO
"T 2m T 8maz" :

Die Wellenfunktion | A%t sich wie folgt normieren:

2 Za 3 . .
j2 j2dx = A% sin? ?4x dx =1
il 0
- - i fl/4 ¢
mit u=T=x folgt
Za . v 2
sinzau—l/4 dx= &  sin2udu= & sin2udu= E¢Z4— a.
u¥a Ya Vo 2 2,
0 0 0
)
"3
A= 2
a

Damit gilt f & ein Teilchen im eindimensionalen Po-

(6.6)

u2N

2 Warum kommt es zur Bildung diskrete Energie-

tentialkasten: 2 Was sind Energieeigenwerte?
r_ niveaus?
2 . nYa .
a,=  =sin—x; n2N 2 Was bedeuten die Quantenzahlen?
a a

n<; n2N
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Abbildung  6.2: Hauptquantenzahl, Energie in Einheiten VO@%, Wellenfunktion und ihre Aufenthaltswahrschein-
lichkeit fi&v Teilchen im Eindimensionalen Potentialkasten.

Dies kommt aus Gleichung 6.5 indem die zweite Ableitung der Wllenfunktion gebildet wird:

3 - 3 -
((jjix: Ac n?ll/‘l cos n—1/4x
d261 ? n1/4' 2 nYa
ae A a
Damit gilt:
" 3 - 3 - N 3 1
i % At ”?1[/“ * ¢sin %Ax = E, hA ¢sin %“xl

Es sei noch angemerkt, da¥s die Wellenfunktiondf n = 0 nicht normierbar und damit unphysikalisch ist.
Abbildung 6.2 zeigt die erlaubten Energieniveaus, Welleninktionen, und die Wahrscheinlichkeitsdichten
j2 j2 filr Teilchen im eindimensionalen Potentialkasten.

6.5 Besetzung von Zust Anden

Nachdem das Pauli-Prinzip in die Modelle mit einbezogen ist mu¥% der Grundzustand neu festgelegt
werden. Nicht alle Elektronen kénnen im Zustand niedrigster Energie sein und dennoch gnnen alle
Elektronen im Grundzustand sein. Wenn man eine bestimmte Azahl von Elektronen in einem Festkbrper
hat, dann midssen diese so die Zugnde besetzen, da¥s zdighst der Zustand mit der niedrigsten Energie
besetzt wird und die weiteren Elektronen den Zustand mit derjeweils ndchst hdheren Energie einnimmt.
Wenn man dies mit allen Elektronen gemacht hat, dann hat das étzte Elektron, das den energetisch
héchsten Zustand besetzt eine bestimmte Energie, die als Faiienergie bezeichnet wird. Damit trennt
die Fermienergie die besetzten von den unbesetzte Zultden (bei T = O0K). Die Funktion, die die
Wahrscheinlichkeit beschreibt, ob ein Zustand besetzt odefrei ist liefert bei T = 0K einen sprunghaften
Verlauf, wie es nebenstehend gezeigt ist.
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f (€)

T=0K

elkg

Abbildung  6.3: Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion beil =0 K

Damit existieren nach dem Sommerfeld-Modell eine Reihe diseter Energiezustdnde, die nach dem Pauli-
Prinzip und dem hier gesagtem besetzt werden. Damit versagsofort die Maxwell-Bolzmann-Statistik,
die auch den Modell freier Elektronen zu Grunde liegt, da dise auf der Annahme beruht, da¥ jegliche
Energie von jedem Elektron, besetzt\ werden kann.

6.6 Der Ein°u¥% der Temperatur auf die Fermi-Dirac-Verteilung

Bisher wurde die Ldsung der Schadinger-Gleichung behandelt, die einem idealisierten Prolem zu Grunde
liegt. Die Betrachtungen erfolgten filv den Grundzustand, der bei T = 0 K vorliegt. Die kinetische
Energie des Elektronengases #chst mit steigender Temperatur. Einige Energieniveaus, & am absoluten
Nullpunkt unbegrenzt waren, werden besetzt und einige, diebesetzt waren, werden frei. Dies geschieht
durch die thermische Aktivierung. Die Fermi-Dirac-Verteilung gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiv
an, da¥ ein Zustand der Energi@ des idealen Elektronengases im thermischen Gleichgewicbiesetzt ist.

f2)= —h Lt i

exp (&) +1

1 - chemisches Potential Wenn2= 1 ist, dann gilt f (2) =0;5. Bei T =0K ist 1 =2¢. Nach De nition
ist die Fermi-Energie gleich der Energie des energetischdthsten, besetzten Zustandes am absoluten
Nullpunkt.

f (€
1000K 500K
—\ T=0K
110" K
25108
51K ———|
K
110 K
-

ekkg

Abbildung  6.4: Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion bei verschiedenen Tgraraturen.

6.7 Die Zustandsdichte

Im Grundzustand eines Systems mitn freien Elektronen kdnnen die besetzten Zusinde als Punkte
innerhalb einer Kugel, demk-Raum dargestellt werden. Die Energie an der Oberéche dieser Kugel ist
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die Fermienergie, die Wellenzahl an der Fermifiche ist kg . Unter Einbeziehung von Gleichung 6.6 gilt
dann

2
Er = —kE
Foom'F
In einer Kugel mit dem Volumen V = 2% ist die Gesamtzahl der erlaubten Zuséinde durch folgen-
den Ausdruck gegeben, wenn man béicksichtigt, da¥ jedem genau ein erlaubter Wellenvektor (dh. ein
bestimmtes Tripel der Quantenzahlenky, ky und k;) auf ein Volumenelement (24=L)* des k-Raumes
entfallt:

W 1 Vo

N=20—3"15,8 = 37K
L

Der Vorfaktor 2 bergcksichtigt hierbei die so genannte Spinnquantenzahldr jeden erlaubten Wert von
k. Daraus folgt:

’ CHaen s
Y

Damit hAngt ke nur noch von der Teilchenkonzentration ab.

Aus diesem Ausdruck wird die Zustandsdichte abgeleitet. Dé ZustandsdichteD (E) beschreibt die Anzahl
der ZustAnde im Einheitsenergieintervall. Es gilt:

v Pome T
N=m =
mit D(E) = 98- folgt
M. T:
Vv 2m 2 1

Die Zustandsdichte ist in Abbildung 6.5 als Funktion der Energie aufgetragen.

D (€ ST /
1
er e

Abbildung  6.5: Zustandsdichte als Funktion der Energie
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Bei T = 0 sind alle ZustAnde unterhalb von EF besetzt. Die Kurve T 6 0K stellt den Verlauf der Dichte
f (E; T)D(E) der besetzten Zusinde bei endlicher Temperatur dar, fir die kg T klein gegenEg ist. Nur
Elektronen innerhalb des Energiebereiches vorkg T und die Fermienergie nnen thermisch angeregt
werden.

Damit ist der oben gewonnene Ausdruck #v D(E)

nur fivr freie Elektronen giltig. In wirklichen Mate-
rialien ist der Verlauf nicht mehr parabolisch. Wenn 2 Was ist die Fermienergie?
man die erlaubten Zusi@énde der Elektronen in einem 2 \Was ist die Fermifunktion?
Festkdrper addquat beschreiben will, braucht man ne-

ben den Energien, die man durch die Randbedingun-
gen erhdlt, auch die Zustandsdichte dieser Zusénde.

2 Wie wird die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion
von der Temperatur beein°u¥%t?

Die Energien, das sei hier noch angemerkt #ngen 2 Wie sieht die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion
stark vom Gitter ab, so also auch z.B. von der Brei- filr einen Isolator aus?

te des Potentialtopfes im eindimensipnalen Fall. Elilleibt 2 Wie werden die Elektronen in Bezug auf die
anzumerken, da¥% die Anzahl der wglichen Zust@nde Verteilungsfunktion durch die Temperatur um-
mit der Energie ansteigt. Lgeordnet? J

Die klassische Theorie des freien Elektronengases be-
schreibt eine Vielzahl physikalischer Eigenschaften, wie
z.B. die Leitfahigkeit, exakt. Sie versagt hingegen bei dem Versuch die sgi sche WArme und die ma-
gnetische Suszeptibliéit der Leitungselektronen zu beschreiben. Hier versagt nidhdas Modell der freien
Elektronen, sondern die Maxwell-Bolzmann-Statistik. Auch kann das Modell nicht bei anderen wichti-
gen Fragen helfen, wie z.B. den Unterschied zwischen Metalh und Isolatoren. Jeder Festiérper enthAlt
Elektronen, wobei es v die elektrische Leitung wichtig ist, zu wissen, wie diese af ein Au¥eres Feld
reagieren. Im Folgenden ist exemplarisch anhand des Modsligebundener Elektronen dargelegt, wie die
Festkdrper klassi ziert werden kénnen um daran anschliesend das Modell des fast freien Eletrengases
zu diskutieren, da¥s @y die physikalischen Eigenschaften dieser Werksto®e so atitig ist.

6.8 Das Modell gebundener Elektronen

Das Pauliprinzip, genauer das Paulsche Ausschliesungsprip besagt, dass niemals &mtliche Quan-
tenzahlen von zwei Elektronen@bereinstimmen kénnen. Die bedeutet, dass jeder Quantenzustand von
héchstens einem Elektron besetzt sein kann. Damit halten skt Elektronen, die an isolierte Atome gebun-
den sind nur auf diskreten Energieniveaus auf. Die Aufenthiswahrscheinlichkeit der Elektronen um den
oder die Kerne wird durch das Quadrat der Wellenfunktionj?2 j2 beschrieben. Die l8sung der Schédinger-
Gleichung liefert fér 2 r Aumlich stehende Wellen. Bilden zwei Atome ein Molel, so Bberlappen sich
die Wellenfunktionen beider Atome. Die Wechselwirkung derbeteiligten Elektronen fiéhrt dazu, da¥a ur-
sprénglich gleichartige Energieniveaus der Einzelatome in jaeils zwei eng benachbarte Energieniveaus
aufspalten.
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lonisierungsgrenze

Einzel- zwei- drei- N Atome
atom atomiges atomigegFestkdrp
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Abbildung  6.6: Erlaubte Energiezuginde der Elektronen in Atom, Moleldl (2 Atome) und Festkérper (von links nach
rechts).

Die Abbildung 6.6 verdeutlicht die Aufspaltung der Energieniveaus in n eng benachbarte Energieniveaus.
In einem Festkdrper liegen diese n Energiezuginde so eng beieinander, dass sie nicht mehr getrennt wer-
den kdnnen. Man spricht dann von EnergielAndern. Die Elektronen halten sich in Festkdrpern innerhalb
von EnergiebAnderen auf, die durch Zonen getrennt sind, in denen sich keiElektron aufhalten darf, den
SO genannten verbotenen Zonen.

Die Frage ob ein Festidrper ein Leiter, oder ein Nichtleiter ist, hAngt von der Besetzung der Ener-
giebAnder mit Elektronen ab. Ist beispielsweise ein Band vollsindig mit Elektronen geflllt, so kénnen
diese Elektronen nicht am Stromtransport teilnehmen. Ein °ieYsender Strom bedeutet Amlich, da¥ die
Elektronen bei der Bewegung durch den Festlirper kinetische Energie aufnehmen, also energetisch auf
eine hdhere Stufe gehoben werden. In einem vollbesetzten Band isties aber nicht mdglich, da ja alle
mgdglichen Zustnde schon besetzt sind. Damit ¥nnen nur solche Festidrper elektrische Leiter sein, bei
denen ein Energieband nur teilweise besetzt ist. Das oberst vollstAndig geflllte Band hei%t Valenzband.
Das damdber liegende, entweder teilweise oder gar nicht géfite Band, heiVst Leitungsband.

s
E
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4s|@ o

3d{ee
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Abbildung 6.7: Besetzung der Energieniveaus in Kupfer.

Betrachtet man zum Beispiel die Elektronenkon guration von Kupfer, so sieht man, da% das ®&Band
das Valenzband ist und das 4-Band das Leitungsband ist. Dieses Band Bnnte 2 Elektronen aufnehmen.
Auch im Festkdrper, der aus nahezu unendlich vielen Kupferatomen bestétbleibt das 4s-Band halb
besetzt.
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Abbildung  6.8: Baenderschemata fuer ein Metall, ein Halbmetall, eineratbleiter und einen Isolator (von links nach
rechts). Die Dunklen bereiche regisentieren die besetzten Zuahde, die hellen die verbotene Zone.

\
.

Die Welt ist aber nicht immer so einfach. Andere Me-
talle (z.B. die Erdalkalimetalle) k nnen zwar ein voll
besetztes oberes Energieband aufweisen und dennoch
eine gute elektrische Leit@higkeit aufzeigen, da durch
oerlappung dieses Bandes mit einem dalberliegen-
den leeren Leitungsband letztlich ein teilweise gefil-
tes Band entsteht. Diese Leiter werden auch als Leiter
zweiter Art der Halbmetalle bezeichnet. Bei Halblei-
tern und Isolatoren ist das leere Leitungsband von dem
vollen Valenzband durch eine mehr oder weniger breite verkiene Zone getrennt, wobei die Breite der ver-
botenen Zone mavigeblich zur Einteilung bei#igt. Substanzen mit einer Breite der Zone VorEgap - 3eV
werden als Halbleiter bezeichnet und solche mit breiterer @ne als Isolatoren.

2 Was ist die Zustandsdichte?

2 Nach welchem Prinzip werden die Elektronen in
einem Festlérper besetzt?

2 Wie unterscheiden sich Metall, Halbmetall und
Isolator?

6.9 Das Modell fast freier Elektronen

In der Beschreibung des fast freien Elektrons wird vorausgeetzt, da¥z die Elektronen in einem Festlirper
nur wenig von dem periodischen Potential der lonendmpfe gestirt werden. Die Bragg-Re’exion ist ein
charakteristisches Kennzeichen@r die Ausbreitung von Wellen in Kristallen. Genau diese Re%xion von
Wellen ist der Ursprung der Energielicke in Kristallen, wie im Folgenden dargelegt wird.

Vom Modell freier Elektronen ist der parabolische Zusammehang zwischen Energie und dem Wellenvek-
tor E = % bekannt. Weiterhin werden Elektronen zwischen Potentialtarrieren hin und her re°ektiert,
wenn diese Potentialbarrieren Bher sind als die Energie der Elektronen. Die Wellenfunktio dringt zwar
noch in diese Barriere ein, ihre Wahrscheinlichkeitsdiche klingt aber sehr schnell ab. Die Elektronen wer-
den in letzter Konsequenz doch zwischen den Potentialbareren der loneniédmpfe festgehalten. Lediglich
die Elektronen die eine gesigend hohe Energie haben werden nicht gehalten.

Im Folgenden wird der Zusammenhang anhand eines eindimermialen Beispiels verdeutlicht, der Schritt
zu einer dreidimensionalen Darstellung besteht in der Erwigerung der mathematischen Beschreibung,
das Prinzip bleibt aber erhalten.
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Abbildung  6.9: Zonenschemadr fast freie Elektronen im energetisch niedrigsten Bereich. kinist der prinzipielle
parabolische Verlaufdr freie Elektronen dargestellt. Die rechte Abbildung zeigtad Zonenschema in erweiterter Form.

In Abbildungi 6.9 ist der energetisch niedrigste Bereich de Zonenschemasiir freie und fast freie Elektro-
nen gezeigt. Im Fall der fast freien Elektronen treten Energeléicken bei § n%‘; n 2 N auf. Die Braggsche
Re°exionsbedingung

2asinp=n,

wird féy einen eindimensionalen Festérper (u=90;sinpu=1) zu n, =2amit , = %‘ folgt

nY
a

k =

genauso folgt dies aus der Re°exionsbedingung im reziprokeRaum: (k°+ G)? = k? die im eindimensio-
nalenk = § 1G lautet. G ist ein reziproker Gittervektor mit G = 240,

Damit kommt es an den Réndern der Brillouin-Zonen zu Bragg-Re°exionen. Die Brillouin-Zonen teilen
den k-Raum wie folgt auf:

1. Brillouin-Zone: j - k- %

illoui T2 I Y. k. 2%
2. Brillouin Zone: j 7+ k-j Zund - k- 5
n. Brillouin Zone: j " . k. @LD%ypg (DY . %

Beik =8 % sind die Wellenfunktionen keine laufenden Wellen, wie esg freien Elektronen der Fall ist.

Die Ldsungen der Wellengleichungenir diese speziellerk-Werte bestehen zu gleichen Teilen aus nach
links und nach rechts laufenden Wellen. Ist die Braggsche Rexionsbedingung eillt, so 1Auft eine Welle

in einer Richtung ein, wird re°ektiert und | Auft in die andere Richtung zuriick. Jede nachfolgende Bragg-
Re’exion kehrt die Ausbreitungsrichtung um. Eine weder nad rechts noch nach links laufende Welle ist
eine stehende Welle. DurchBberlagerung der laufenden mit der re°ektierten Welle entseht eine stehende
Welle! Aus den beiden in beide Richtungen laufenden Wellenx@[§ i¥ax=g kann man zwei verschiedene

stehende Wellen bilden:

a1 = exp[ivax=d + exp[i i¥ax=qd = 2 ¢cos{ax=9
a, =explivax=¢d | exp[j i¥ax=4 = 2i ¢sin(¥ax=9

Diese beiden stehenden Wellen stehemiif Elektronen, die sich in verschiedenen Bereichen be nderdaher
haben die Wellen unterschiedliche Werte # ihre potentielle Energie. Genau hierin liegt der Ursprung
der Energielicke. Die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitzeines Teilchens istj2 j2 =2 a8 F jr eine
reine laufende Welle expkx] gilt %= exp[j ikx] ¢exp[kx] = 1, %ist auf der anderen Seite & eine
Linearkombination ebener Wellen nicht konstant. z.B. gilt fiv 2 1:
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Yy = j24j%2 1 cos(Vax=9

Diese Funktion hduft Elektronen bei den lonenddmpfen an, die beix = §na, n 2 iN° sitzen. Die lo-
nenrdmpfe sind positiv geladen, da die Atome im Metall ionisiert sind, wobei die Valenzelektronen zur
Bildung des Leitungsbhandes abgafhrt worden sind. Die potentielle Energie eines Elektronsin Feld eines
positiven lons ist negativ, soda¥ die zwischen ihnen herfsende Kraft anziehend ist. Fiv die andere
stehende Welle 2, gilt:

Yo = j2,j2 1 sin®(Vax=9

Diese Funktion konzentriert die Elektronen méglichst weit weg von den lonenémpfen, also genau in der
Mitte zwischen ihnen. Die Abbildung 6.10 zeigt das Potentid der lonenrdmpfe und die Wahrscheinlich-
keitsdichte der beiden stehenden Wellen und zutitzlich Y2einer laufenden Welle.

r IY(+)P ,
YO
7

’

lonenrumpf

188811

B

Abbildung  6.10: Potential der lonendmpfe und die stehenden WelleA ; und 2 ».

Wird der Erwartungswert der potentiellen Energie die-
ser drei Wellen berechnet, so wird man feststellen, da%
die potentielle Energie von¥; geringer als die der lau-
fenden Welle ist, wohingegen die voriz gréser als die
der laufenden Welle ist. Die Breite der Energieficke ist
dann gleich dem Unterschied der potentiellen Energien
von ¥ und Y. Die Energielidcke ist in erster Naherung
so gro¥a wie die Fourierkomponente des Kristallpoten-
tials. Dieses seiU(x) = U ¢cos(24x=9. Dann gilt:

2 Wo ist der Ursprung der Energieldcke?

2 Wie sieht der prinzipielle Verlauf des Potenti-
als und der Aufenthaltswahrscheinlichkeit von
Elektronen in einem linearen Gitter von lo-
nenr@pfen aus?

71
Eg = dxU (x)[j2 1j% i 2 2j°]
0
z V1 1 s 3 3.
2Y Y. . Y,
= 2 dxUcos 2% ¢ cog 2 i sin2 22X -y
a a a

6.9.1 Das reduzierte Zonenschema

Es ist immer méglich den Wellenvektor so zu wéhlen, da% er in der ersten Brillouin-Zone liegt. Diese
Darstellung bezeichnet man als reduziertes Zonenschema.ugh wenn der Wellenvektor k° au¥shalb der
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ersten Brillouin-Zone liegt, kann ein reziproker Gittervektor gefunden werden, soda% = k°+ G innerhalb
der ersten Brillouin-Zone liegt. Jeder Punkt im k-Raum kann durch Symmetrieoperationen auf einen
Aguivalenten Punkt in der ersten Brillouin-Zone abgebilde werden, wobei man jedoch darauf achten
muYa, da¥a viele Punkte au%serhalb der ersten Brillouin-Zone adém selben Punkt der ersten Brillouin-
Zone abgebildet werden Bnnen.

Abbildung  6.11: Erste Brilloiun-Zone eines zweidimensionalen quadezthen Gitters und Symmetrieoperationen, die
jeden Punkt auf die erste Brillouin-Zone abbilden.

Die Abbildung 6.11 zeigt ein zweidimensionales, quadratishes Gitter und wie ein Punkt der durch einen
Wellenvektor k®beschrieben wird und durch einen reziproken GittervektorG mit der Operation k% G = k
in die erste Brillouin-Zone Aberfihrt wird.

E(k) E(k)

Energieliicke Energielcke

Energielicke - Energielcke

~! - ~ 1 ~

2 p 0 P 2 i - 0 P ok
a a a a a a

Abbildung  6.12: Zonenschemadr fast freie Elektronen im energetisch niedrigsten Bereich. Dieke Abbildung zeift
das Zonenschema in erweiterter und die rechte in reduzierteorm.

Mit Hilfe dieses reduzierten Zonenschemas kann die ganze Bdstruktur der Elektronen innerhalb der
ersten Brillouin-Zone beschrieben werden. Diese Darstelhg ist sehr kompakt, hat aber den Vorteil, da%
die Struktur als Ganzes dargestellt werden kann. Die nebernshende Abbildung zeigt noch einmal die
'lineare' Bandstruktur um normalen und zusAtzlich im reduzierten Zonenschema.

6.10 Bandstrukturen im Dreidimensionalen

Bis hier wurden Informationen gber die elektrischen Eigenschaften eines Metalls aus der dbstellung
der Energie in Abhéngigkeit vom Wellenvektor - dem Zonenschema - gewonnen. Bse Darstellung soll
nun im Folgenden auf drei Dimensionen erweitert werden; daz wird auch die Brillouin-Zone erweitert.
Zur Erinnerung: das bisher betrachtet lineare Gitter ist mit einem reziproken Gitter verbunden, des-
sen Wigner Seitz Zelle (erste Brillouin-Zone) vonj Ya=abis Ya=ageht. Im Dreidimensionalen wird die
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Darstellung der elektronischen Struktur komplex, denn es m% ein Weg gefunden werden die vier Dimen-
sionen (E;kx;ky;k;) zu beschreiben. Die 18sung dieses Problems liegt darin nicht den gesamten Raum
zu beschreiben, sondern nur einige ausgeilte Richtungen, die eine hohe Symmetrie zeigen. Durch di
Herangehensweise ist es gglich eine E (k) Darstellung zu "nden, die zweidimensional darstellbar ig.
Man kann sich die Darstellung so vorstellen, da¥a di& (k) Verldufe zwischen jeweils zwei Punkten in
der Brillouin-Zone, die eine hohe Symmetrie aufweisen, agenommen werden. Diese Linien werden dann
anhand filr verschiedene Punkte in der Brillouin-Zone gewonnen und aschlie¥send so aneinander gereiht,
daVs die Abszisse deE (k) Darstellung einer Trajektorie in der Brillouin-Zone von einem ausgevéhlten
Punkt zum nAchsten entspricht.

Fir die beiden wichtigsten Raumgruppen ist im Folgenden die Billouin-Zone gezeigt. Abbildung 6.13
zeigt die Brillouin-Zone eines kubisch Achenzentrierten Gitters im reziproken Raum.

Abbildung  6.13: Brillouin-Zone eines kubisch Achenzentrierten Gitters im reziproken Raum.

Ausgezeichnete Punkte hoher Symmetrie sind in dieser Darstlung eingetragen. Rdmische Buchstaben
werden Bblicherweise v Symmetriepunkte und Griechische #r Symmetrierichtungen verwendet. Die
Tabelle 6.2 listet die wichtigsten Standard-Symbole und dé zugeldrige Lage imk-Raum auf.

TXsS X"
N
-
=
o
\Y

Tabelle 6.2: Ausgewdhlte Lagen in der in Abbildung 6.13 abgebildeten Brillouiione. | stellt das Zentrum der
Brillouin-Zone dar

In gleicher Weise kann die Brillouin-Zone eines kubisch ramzentrierten Gitters dargestellt werden. Die
Symmetriepunkte sind in diesem Fall in Tabelle 6.3 und Abbildung 6.14 angefihrt und dargestellt.
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<0,0,0>
< 100>
<I111>
<110>

Z U I~

Tabelle  6.3: Ausgewéhlte Lagen in der in Abbildung  6.14: Brillouin-Zone eines kubisch raum-
Abbildung 6.14 abgebildeten Brillouin-Zone. zentrierten Gitters im reziproken Raum.

An dieser Stelle sei noch einmal endhnt, da¥ ein kubisch raumzentriertes Gitter im realen Raumeine
Brillouin-Zone im reziproken Raum aufweist, die eine kubigh ° Achenzentrierte Symmetrie aufweist - und
umgekehrt.

In der folgenden Abbildung 6.15 sind die Bandstrukturen derMetalle Cu (fcc) und Na (bcc) gezeigt.

20

n
o

Energie g (k) [eV]
Energie g (k) [eV]

o

Abbildung  6.15: Bandstrukturen von Kupfer (links) und Natrium (rechts). s stark eingezeichnete Band ist das
Valenzband. Mit freundlicher Untersiitung von Manuel Richter und FPLO

Die Abszissen, im Fall von Natrium ist das j-H-N-j-P-N-P, besc hreiben die Trajektorie durch die

Brillouin-Zone. Diese 'Spagetti-Bilder' zeigen verschiglenen Energieléinder, deren Energie stark vom Ort
abhéngig ist. Fett eingezeichnet sind die Valenzlander und das sind ja bekanntlich die Relevanten. Die
Energie von 0eV kennzeichnet die Fermienergie. In beiden Mallen kreuzt das Valenzband die Fermiener-
gie, was ein Zeichenr die Leitf Ahigkeit ist. W irde kein Band diese Energie kreuzen, soivde es sich um
einen Isolator handeln, wie es im Bandstrukturbild von Ar (fcc) der Fall ist. Dies ist in Abbildung 6.16

dargestellt
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Abbildung  6.16: Bandstruktur von Argon. Das Valenzband ist dick dargestie Mit freundlicher Unterstitung von
Manuel Richter und FPLO

Das Valenzband liegt an der Fermienergie, das daiber liegende Leitungsband ist weit entfernt und leer.
Doch zundck zu den Metallen: Ein weiteres Merkmal v ein Metall ist die Steigung des Valenzbandes
an der Fermienergie, diese ist viel gbvser im Fall von Kupfer im Vergleich zu Natrium. Natrium besitzt

11 Elektronen, diese #llen die inneren BAnder 1s, 2s und 2p vollstAndig auf. Die s-Bander sind mit 2

Elektronen voll besetzt, das p-Band mit 6 Elektronen. Das 3sBand ist mit 1 einem Elektron genau halb

geflllt. Dieses Band ist das Valenzband (im Bandstrukturbild fett eingezeichnet).

leeres
3p } Band
halbgeflite:
3s —} Band
2p innere
aufgeflite
2s Bander
1s

Abbildung  6.17: Eindimensionale Bandstruktur von Natrium, beziehungsige Besetzung der Zuginde.

Wegen des Pauli-Prinzips geht eine mgliche Anregung
der Elektronen nur fi freie Zustande, also z.B. inner-

halb des 3s-Bandes. Argon hingegen hat 18 Elektronen 2 Warum reicht die erste Brillouin-Zone aus, um
in folgender Kon guration: 1s22s22p%3s23p%. Samitli- die Eigenschaften eines Kristalls zu beschreiben
che Béander sind vollstAndig aufgefillt oder ganzlich 2 \Welche Informationen sind in Bandstruktur-
leer. Damit kann kein Elektron ohne immens gro%e Bildern enthalten?

Anregung in eine Leerstelle angeregt werden. Argon
ist ein Isolator. Ein angelegtes Feld kann die Elektro-
nen im Valenzband nicht beschleunigen, da es keine freien &ize gibt. Die einzige Méglichkeit einen
Strom °ieYaen zu lassen besteht darin, ein Elektron auf das lee Leitungsband anzuheben. Im Fall von
Argon sind dazu etwa 1%V, im Fall von Diamant 6 eV erforderlich. Beide sind gute Isolatoren. Bei Silizi-
um und Germanium hat man Ahnliche Bandschemata, die Abséinde zwischen dem Valenzband und dem
Leitungsband sind jedoch vergleichsweise klein. (Si:;14ev; Ge: 0, 67eV) Durch thermische Anregung (V2
1leV) kann das oberste Elektron im Valenzband in das Leitungsbandangeregt werden. Dort fihrt das
Elektron zu metallischer Leitung. Mit zunehmender Temperatur (2 steigender thermischer Anregung)
nimmt auch die Leitf Ahigkeit zu. So steigt die Zahl der Elektronen um 16, wenn bei einen Halbleiter
die Temperatur von T=250K auf 45K erhght wird. Die Leitf Ahigkeit von Halbleitern kann auch durch
Dotieren der Halbleiter mit Elementen mit zusAtzlichen Elektronen erhdéht werden. Doch dies #ihrt an
dieser Stelle zu weit (vgl. Vorlesungiber die Funktionswerksto®e der Elektrotechnik).
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6.11 Fermi® Achen

Im bisher betrachteten eindimensionalen Fall wird der Grurdzustand von der Fermienergie und dem
Fermi-Niveau bestimmt. Das Fermi-Niveau stellt den Zustand mit der h dchsten Energie dar, wobei diese
Energie als Fermienergie bezeichnet wird. Die Fermifiche ist nichts anderes als eine dreidimensionale
Darstellung der Fermienergie im k-Raum. Das von der Fermi°’Ache umschlossene Volumen beinhaltet
sAmtliche besetzten Zusfinde sofern sich das Material im Grundzustand be ndet. Im enfachsten Fall,
dem der freien Elektronen, ist die Fermi°Ache eine Kugel, da die Fermienergie eine Funktion der Quadite
der k-Vektoren in jede Richtung ist.

2
E = %(ki + k2 + k%)

In anderen Fallen insbesondere in Metallen ist die Fermi#che nicht exakt kreisBrmig im k-Raum. Fgr
solche Metalle, die quasi freie Bher gelegene Elektronen besitzen, ist die Fermiche jedoch nahezu
kreisférmig. Nahezu, weil aufgrund von Bragg-Re°exionen an den Genzen der Brillouin-Zonen Halse
entstehen. Solche Fermifichen werden zum Beispieldr Kupfer, Silber und Gold beobachtet.

Zur Vereinfachung wird im Folgenden die Betrachtung der Femi® Ache auf
zwei Dimensionen reduziert. Damit reduziert sich die Fermf Ache freier Elek-
tronen, die im Dreidimensionalen die Gestalt einer Kugel h&e, auf einen
Kreis. Ist das Gitter leer - also nicht vorhanden - so kommt esauch nicht zu
Bragg-Re°exionen. Sofern die Fermienergie innerhalb derrsten Brillouin-
Zone liegt, ist auch im reduzierten Zonenschema die Fermiesrgie ein Kreis.
Hat ein Metall jedoch mehrere Elektronen, so lénnen diese nicht mehr alle
in der ersten Brillouin-Zone untergebracht werden, dann legt die Fermi-
energie au¥serhalb der ersten Brillouin-Zone. Im erweiterte Zonenschema
ist die Fermienergie nach wie vor kreisbrmig. Jedoch wird die Fermi°Ache im reduzierten Zonenschema
zunéchst merkwirdige Formen annehmen. B\ diese Betrachtungen wird das erweiterte Zonenschema in
die Brillouin-Zonen zerlegt und diese dann auf die erste Btiouin-Zone abgebildet, um das reduzierte
Zonenschema zu erhalten.

N

TN

Abbildung  6.18: Konstruktion der ersten vier Brillouin-Zonen. Die schwaen Linien sind die Mittelsenkrechten zu
den jeweils @chsten Nachbarn, beziehungsweise denedhierer Ordnung, wie es die Zahlen angeben. Die Grauen Linien
betre®en die Konstruktion der vierten Brillouin-Zone

Ausgehend von dem Mittelpunkt bildet man Vektoren zu benactbarten reziproken Gitterpunkten. Die-
se werden nach gbv.er werdender inge sortiert. Aufgrund der Symmetrie ertdlt man fivr jede LAnge
mehrere Vektoren. Danach erstellt man, ausgehend von denikzesten Vektoren, Mittelsenkrechte bzw.
im dreidimensionalen auf den Mittelpunkten eine Ebene, dieden Vektor als Normalenvektor besitzt. Die
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Ebenen, die von diesen Gebieten eingeschlossen werden,dsiie 1., 2., ... Brillouin-Zonen. Das einfachste
Beispiel ist der eindimensionale Fall:

413 2 1 213 4

Abbildung  6.19: Konstruktion der ersten vier Brillouin-Zonen im eindiensionalen Fall.

Der zweidimensionale Fall ist ebenfalls anhand eines quadtischen Gitters im reziproken Raum darge-
stellt. Wird die Ober® Ache der Fermikugel freier Elektronen in die erste Brilloun-Zone zumick transferiert,
so verkompliziert sich die Gestalt der Fermi°Ache. Die Anteile der Elektronen in der 1., 2., 3., und vierte
Brillouin-Zone haben in der ersten Brillouin-Zone die folgende Gestalt:

Abbildung 6.20: Elektronen innerhalb der Fermikugel. Darstellung aahd der ersten Brillouin-Zone.

In einem periodischen Potential veéndert sich das Aussehen der Fermifche 4

aufgrund der Bragg-Re°exionen. Im vorausgegangenen zwei'rdens_i_onalen /4 \
Beispiel werden sich die Potentiallinien konstanter Energe so ve@ndern,
wie es nebenstehend angedeutet ist. An den Zone#ndern kommt es zur
Bildung von Hélsen, wenn die Energie dicht genug am Zonenrand liegt. Die
Stérke der Abweichung vom kreisfirmigen Aussehen und das AusmaY. der
Bildung der HAlse hingt maYigeblich davon ab, wie stark die Bragg Re°exi-
on ist. Im Kupfer hat die Fermi® Ache nahezu ein kugefirmiges Aussehen,

das nur durch Halse an den Zonenéindern gesirt wird. Diese HAlse sind \ /
Auswirkungen der Bragg-Re°exionen an den Zonengrenzen.

Abbildung  6.21: Fermi®ache von Kupfer.

Nachdem nun erklrt wurde wie Fermi°® Achen aussehen, gnnte man sich die Frage stellen, warum diese
FlAchen von so groY.er Bedeutung sind. Dd3rude-Modell  fi Elektronen im Festk@rper versagt z.B.

bei der Beschreibung der spezi schen \irme. Dies liegt darin beg#éindet, da¥ nicht einmal die freien
Elektronen im Leitungsband eines Metalls thermische Energ absorbieren nnen, wenn diese nicht
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innerhalb eines Energiebereiches vorkg T in der Ndhe der FermicAche sind. Dies bedeutet, da¥s die
meisten elektronischen Eigenschaften der Metalle von Eldkonen bestimmt werden, die sich auf oder
knapp unterhalb der Fermi® Ache be nden. Demzufolge sind die Elektronen nahe der Ferrhche, die
relevanten Elektronen, wenn es um die Beschreibung der Eigschaften von Metallen geht. Es gibt eine
Reihe von Messungen, mit deren Hilfe Informationendber die Fermi°Ache gewonnen werden gnnen.
Detaillierte Beschreibungen dieser Experimente nden sih in einschldgigen Festiérperphysikbanden :-)
An dieser Stelle sei nur eine Liste der Experimente gegeben drwelche Eigenschaften durch sie bestimmt
werden kinnen.

Kontaktflachen
(Magnetowiderstand)

Lineare Ausdehnung
(Magneto-akustischer Ef

Maximale Flache
(de Haas van Alphen Eff

Anzehl der Elektronen
in einer Ebene
(Positronen Vernichtung;

Elektronengeschwindigk
(Zyklotron Resonanz)

Krimmung
(Annomaler Skin Effekt)

Abbildung  6.22: Eigenschaften der Ferm#éche und mit welchen physikalischen Methoden diese untersuctgrden
kénnen.

6.12 Leitf Ahigkeit von Elementen und Legierungen

Der Impuls eines freien Elektrons Angt mit seinem Wellenvektor @ber p= mv = ~K zusammen. Hierin
wird das Elektron sowohl als Teilchen (n ¢v) als auch als Welle ¢ ¢K) beschrieben, die den Kiristall in
alle Richtungen durchlaufen kann. In einem elektrischen Fel E und einem MagnetfeldB ist die Kraft F
auf ein Elektron der Ladung j e gleich

. L .
F=ie E+ E‘VE B
mit dem Newtonschen Gesetz gilt

dv ok ' 1 :
= - =~ = + —
F mdt L e E Cv£ B

Treten keine StoYaprozesse auf, so wird die Fermikugel il-Raum durch ein Au%eres elektrisches Feld
gleichférmig verschoben. Eine Integrationioer k liefert mit B = 0:

k()i k()= i eE
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Wird das Feld zur Zeit t = 0 an ein Elektronengas angelegt, das die Fermikugel mit denMittelpunkt um
Ursprung desk-Raumes austilt, so verschiebt sich die Kugel. Diese Bewegungdhrt nach einer Zeit t zu
einem neuen Mittelpunkt am Ort:

k= j eEE

Die Fermikugel wird hierbei als Ganzes verschoben! Diegdhrt zu einem elektrischen Strom.+k kann je-
doch nicht beliebig gro¥s werden, da es Wechselwirkungen aghen den Elektronen und den Rumpfatomen
bzw. Stdrungen des periodischen Gitterpotentials gibt. Dies #ihrt unter anderem zur Streuung der Elek-
tronenwellen oder zur Umbesetzung von Quantenzuginden. Infolge der Si/se zwischen den Elektronen
und den Verunreinigungen, Gitterfehler, Phononen, etc., lann die Verschiebung der Fermikugel in einem
elektrischen Feld als stationdrer Zustand aufrecht erhalten werden. Bei einer mittlerenSto%szeit zwischen
zwei Streuprozesser, ist die Verschiebung der Fermikugel im stationdren Zustand durch+k =  edE ¢; =
gegeben. Der Gleichgewichtszustand ist = | e ¢E ¢¢,=m

Ky Ky

o

kx kX

Abbildung  6.23: Die Fermikugel schlie¥st ifk-Raum die besetzten Zusinde des Elektronengases ein. Unter einer
AuYseren Kraft (rechtes Teilbild) verschiebt sich die Fermikeigda derk-Vektor aller Zustande zunimmt ¢k = F ¢ =).

Bei n Elektronen der Ladung q = j e pro Volumeneinheit betrAgt die elektrische Stromdichte in einem
konstanten Feld E

E

o — 2 .
= ngv= ne‘¢—

] av (g

Diese Gleichung hat die Form des Ohmschen Gesetzes. Die diggche LeitfAhigkeit 34ist durch | = ¥E
gegeben, also gilt

2.
ne
Y= — C

Der elektrische Widerstand Yzist per De nition der Kehrwert der Leitf Ahigkeit

1 m
(i ioe o
Y% ne?¢
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ZUM N ACHDENKEN:

2 Welche Bedeutung hat die Brillouin-Zone?

2 \Welche Informationen erh@lt man aus Untersu-
chungen der Brillouin-Zone?

2 \Welche Grd¥en beein°u¥zen die elektrisch
Leitf Ahigkeit?

2 Wie kann die Bewegung der besetzten Zuginde
innerhalb der Fermikugel bei angelegter Span-
Lnung beschrieben werden? y

11




Strukturen metallischer Phasen

7.1 Hume-Rothery-Phasen

Es gibt eine ganze Reihe intermetallischer Phasen zwischePartnern ungleicher Valenz, bei denen mit
zunehmendem zweiten Legierungsanteil eine bestimmte Abfge von Gitterstrukturen auftreten. Die im

Folgenden beschriebenen Hume-Rothery-Phasen lassen diaktoren erkennen, die zur Bildung bestimm-
ter Kristallstrukturen f ghren, wobei der Konzentrationsbereich, in dem diese Krisdllstruktur beobachtet
wird von den beteiligten Elementen abhingig ist. Die auftretenden Phasen werden entsprechend iler

ansteigenden Wertigkeit mit ®, , °, %, 2 bezeichnet.

1. Atomgré¥senfaktort = felria
Ist der Atomradius rg von B um mehr als 15% verschieden, im Vergleich zum Atomradiar, der

Komponete A, so wird die ®Phase schon bei geringen B-Zw#zen instabil. Im Grunde genommen
ist diese Aussage i die Entmischung von zwei Komponenten, die in der selben Kistallstruktur

kristallisieren genauso zutre®end.

2. Elektronegativit Atskriterium 2 = | (Epa | Erg)?
Ist die Elektronegativit & von B stérker als von A, was bedeutet, dass die Elektronen in einer

Verbindung stérker von B angezogen werden, so kommt es zur Aushildung von iBdungen, die
ionischen Charakter aufweisen. In einer Verbindung wden sich die chemischen Potentiale der
Elektronen, also ihre Fermienergien ausgleichen, bis diegfmienergien gleich sind. Dieser Ausgleich
“ndet durch Ladungstransport zum elektronegativeren Metall hin statt. Die Bildungsw Arme ist

proportional zu 2 = j (Era | Erg)?.

3. Kriterium der Valenzelektronenkonzentration e=a
Die Valenzelektronenkonzentratione=abestimmt die Bildung so genannter Elektronenphasen. Hier-
bei treten bestimmte Strukturen bevorzugt in gewissen Intevallen der Valenzelektronenkonzentra-
tion auf. Unter der Valenzelektronenkonzentration versteht man die Anzahl aller Valenzelektronen
der Legierung pro Zahl der Atome, alsoe=a= Za(1j Xg)+ Zg ¢xg mit Z5, Zg der Anzahl der
Valenzelektronen von A und B, sowiexg der atomaren Konzentration der B-Atome. z.B. ist Cu

einwertig, also gilt Zc, =1 und Zz, = 2 fiy das zweiwertige Zn.

7.2 Messing(Kupfer-Zink)

Das Phasendiagramm (Abbildung 7.1) von Messing weist eine Kskade von finf Peritektika auf, die von
der Kupfer- zur Zinkseite fallt.

u@% 123
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Abbildung  7.1: Phasendiagramm von Messing (Cu-Zn).

Die Phasen , °, +,2und ~ werden peritektisch gebildet.
Die +Phase zerfllt unterhalb von T = 558*C eutektisch
2 Welche Kriterien bestimmen das Auftreten be- in die Phasen® und 2. Das Cu-Zn-Phasendiagramm ist

stimmter Phasen? ein typisches Beispiel, in dem die Anzahl der Elektronen

2 Wie kann das Messing Phasendiagramm charak fiv die Bildung von intermetallischen Phasen und ihrer
terisiert werden? Kristallstrukturen urs Achlich sind.

®:. Diese Phase ist kubisch #chenzentriert und weist eine dichteste Packung auf.

Diese Phase ist kubisch raumzentriert. Unterhalb von 453C bis 468C kommt es zu einer
Festkdrperreaktion bei der sich folgende Ordnung einstellt: dasGitter ist nur einfach kubisch und
die Basis besteht aus einem Zn-Atom auf der (00; 0)-Position und einem Cu-Atom im Zentrum
1:2:1). Au®dllig ist, davs die” -Phase bei erfhten Temperaturen einen weiteren Existenzbereich

einnimmt.

Diese Phase ist komplex-kubisch mit 52 Atomen pro Elementezelle

I+

Diese Phase ist ebenfalls kubisch mit einer gro¥.en Elementalle

2: Diese Phase ist hexagonal und nahezry dichtest gepackt, webdes Achsenverlltnis mit c=a=1;58
unterideal ist (ideales c=a VerhAltnis: = 8=3 = 1;633)

Diese Phase ist ebenfalls hexagonal, aber mi=a= 1; 76 éberideal. Die maximale Packungsdichte
wird auch hier nur knapp verfehilt.

7.3 Elektronenphasen

HAu g ist in bin Aren Legierungen die Idslichkeit von Elementen mit grévserer Valenzelektronenzahl viel
geringer, als umgekehrt. So ist die Bslichkeit eines zweiwertigen Elementes in einer Matrix i Wertigkeit
eins geringer, als umgekehrt. Die Elektronen gefigen dem Pauli-Prinzip, demzufolge nilsssen Elektronen,
die zu einer Legierung hinzukommen Bherenergetische Zusinde einnehmen. In Kristallen nimmt bei
Erreichen gewisser kritischer Valenzelektronendichten @ Energie zur Aufnahme weiterer Elektronen
stark zu. Diese kritische Elektronendichte hAngt von der Kristallstruktur ab und ist beispielsweise fir
das krz-Gitter grévser als #r das kfz-Gitter. Wird daher in einem kfz-Gitter (z.B. ®-Mischkristall in
Messing) die Valenzelektronenkonzentration her (z.B. Zulegieren von von Zink in Kupfer im Fall von
Messing) und erreicht einen kritischen Wert, so wird #r noch grévsere Valenzelekironenkonzentrationen
die krz-Struktur energetisch ghnstiger. Das Andern der Kiristallstruktur bedeutet das Auftreten neuer
Phasen.

Die Bedeutung der Valenzelektronenkonzentration erkenntman, wenn man den priméren Léslichkeitsbe-
reich von verschiedenen Legierungen eines Basismetalls bathtet.
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Abbildung  7.2: Primare Léslichkeit von einigen Ag-Legierungen mit verschiedenederwertigen Elementen. Die
unterschiedliche prindre Ldslichkeit wird fir alle Elemente sehdhnlich, wenn diese anhand der Valenzelektronenkon-
zentration dargestellt wird.

Mit zunehmender Wertigkeit des Legierungspartners (z.B. Kypfer mit Zr, Ga, Ge, As) wird die L éslichkeit
geringer. TrAgt man das Phasendiagramm jedoch nicht als Funktion der Zusmmensetzung, sondern als
Funktion der Valenzelektronenkonzentration e=aauf, so ergibt sich eine recht guteBbereinstimmung der
maximalen Léslichkeit.

Die ®Phase der messingartigen Phasendiagramme sind, wie schenwahnt kubisch ° Achenzentriert; wie
die Grundmetalle. Die Ausdehnung des®-Bereiches wird, wie eben besprochen im wesentlichen durch
das e/a-Verhdltnis bestimmt. Die ®-Phase ist etwa bis zue=a V. 1,4 energetisch gnstig. Bei hdheren
B-Zusatzen entsprechend einer Valenzelektronenkonzentratiowon (e=g- % 1;5 folgt die kubisch raum-
zentrierte ~ -Phase und fiv weiter steigende Valenzelektronenkonzentrationen wid die Abfolge der Phasen
wie folgt beobachtet: (e=a)x-Werte fi x=®, , °,2sind ® > 1;4, > 1;5,°> 1,62 und2> 1;75

z € h
o0—o0
o) oo
o ‘@‘ o—= T
! O—0 o@o c
RESEE R
QY ZEEN N 3

hdp hdp hdp
c/a~1,633 c/a~1,58 c/la~1,76

Elektronenkonzentration e/a

Abbildung  7.3: Existenzbereich verschiedener Phasen in Adnlgigkeit von der Elektronenkonzentration.

Grob vereinfacht kann man sich die Auswirkung der Valenzelktronenkonzentration e=aauf die Phasen-
stabilit At wie folgt vorstellen: Beim Zulegieren nehmen die Elektrmen hdhere Zustnde ein; werden diese
als freie Elektronen beschrieben sodl/it sich die Energie schreiben als:
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2
E = %(ki + k3 + k2)

Liegt die Fermikugel innerhalb der ersten Brillouin-Zone,
so kBnnen weitere Elektronen problemlos aufgenommen
2 Was ist die Valenzelektronenkonzentration und werden. Hierdurch wéchst die Fermikugel bis sie an die

wie erkennt man ihre Bedeutung? Brillouin-Zone st@¥at. Ab diesem Punkt nimmt mit wei-
2 Wo besteht der Zusammenhang zwischen Kri ter hinzukommenden Elektronen die A_.nzahl der in der

stallstruktur und Valenzelektronendichte? Brillouin-Zone noch besetzbaren ZusAnde schnell ab.
Bei weiterer Zufuhr von Elektronen missen diese dann
irgendwann Zustdnde mit sehr viel gd¥ser Energie in der
néchsten Brillouin-Zone einnehmen. Um Elektronen in der chsten Brillouin-Zone unterbringen zu
kédnnen, muY, eine z@@zliche Energie ¢Eg aufgebracht werden. Die GéYse der Brillouin-Zone @ngt
von der Kristallstruktur ab. Sie nimmt f i jede der sukzessiv auftretenden Hume-Rothery-Phasen zu
Wenn mehr Elektronen in einer niedrigen Brillouin-Zone untergebracht werden lénnen, so ist die Gesam-
tenergie der Phase niedriger und diese somit stabiler. Die iDhte der freien Elektronen in einem Kristall
wird durch die Valenzelektronenkonzentration beschriebe.

1Bz
- 2.BZ

Abbildung  7.4: Zustandsdichte der Elektronenphasen in der ersten BrillatiZone.

Dadurch wird auch das Auftreten der Kristallstrukturen bei den spezi schen Werten i die Valenz-
elektronenkonzentration erklért. Die obige Abbildung zeigt die Dichte der Elektronen in der ersten und
zweiten Brillouin-Zone. Die erste Brillouin-Zone kann aufgrund ihrer Gré¥se in den sukzessiv auftreten-
den Hume-Rothery-Phasen mit immer Wheren Elektronendichten besetzt werden, wodurch der Punik
an dem ein zugizliches Elektron nicht mehr in der ersten, sondern in der aveiten Brillouin-Zone seinen
Zustand einnimmt. Wie bereits erwahnt "ndet die erste Berhrung der Fermikugel mit der Brillouin-Zone
der kubisch °Achenzentrierten Struktur bei einer Valenzelektronenkomzentration e=a%s 1,4 statt. Bei der
kubisch raumzentrierten Struktur ist diese Valenzelektronenkonzentration e=a¥ 1; 48. Es ist also ginsti-
ger im Bereich kleinerer Zustandsdichte einer Struktur, de Elektronen in einer noch nicht aufgefiten
Brillouin-Zone einer anderen Struktur unterzubringen, das hei¥at die Struktur mit der Valenzelektronen-
konzentration e=asystematisch zu wechseln. Ihnlicher Weise erfolgt die Argumentation beim@bergang
zwischen den anderen Hume-Rothery-Phasen.
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Abbildung  7.5: Phasenregion einiger Hume-Rothery-Verbindungen in Wdngigkeit von der Valenzelektronenkonzen-
tration, sowie die zugelrigen Brillouin-Zonen.

7.4 Wertigkeitsbestimmente Phasen

Bei reinen Metallen wird davon ausgegangen, da¥s sie eine niale Dichte anstreben, ihre Bindung
rAumlich isotrop ist sowie keine ausgezeichnete Strukturpnzipien vorherrschen. Dies ist bei Legierungen
jedoch nicht der Fall. Zwei Elemente lassen sich nur in den seensten Fallen ideal mischen. Hierbei gilt
es zu beachten, da¥. auch bei Systemen mit vol&stdiger Mischbarkeit nicht zwangsléu g eine ideale Mi-
schung (¢H = 0) vorliegt. Dies ist vor allem durch die Bindungen verursacht. Ihr Charakter ist von den
Legierungspartnern abhngig. Reale Bindungen sind fast immer eine Mischung aus vechiedenen Bin-
dungscharakteren, wobei der eine oder andere Bindungstypejnach Wahl der Komponenten dominiert.
Ein heteropolarer Charakter der Bindung wird natglich verstérkt, wenn die PolaritAt der Atome, also
die Gruppenzugedrigkeit der Atome im Periodensystem stark verschieden ist Die StArke der Polaritét,
das hei¥st des heteropolaren Bindungscharakters nimmt mit aiehmender Elektronegativitdt des Anions
ab. Die Elektronegativit & eines Atoms nimmt in der Regel innerhalb einer Periode mitsteigender Ord-
nungszahl zu. Der Unterschied der Elektronegativiiten der Atome einer Phase bestimmt wesentlich die
Stabilit At der Phase.

Je nach Wertigkeit der beteiligten Atome kommt es zu untersdiedlich starkem Aufteilen der Bindungs-
charaktere, so kann auch, wie im Fall reiner Elemente der kaalente Bindungsanteil dberwiegen. Bei reinen
Elementen wird die kovalente Bindung im Diamantgitter realisiert.

7.5 Atomgr @Avsen bedingte Phasen

Zunéchst mu¥s die AtomgBlse de niert werden, um einen Ein°u¥ der Atomgk/se auf die Bindung oder
vielmehr die Kristallstruktur untersuchen zu k dnnen. Die Atomgrése ist é@mlich kein fester Wert. Je
nachdem in welcher Umgebung sich ein Atom be ndet wird auch sine Grévse eine andere sein. Verein-
facht kann man sich das so vorstellen, da¥s in einem Fall beirer Bindung Elektronen abgegeben werden
und im anderen aufgenommen werden. Damit ist das Elektron da zu einen am weitesten von Atomen
entfernt ist und zum anderen noch zu dem Atom geahlt wird in den beiden Fallen in einer unterschied-
lichen Entfernung vom Atomkern. Die Atomgr 8%e wird nur durch die so genannten Goldschmidt-Radien
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ri angegeben, sie geben die mittlere halbe Bindungihge an, die dann noch durch die jeweilige Koordi-
nationszahl korrigiert werden.

Atomgrofle [A]
Seltene Erden

10 20 30 40 50 70 80
Ordnungszahl

Abbildung  7.6: Atomgrévse der Legierungselemente in Eisen und ihslichkeit. ¢ - unldslich, O - °-Bener, 2t -
°-Schlie¥ser. Die gestrichelten Linien geben eine Abweichung § 15% zur Atomgré¥se von Eisen an.

Die von Hume-Rothery festgelegte 15% Grenzedif += ¢ erweist sich als ma¥ageblichdf ausgedehnte
Léslichkeit in Grundmetallen. So zum Beispiel zeigt die nebestehende Abbildung die Atomgréyzen ¢;)
verschiedener Elemente in Beziehung zu ihrer fislichkeit in Eisen. Mit einem Fremdatom des AtomgrdYsen-
faktors + ist nach der linearen ElastizitAtstheorie eine freie Verzerrungsenthalpie pro Atom verbaden

Es=G¢ +°

G-Schermodul des Metalls, --mittleres Volumen pro Atom. Di ese Energie wird dann als maximale Mi-
schungsenergie im Fall der reg@ren Lésung behandelt. Dies #ihrt zu einer Mischungskicke mit einer
kritischen Temperatur T, die sich auskT. = 2Es ergibt. Die Ldslichkeit des Systems ist begrenzt, wenn
T. oberhalb der Solidustemperatur Ts liegt. Daraus ergibt sich die Hume-Rothery-Bedingung £ die
begrenzte Léslichkeit

r

kTs
: 2G-

Fir die meisten Metalle ist G- ¥4 30kTs, womit ein Grenzwert von + ¥4 10% versi@éndlich wird. Ein sehr
gro¥ser Atomgivsenfaktor kann zur Bildung intermetallischer Phasen #hren.

7.6 Laves-Phasen

Der Begri® Laves-Phasen stehtdr die am hAu gsten vorkommenden intermetallischen Phasen. Sie habe
eine kubische Struktur vom C14 Typ, ein Beispiel ist MgCw,, oder eine hexagonale Struktur vom C15
oder C36 Typ, Beispiele sind MgZn und MgNi,. Diese Struktuken sind in der nebenstehenden Abbildung
dargestellt. Das Radienverhltnis dieser Phasen betégt etwa rp=rg = 1;225, wodurch eine sehr dichte
Packung erreicht wird.
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Abbildung  7.7: Anordnung der gé¥seren A-Atome in den Laves-Phasen.

Dei Existenzgebiete dieser drei Phasen / Strukturen wird duch die Valenzelektronenkonzentratione=a
bestimmt. In den AB,-Typen sind die AA und die BB Abst Ande kleiner als dei AB-Absidnde.

2 Was wird als Goldschmidt-Radius bezeichnet?

2 Welche Kriterien kénnen das Auftreten von
Phasen bestimmen?




Di®usion

Die Di®usion ist die Bewegung von Atomen oder Molefilen. Zunéchst ist jedoch klarzustellen, da¥ diese
Bewegung_nicht auf eine AuYsere Krafteinwirkung zuéickzufdhren ist. Vielmehr beruht die Di®usion auf
der regellosen Bewegung der Teilchen. Ein Tropfen Tinte veeilt sich schnell in Wasser; auf Grundlage
des selben Mechanismus dnnen auch in einem Festédrper die Atome durch eine thermische Anregung
durch den Festkdrper wandern. Ein Konzentrationsunterschied von Atomen aler Molekidlen fidhrt zu
einem Teilchenstrom, der den Konzentrationsunterschied asgleicht. Der Di®usionsstromjp, also die An-
zahl der Teilchen die pro Zeiteinheit durch eine Einheits®ache °ieY.en, ist dem Konzentrationsgradienten
proportional.
Dies ist das 1. Ficksche Gesetz

@x

o= D@; i DOx (8.1)

Tp - Di®usionsstrom;D - Di®usionskonstante;%§— drtliche Anderung der Konzentration. Die Di®ussio-
nskonstante hat die Dimension fn?=g]; sie gibt an, wie viele Teilchen pro Zeiteinheit die Einheis® Ache

passieren.
o O / O
0 0 o0 . ¢ O
0O o
O~ O
0 o° g Ol o
OOO O
OO O, Einheitsflache

Diese Fliche ist zum Beispiel die Ober#iche des Tintentropfens im Wasser, oder die Kontakt#che, die
entsteht, wenn zwei Materialien mit unterschiedlicher Zusammensetzung in Verbindung gebracht werden.
Sie legt die urspingliche Lage fest, an der das Konzentrationsgéile beit = 0 einen Sprung aufgewiesen
hat. Die Di®usionskonstante ist eigentlich ein symmetrisher Tensor zweiter Stufe:

—Dy; Di» Dis Fn =i Dui D1 @i D1z

lébllll

fo=i —Dxu Dz Dy =Ox  ausgeschrieben: [, = i Du @i D@ i D
D31 Dz Das s = i Doy i D32 S i Dy

Dj - Strdme in Richtung i bei einem Gradienten in Richtungj. Die meisten Metalle haben eine hoch-
symmetrische kubische Kristallstruktur. Der Di®usionstensor vereinfacht sich dadurch stark.

u@% 131
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-Dy 0 0 -
D(kub:)=j - 0 Dun 0 —
0 0 Dnp

Im Fall kubischer Materialien kann man also aufgrund des eifachen Tensors von einer Di®usionskon-
stanten ausgehen. B andere Materialien ist der Tensor komplizierter und die Di®usionskonstante ist
richtungsabhangig.

Ein Di®usionsstrom bleibt bei gegebener Temperatur nur dan konstant, wenn auch das Konzentrati-
onsgefllle konstant bleibt. Dies ist in der Praxis aber oft nicht der Fall, da ja gerade die Di®usion den
Konzentrationsunterschied ausgleicht. Damit Andert sich auch der Di®usionsstrom. Ein zudchst groVier
Strom verringert sich in dem MaYze, in dem der Konzentrationsaterschied abgebaut wird.

Der Di®usionskoeztzient ist temperaturabhéngig, da die Di®usion ein thermisch aktivierter Proze¥s ist
Der Zusammenhang zwischen dem Di®usionskoe+zienten und d&emperatur kann durch eine Arrhenius-
Gleichung beschrieben werden.

B

Hio (8.2)

D = Dg ¢exp j T

H.p - Aktivierungsenthalpie; Dy ist fir die betrachteten Systeme eine Konstante. Typische Wertesind
in Tabelle 8.1 angefihrt, wobei auf die verschiedenen angdhrten Mechanismen in den nachfolgenden
Abschnitten eingegangen wird.

Di®usionspaar Q[kImoli 1] Hp [eV] Dg[cn?s 1]
Zwischengitterdi®usion

C in kfz-Fe 138 1,43 0,23
C in krz-Fe 87,6 0,91 0,011
Selbstdi®usion (Leerstellendi®usion)

Cu in kfz-Cu 208 2,16 0,36
Fe in kfz-Fe 279 2,89 0.65
Fe in krz-Fe 247 2,56 4,1
Ag in kfz-Ag 187 1,94 0,4
Nb in krz-Nb 411 4,26 1,3
Heterogene Di®usion (Leerstellendi®usion)

Ni in Cu 243 2,52 2,3
Cu in Ni 258 2,67 0,65
Au in Ag 191 1,98 0,26
Ag in Au 168 1,74 0,072
Cu in Ag 196 2,03 1.2
Ag in Cu 201 2,08 0,63
O in Al,03 478 4,95 28,0
Al in Al ;03 637 6,60 1900,0

Tabelle 8.1: AktivierunsenergieQ, AktivierungsenthalieH p und die temperaturunabléngige Di®usionskonstant® o
fir verschiedene ausgedilte Systeme.

Die TemperaturabhAngigkeit des Di®usionskoetzienten ist in Abbildung 8.1 i einige Systeme gezeigt.
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Abbildung  8.1: Temperaturabhngigkeit des Di®usionskoezxzienten in verschiedenen Metaligechts) und fir Selbst-
di®usion sowie Fremdatomdi®usion ausgaiter Systeme (links).

Aus Abbildung 8.1 ist ersichtlich, da¥s kleine interstitiele Atome wesentlich schneller di®undieren als
substitutionelle Legierungsatome. Die Zwischengitterdi®sion ist schneller als die Di®usion von Leerstellen
oder Fremdatomen auf Gitterplatzen. Besonders langsam di®undieren lonen in keramischémerksto®en,
z.B. Mg in MgO.

In ionisch gebundenen Werksto®en kann ein lon nur
auf einen Gitterplatz di®undieren, der die gleiche La-
dung vorsieht. Um dorthin zu gelangen mu¥% das lon
aber duch einen Bereich di®undieren, der von entge-
gengesetzt geladenen lonen umgeben ist. Damit ist so-
fort ersichtlich, d§1/4 in diesen Mater_iali_en _die Aktivie- 2 \lon welchen Gr¥en Bingt der Di®usionsstrom
rungsenthalpie haher ist als zum Beispiel in Metallen. ab?

Mit der Di®usion von lonen ist auch ein Transport
von Ladung verbunden. Da Di®usion und Ladungs-
tr Agertransport bei hdheren Temperaturen schneller verlaufen, Angt in diesen Materialien die elektrische
Leitf Ahigkeit in Folge des Verhaltens der Di®usion ebenfalls ge#i¥s eines Arrhenius-Verhaltens von der
Temperatur ab. Schmelzen von ionisch gebundenen Kiristalle weisen eine hohe Leitdhigkeit auf, so-
daVs diese auch induktiv auf hoher Temperatur gehalten weragekdnnen. Auf dieser Grundlage énnen
nichtleitende ZrO-Kristalle nach der Skull-Methode gezichtet werden.

Der Di®usionskoetzient und der Di®usionsstrom wird fr steigende Temperaturen gbv.er. Bei hohen
Temperaturen sind die Atome aufgrund ihrer grd/seren kinetischen Energie in der Lage, Energiebarrieren
leichter zu Bberwinden und so zu anderen Gitterpitzen zu gelangen. Bei tiefen Temperaturen verliert
die Di®usion an Bedeutung. Als grobe Absctzung kann hierfidy eine Grenze von Q4Ts (Ts - Schmelz-
temperatur) angenommen werden. Damit ist auch eine untere Genze i W Armebehandlungen gegeben,
deren Ergebnis auf Di®usionsprozessen beruht.

Die Aktivierungsenthalpie H,p ist proportional zur Schmelztemperatur. In mischbaren Legerungen folgt
der Verlauf der Aktivierungsenthalpie dem Verlauf der Soliduslinie. Bei Zustandsdiagrammen mit ei-
nem Minimum der Soliduskurven zeigt die Aktivierungsenthapie in Abh Angigkeit von der Konzentration
ebenfalls ein Minimum an der Stelle mit dem geringsten Wert £ die Solidustemperatur.

Im Allgemeinen sind die Aktivierungsenthalpien fér die Di®usion in dichtest gepackten Kristallstrukturen
grévaer als in Strukturen mit niedrigerer Packungsdichte. Da di# Aktivierungsenthalpie mit der Stérke der
atomaren Bindung ansteigt, weisen Materialien mit hoher Sbmelztemperatur eine entsprechend Bhere
Aktivierungsenthalpie auf. Dieser Zusammenhang ist in Abbldung 8.2 dargestellt.

2 Wie kann die Einheits®Ache (1. Ficksches Ge
setz) beschrieben werden, durch die der Di®usi
onsstrom geht?
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Abbildung  8.2: Die Aktivierungsenthalpie #ir die Di®usion fr verschiedene Elemente in Atdmgigkeit von der
Schmelztemperatur.

Bei der kleinsten Aktivierungsenthalpie in einem System kan die Di®usion naturgenéYs mit dem gering-
sten Aufwand gestartet werden. Im Gegensatz dazu bedeutetids, da% der Di®usionskoetzient in diesem
Zustand den gm¥aten Wert annimmt. Bei fester Temperatur zeigt die Zusammesetzung die stirkste Di®u-
sion, bei der die Di®usion mit dem geringsten Aufwand an Enggie gestartet werden kann. Abbildung 8.3
veranschaulicht diesen Zusammenhang.
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Abbildung  8.3: Abhdngigkeit des Di®usionskoetzienten von der Zusammensetzungi bkenstantere Temperatur
(T =840£C) im System Cu-Au. GroYser D kleineH p ! gro%elp.

Beispiel: Ein Schichtaufbau besteht aus Nickel, Tantal undeiner 50* m dicken MgO-Trennschicht, die
als Di®usionsbarriere dient. Wahrend des Herstellungsprozesses muY. dieser Teil des Sufaicfbaus
kurze Zeit bei T = 1400*C behandelt werden. Bei dieser Temperatur entstehen Ni-loan, die durch
die MgO-Schicht di®undieren nnen. Es soll abgeschizt werden, wie viel Ni in die Ta-Schicht
di®undieren kann. Der Di®usionskoezxzient von Niin MgO beiT = 1400*C betragt: 9¢10' 12 cm? s 1
und die Gittrekonstante von Ni betr Agt 3;6 ¢10' & cm.

An der Ni/MgO Grenze betr Agt die Ni-Konzentration 100%, an der Ta/MgO Grenze 0% im Aus
gangszustand. Die Konzentration der Nickelatome an der NiMgO betrAgt:

# Ni-Atome pro EZ 4 .
XNi=MgO = = =8;57¢10°2 Atomecmi 3
Ni=MgO Volumen EZ (3,6 ¢10 8)3
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Fir den Konzentrationsgradienten gilt:

¢x 0j 857¢10%2
= 39T - 1:71¢10% Atome=cm® cm

¢r 0;05
Damit ist der Di®usionsstrom:
) ! At

ib=iD X = o002 1710107 AOME
¢cr s cm3cm

Ni-Atome

= 1;54¢108 ————

cm2s

Durch eine 2cm £ 2 cm goYe Fche kommen pro Sekunde ;66 ¢10' Ni-Atome. Dieser Wert
erscheint zurAchst sehr gro¥s, aber die Ni-Schicht nimmt pro Sekunde nur unofgendes Volumen ab:

6; 16 ¢10' Ni-Atome pro s

. =0;72¢10 °cm®s !
8;57 ¢10?2 Ni-Atome pro cm? S

Dies entspricht einer Dickenabnahme von:

0;72¢10 °cmis 1

1o =1;8¢10 Ycms?

Fiv die meisten Anwendungen ist weniger der Teilchen°uYs, alsi®lmehr die KonzentrationsAnderung
in AbhAngigkeit von Zeit und Ort von Bedeutung. Dies erhélt man aus dem 1. Fickschen Gesetz unter
Einbeziehung der Kontinuit Atsgleichung

%)t(+div]'D = 0 (8.3)
ea

@X+ @@@’ = 0

@t @iQ@s @k

Diese Gleichung besagt, da% die Di®erenz der Bine, die in ein Volumenelement hinein / heraus °ie¥sen,
der Konzentrationsanderung im Volumenelement entsprechen muvs, das heiVst die Gedgzahl der Teilchen
Andert sich nicht.

Damit erhAlt man das 2. Ficksche Gesetz

M i
@x L L@x
@t " 9%iPg =0
%’: i ©(Dex)=0
@x
Gt = o0 (8.4)
- - _ g, @x, @x @
= DOOX=Dex=D o+ ot o

Die LAsung der Di®erentialgleichung, die das zweite Ficksche Getz beschreibt (Gl. 8.4), HAngt von den
Konzentrationswerten an den Grenzen des betrachteten Volmens ab. Der einfache Fall, da¥s die Konzen-
trations Anderung nur in eine Richtung lAuft ist gegeben, wenn zwei sehr lange #be an ihren Stirn°Achen
zusammengedigt werden. Diese beiden SAbe sollen unterschiedliche Konzentrationen aufweisen,osla¥s
sich das Konzentrationspro T beir = 0 und t = 0 diskontinuierlich von x = x; fér r < 0 aufx = x, fir
x> 0 Andert. Als Ldsung ertAlt man:
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2

X2 X "
X(t)i x1= TP expli 2°]dz (8.5)
il
Diese Gleichung kann weiter vereinfacht werden
2 ; 3
X2 X 1 2 2 "
x(rt)i X = X2i X1 9, tp—=  explj z2]dz+ p— expli zz]dzg (8.6)
2 Ya Ya
il 0
Hierin ist
2 z
erf(3) = Py, explj z%]dz (8.7)
4

0

die Fehlerfunktion. Sie wird auch als Gau¥sches Wahrscheidhkeitsintegral bezeichnet und ist in folgender
Tabelle angegeben. Die Funktion selbst ist symmetrisch, wafidy die Berechnung der Verteilung in negative
Richtung wichtig ist.

P erf 1.0

0,00 0 i |
0,10 0,1125

0,20 0,2227 0.8 -
0,30 0,3286 i i
0,40 0,4284 erf} %3 i

0,50 0,5205 0.6 7 24Dt _
0,60 0,6039 I |
0,70 0,6778

0,80 0,7421 0.4 _
0,90 0,7969

1,00 0,8427 " -
1,10 0,8802 o2l .
1,20 0,9103

1,30 0,9340 L i
1,40 0,9523 0 |

1,50 0,9661 0 1 : 2
1,75 0,9867 S
2,00 0,9953 2Dt

" " . . . . R .
Doch zurdck zur Rechnung. A das zweite Integral in Gleichung 8.6 gilt: 9177, ig exp[i z?]dz = % Damit
vereinfacht sich der Ausdruck zu:

Xai X1 H r T,
x(rt) xi= % 1+erf P (8.8)

Der Konzentrationsverlauf in den beiden S#ben beit = 0 ist sprunghaft und wird anschlie¥send durch
Gleichung 8.8 beschrieben. Die Konzentration gleicht sichmit der Zeit aus und der Konzentrationsverlauf
wird mit der Zeit immer °acher, wie es in Abbildung 8.4 dargegellt ist.
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Abbildung  8.4: Konzentrationspro T zwischen zwei Siben mit urspinglich unterschiedlicher Zusammensetzungvf
verschiedene Zeiten.

Nach unendlich gro¥ser Zeit hat sich die Konzentration ausgédighen und auf beiden Seiten herrscht nun
die Konzentration von 1=2(X, j X1) vor.

Die Ermittlung des Konzentrationsverlaufes wird durch die LAsung der Di®erentialgleichung des zweiten
Fickschen Gesetzes gegeben. In der Praxis sind die Randbadunen oft so kompliziert, da¥ es keine
einfache Ldsung wie Gleichung 8.8 gibt und die Idsung nur mittels numerischen Verfahren gefunden
werden kann.

Hat man zwischen zwei Sében gleicher Zusammensetzung eine Scheibe anderer Zusaemsetzung, so
wird das Problem symmetrisch. Die Konzentration Andert sich dann nicht nur in eine Richtung. Die
Ldsung der Di®erentialgleichung ist als sogenannte Quelléfisung bekannt.

b

Xo

X1

r=0

Nachdem die drei Sébe in Kontakt gebracht wurden, beginnt die Di®usion und deranfanglich +-férmige
Verlauf der Konzentration bekommt die Form einer Gauvs-Vertdung.

. , .
f(r)=exp i

D0 (8.9)
D&e Halbwertsbreite dieser Glockenkurve betégt
2 Dt, dies entspricht der Breite, in der die Atome der
mittleren Schicht vorgedrungen sind. 2 Was besagt die Kontinuitatsgleichung?
Betrachtet man nun noch einmal die urspmngliche Si- 2 Was besagen das erste und zweite Ficksche Ge-
tuation der beiden unterschiedlichen Sfibe und denkt setz?

sich den einen Stab bestehend aus vielen kleinen
dédnnen Scheiben, so kann der globale Konzentrations-
verlauf als Superposition der Konzentrationspro le der
einzelnen Scheiben angesehen werden. Abbildung 8.5
zeigt diese Situation.

2 Was sind Divergenz und Gradient anschaulich
ausgediéckt und worin besteht mathematisch
Lder Unterschied? J
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% ooxltvert 363 Px(ro-x, | b
' 1o 12ty ‘ e exd - I
ng‘l% XdT 4Dt p

Abbildung  8.5: Konzentrationspro T zwischen zwei Siben mit urspéinglich unterschiedlicher Zusammensetzung als
Superposition der Quelledlsungen von einzelnen Bereichen hoher Konzentration.

Beispiel: Ein Stahl mit einem Kohlensto®anteil von 0,1% sdldurch Aufkohlung gehArtet werden.
Dazu wird der Stahl einer Atmosphére ausgesetzt, die 1,2%C enidit. Der Stahl hat optimale Ei-
genschaften, wenn in einer Tiefe von (2 cm ein Kohlensto®gehalt von 0,45% vorherrscht.

Zu beachten ist, da% in dieser Anordnung das Pro T gegaliber vorherigen Betrachtungen gespiegelt
ist. Die hohe Konzentration sei nun bei negativenr -Werten zu nden. F i den Konzentrationsverlauf
(s. Gl. 8.8) gilt nun:

K 1.

X2 i X1 - r
1i erf — B.1
i Eth (B.1)

x(rt)j xg=

Bekannt sind nun die Werte: x; = 0;1%, X2 = 1;2%, x(r;t) = 0;45 sowier = 0;2 cm. Zunéchst
wird Gleichung B.1 nach erf() umgestellt und dann die Werte eéngesetzt.

u 1
2(x(r;t) i x1) r
— - 2 =1 erf —P—
X2 i X1 ! 2 Dt."
2(x(rt) i x1) r
————==erff Pp—
X210 X1 2 Dt u 1
Xoj X1i 2X(rt)+2X1 _ Xp+ X1j 2x(n;t) r
= —erf —p—
X2 i X1 Xﬁixlﬂ 2 Dt
1,2+0;1i 2¢0;45 _ 0;4_enc r
1,2i 0,1 L1 ot

Den Zahlenwert der Fehlerfunktion kann man numerisch bestnmen, oder aus Tabellen ablesen. Es
gilt:
H r 1 r
0;3636 =erf —p— —p— =0;334276
2 Dt ) 2 Dt
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Mit r =0;2 cm folgt nun

r 0;2 01
—p—=0;334276 = p— = p—
2 Dt q 2 Dt t

¥ 2
01 o
Dt = 0.3343 =0;08949

Jede Kombination von Dt, die 0; 0895 ergibt, ist eine Ldsung der Aufgabe. Die Temperaturablingig-
keit des Di®usionskoetzienten i die Di®usion von Kohlensto® in Eisen ist gegeben durch (gl
G.8.2):

138000 °
8;314¢T

0;23¢exp j gg

W)
1

0;23¢exp j

Hierin ist die Aktivierungsenergie in der Einheit [Jmoli ] und die Avogadro Zahl in [Jmoll *Ki 1]
anzugeben. Es gilt jaDt = 0:0895 und damit

0; 0895: 0; 0%95
D 0;23¢exp j 1%
0;3891
expli 16598 T]

o}

t

(B.2)

Einige Mgglichkeiten, die Gleichung B.2 erfillen und damit L@sung der Aufgabe sind, sind in
Tabelle 8.2 zusammengefa¥it.

Temperatur Zeit

T = 900*C=1173K t=543684s=151h
T =1000*C =1273K t=178898s= 497h
T =1200*C=1473K t= 30462s= §;5h

Tabelle 8.2: Verschiedene Mglichkeiten das geforderte Konzentrationspro1 einzusteih.

Ein bestimmtes Konzentrationspro | ist auf verschiedene Wege erreichbar. Durch die Zeit- und

Temperaturwahl kann das Ergebnis einer Wirmebehandlung, die sich die Di®usion zu Nutze macht
auf dkonomische Randbedingungen angepasst werden. Ein Ofeneideine hohe Temperatur erzielen
kann ist teuer, aber ein langwieriger Proze¥%s auch.

8.1 Di®usion in einem Potentialgradienten

Bisher wurde der Di®usionsstromjp lediglich auf die regellose thermische Bewegung der Atomeuzick-
gefdhrt und die Auswirkung einer Au%eren Kraft ausgeklammert. Findet die Di®usion jedoch inieem
Potentialgradienten statt, so wird der Di®usionsstrom durch einen Konvektionsstrom @berlagert. Ein
Konvektionsstrom i entsteht zum Beispiel unter Einwirkung der ortsabhéngigen elastischen Spannung,
durch eine lokale Anderung des chemischen Potentials oder durch die Einwirkng des Schwerefeldes der
Erde. Die einwirkende Kraft ist mit dem Potential (-gradien ten) verbunden.

K=i60 (8.10)

Der entsprechende Konvektionsstrom ist eine Folge der hongenen Bewegung der Atome, die sich mit
der Driftgeschwindigkeit ¥ bewegen, somit gilt #« den Konvektionsstrom

Tk = ¥X (8.11)
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Die Driftgeschwindigkeit v ist proportional zur Kraft v = BK, wobei die Proportionalit Atskonstante B die
Beweglichkeit darstellt. Die Beweglichkeit ist Bber die sogenannte Nernst-Einstein-Beziehung (Gl. 8.12)
mit der Di®usionskonstante verknipft.

B= = (8.12)
Damit gilt

. D

Tk = ﬁ(i ©0)x (8.13)
und fév den Gesamtstrom:

F=fo+fx = iDOX+ (i OO
3} 1
- iD ex+ X° (8.14)
kT

Dies ist die Erweiterung des ersten Fickschen Gesetzes umt&in°u¥ eines Potentialgradienten. Entspre-
chend wird auch das zweite Ficksche Gesetz erweitert und maarhalt:
X
@ =D¢tx+ 3
@t kT

Die Di®erentialgleichung des zweiten Fickschen Gesetzesirdr damit erheblich komplizierter und eine
LAsung ist nur in Sonderfllen mdglich.

Ox00 (8.15)

2 Wie entsteht ein Konvektionsstrom?

8.2 Atomare Mechanismen

Nach dem bisher Gesagten ist die Di®usion die Voraussetzunigh die Beschreibung der Kinetik von

Festkdrperreaktionen. Die Thermodynamik liefert Gleichgewichszustande, sagt aber nichts dadber aus,

ob diese auch erreicht werden finnen. Smtliche Mechanigmen mjssen thermisch aktiviert sein, also mu¥a
ihre HAU gkeit proportional zum Boltzmann-Faktor exp Hk;D sein, wobei sich die Aktivierungsent-

halpie einer Leerstelle als Summe aus der Leerstellenbildusgnthalpie und der -wanderungsenthalpie
H.p = H_ + Hyw zusammensetzt.

In Anlehnung an die Brownsche Molekularbewegung entfernt ieh ein B-Teilchen nachm Zufallsschritten

der LAngea in r-Richtung im Mittel um q

_P=
= ma

5 |

vom Ausgangspunkt (m A 1). r,2 - mittleres Verschiebungsquadrat. Damit ist die mittlere quadratische
Breite der Quellenldsung mit der Konzentration Xg:
— I;{B(r)rzdx

7 = = 2Dgt
X X (1) dx B

2Dgt = ma?

mit der Sprungwahrscheinlichkeit pro Sekunde jg gilt m = tj g (t - makroskopische Zeit,¢, - Zeit zwischen
zwei Spmingen, i - Sprungfrequenz)

1
Dg = iazi B
oder die dreidimensionale Zufallsbewegung, wobei nug der Springe inr? zu x2 beitragen:
1
Dg = Za%i g

6
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8.2.1 Leerstellenmechanismus

Der Platzwechsel eines Atoms ist nur dann ndglich, wenn der rAchste Nachbarplatz leer ist. Dies ist
der vorherrschende Mechanismus der Di®usion von Gitteratmen in dichtest gepackten Metallen. Dieser
Mechanismus ist i interstitielle Di®usion leicht vorstellbar. F i Substitutionsmischkristalle m dssen aber
immer Leerstellen #r den Sprung auf den chsten Nachbarplatz vorhanden sein. Dies ist thermodyna-
misch gesehengr endliche Temperaturen immer der Fall.

(0O

Problematisch ist jedoch, da% bei einem Sprung eines Atomeas eine Leerstelle die benachbarten Ato-
me (grau) ausweichen ndissen. Leerstellen sind im thermodynamischen Gleichgewitimmer vorhanden,
da die Gibbsche Freie Enthalpie es fordert. Im thermodynamschen Gleichgewicht setzt sich die Freie
Enthalpie G eines Einkristalls mit Leerstellen zusammen aus:

G=(1j x.)Gg+ x G + GMx

GM*  =: Freie Mischungsenthalpie
Gy =: Freie Gitterenthalpie
G. =: Freie Leerstellenenthalpie
XL =: molarer Anteil an Leerstellen

Nach dem Modell der idealen I8sung gilt:
GMX = HMx  TSMX =0+ KT[(1; x )@ xu)+ xInx.]

Thermisches Gleichgewicht fordert: @ G=@x= 0 (Um die Ableitung zu berechnen wird die Produktregel
angewendet!)

@a> ' i 1 :
= kT j In(Aj x))+(1 j x +1In x| + X —
ox i In(Li x0)+(1 i L)li XL L LXL
= KkT[i In(1ij x.)i 1+Inx. +1]
= KkT[inx_i In(i xp)]
Annahme, da¥x, ¢ 1) 1j x.' 1 und damit:
@G/Iix
" kTInx 8.16
x L (8.16)
@G
—— = 0+ G_+KTInx 8.17
@x L L (8.17)
)
_ '.GL’_ s '_HL’
XL =exp j T =exp T exp j KT (8.18)

Typische Werte fiér die Leerstellenkonzentration und die relevanten dazugefrigen thermodynamischen
Grévsen sind in folgender Tabelle exemplarischif einige Metalle angegeben.
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Au Al Cu W Cd
H.[ev] 094 066 1,27 36 041
S. [K] 0,7 077 24 20 04
XL [104 72 94 20 10 50

Tabelle 8.3: Leerstellenbildungsenthalpie, Schwingungsentropie finheiten der Boltzmann-Konstantek) und Gleich-
gewichtskonzentration am Schmelzpunktdr verschiedene Metalle.

Doch zurick zur Di®usion. Die Sprungwahrscheinlichkeit #r ein Atom in eine benachbarte Leerstelle
betrAgt pro Sekunde:

iB = XL

o - Sprungwahrscheinlichkeit des benachbarten Atoms in die Lerstelle hinein. Die thermische Schwin-
gung eines Atoms um seine Ruhelage mit der Debyefrequerts = 1013 Hz verursacht im Allgemeinen
keinen Platzwechsel auf leere Gitterphitze, es ist dmlich °_ ¢ ©.

Um einen Platzwechsel zu erndglichen, wird ein Aufwand an Verzerrungsenthalpie Gy bendtigt. Diese
kann thermisch aufgebracht werden.

B

Guw
kt

0L =% exp i

Gw =Hw i TSw

Hww - Leerstellen-Wanderungsenthalpie; §y - Leerstellen-Wanderungsentropie aufgrund der,énderung
der Gitterschwingungen bei Durchtritt. Damit ist der Di®us ionskoetzient:

1 1
Dg = ais=

2y 0
a X
5 6.LL

'S +Suw ..HL"'HLW’
Tk P i

Der zweite Teil ist mit H p =H | +Hy die Aktivierungsenthalpie fiér die Di®usion. Ein Vergleich mit

Hop®
Dg = Doexp i —=
B 0EXP i KT
liefert:
1  Sp°
Do= Za’exp | —
0= & P i K

Anhand dieser Beziehung wird die Selbstdi®usiomberprift. Bleibt anzumerken, da%

1
InDB/ ?
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Dg

AW

Na
Li

Au
Cu

Fe

Pb

1,3

J

P
TN
U)_|

Bei Normierung auf die SchmelztemperaturTs ergeben die Di®usions-
koezzienten als Funktion der Temperatur Geraden.

)
Hip = konst ¢Ts =16;5L¢

Ls - atomare Schmelzvéirme. Das hei¥t, es ist so viel Energie bei ei-
nem Platzwechsel tig, wie bei der Bberfdhrung von 16,5 Atomen in
die °@ssige Struktur. Aber dennoch ist die Di®usiondber den Leerstel-
lenmechanismus ndglich. Ein typischer Wert ist f i Cu: Ts = 1350 K;
Hip ' 2 eV. Die exponentielle Temperaturabtngigkeit des Di®usions-
koezzienten ist experimentell vielfach beobachtet.

8.2.2 Zwischengittermechanismus

O_0eO)

O
e

O_O
O

Kleine Fremdatome kdnnen in metallischen Gittern Zwischengitterpltze
einnehmen (z. B. C in® Fe oder H in Metallen...). Die Di®usion er-
folgt unkorreliert solange die Zwischengitteratome hinrechend verddnnt
sind, da alle Zwischengitteratome gleichberechtigt sind.ZunAchst muv.
jedoch auch in diesem Fall eine Wanderungsenergieschwelderwunden
werden.

Beispiel: Di®usion von C in  ®j Fe

Das C-Atom be ndet sich in einer unsymmetrischen Oktaederficke. Dadurch wird die Wikfelkante des

Fe-Gitters gedehnt.

T

ao/ﬁ
Il 2

T ®C
O O Fe

ao/2T -

Wenn eine AuYsere Zugspannung in vertikaler Richtung aufgebracht wirdsind die eingezeichneten Zwi-
schengitterpldtze bevorzugt. Rl die Zwischengitterplatze gilt weiterhin:

N N NN

Der Gitterverzerrung durch Au%ere Spannung entspricht die Gitterverzerrung durch das -@tom.
1/3 der Zwischengitterplatze sind energetisch bednstigt.

Die C-Atome ordnen sich auf diesen Pltzen an.

Makroskopisch wird eine anelastische Relaxation, also eenNachwirkung beobachtet.

Die DAmpfung bei zyklischer elastischer Beanspruchung de® Fe aufgrund der Umbesetzung der Zwi-
schengitterpldtze wird als Snoek-E®ekt bezeichnet. Das Bimpfungsmaximum liegt bei! = 1=¢, ¢ -

Relaxationszeit, also die Zeit, die die C-Atome be#dtigen, um auf die anderen Pltze zu springen. Bei
kleinen Anregungsfrequenzen kann sich das Gleichgewichhimer einstellen, bei zu hohen Frequenzen wird
das nie der Fall sein . Bei der Frequenz, die am dirksten dAmpft, stellt sich das Gleichgewicht gerade
noch ein, bevor die Last weggenommen wird. Dadurch kommt das y&tem nie zur Ruhe und der Ener-
gieverlust wird maximal. Die Anregungsfrequenz entsprich dann der Relaxationszeit, die die C-Atome
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bendtigen, um einen Platzwechsel vorzunehmen. Die Bhe des Gimpfungsmaximums wird durch den
C-Gehalt bestimmt.

Die Di®usionskonstante von C in®; Fe

mit Sprungweg a = %pﬁ = ﬁ‘% Ferner qilt (s. vorher)i:qe B%merkungen) ic = X .° und wenn alle

Zwischengitterplatze frei sind: x_ = 1, sowie °¢c = °gexp j %V mit der Wanderungsenthalpie Hy .

> ' B ' s
. Hw . Hw
p i T Doexp j T (8.19)

a2
Dc= —ic= --ex
c gic 126

Diese Exponentialfunktion ist fér C in ®; Fe dber 14 Gridvenordnungen efliit, was den gro¥sen Existenz-
bereich dieses Gesetzes unterstreicht.

T
0 100 200 900°C_

20| 4

10
4.10° K 3 2 1

-~ 1T

Abbildung 8.6: Di®usionskoeztzienten von Sticksto® i®; Fe in AbhAngigkeit von der Temperatur nach verschiedenen
Me¥smethoden

Hw ' 1 eV. Demzufolge nnen sich interstitiell geldste Atome wesentlich besser bewegen, als die sub-
stitutionellen. Dies kann man verwenden, um spezielle Phan zu erzeugen, wie z. B. SaFe;7N3.
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Abbildung  8.7: Kristallstruktur von SmyFe;7 und der interstitiellen Modi kation Sm,Fe;7N3. Die dunklen Atome im
rechten Bild sind die interstitiellen N-Atome.

8.2.3 Korrelationse®ekte

Hierzu wird die Di®usion eines Isotopes A in A @ber Leerstellen L be-

trachtet. Das Isotop A” ist gerade von Platz 6 zu 7 gesprungen. Die Q d QZQ
Leerstelle hat die gleiche Wechselwirkung zu A oder A. Dennoch ist

der Wechsel von Atom A° zurfick auf Platz 6 wahrscheinlicher, als auf Q E Q7©3
Plgtz 1-5, da bei 6 nun die Leerstelle ist. Also kommt es bevorzgt zum Q Q O O
Ridcksprung, der zum vorherigen Sprung korreliert ist. F_)emzrﬂolge ist die 54
Berechnung des mittleren Verschiebungsquadrates vafscht. Der Isoto-

pendi®usionskoexzient ist ungleich dem Selbstdi®usionslexzienten bei

Leerstellendi®usion.

a2
Das 6 Da = EXLOL

Es macht sehr wohl einen Unterschied, ob ein beliebiges Atorin die Leerstelle springt oder das Isotop.
Daher wird ein Korrelationsfaktor de niert:

Da-=

Da

Die Wahrscheinlichkeit fiév einen Rilcksprung ist %, wohingegen allgemein die Wahrscheinlichkeit #r
irgend einen Sprung% ist. n - Koordinationszahl (Zahl der NN). Dar @iberhinaus tragen die beiden Sphnge
von A® nicht zu r%, (A®) bei, also gilt:

f =

f=1; E
n

Typische Werte fiév f sind kfz: 0,78; krz: 0,73 und hdp: 0.78. Rckspringe sind v f ¢ 1 die Regel. Eine
starke Di®usion wird vor allem beim interstitiellen Mechanismus beobachtet { A 1).

f=1i 2
Es gilt:r3, = ma? und fér Sprénge im Raum
0 1
. 2 X1l
2 =ma’@ + = cos £ +j A
j=1 i=1
| {z }

H 2 ...\—= 1+ cos£
lim m i (1+ )= e

In erster NAherung gilt fiir den Limes 1+2cos£+2(cos£)?+ 111" 1j 2
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Bei der Fremddi®usion von B in A wird die Korrelation sehr wichtig, da die Wechselwirkung der Atom-
sorten mit der Leerstelle unterschiedlich ist. Zum Beispielist die Leerstelle fest an B gebunden, wenn B
oergro¥s ist oder eine gi/ere Valenz hat. Wenn das Fremdatom sehr vidifter mit der Leerstelle den Platz
tauscht als ein Matrixatom, so kann sich dieses schneller deh den Festkdrper bewegen und die Di®usion
ist dementsprechend schnell. Unter Einbeziehung des Kortationsfaktors lautet der Di®usionskoezzient
dann:

Dg = f c%azi B (8.20)

8.2.4 Ringtauschmechanismus

Das Vorkommen des Ringtausches ist bisher nicht bewiesen drdennoch
gibt es starke Hinweise auf die Existenz des Ringtauschmeeahismus, da
der Verlauf von InD gegen ET gekmdimmt sein kann. Der Ringtauschme-
chanismus ist eher in o®enen Strukturen mglich. In dichtesten Packun-
gen ist die Aktivierungsenergie zu groYs, als da¥ es zur Di®rskommen
kénnte.

P
[ o]

8.3 Konzentrationsabh Angiger Di®usionskoezxzient

Bisher war der Di®usionskoezzient weder von der Konzentraibn x noch vom Ort ¥+ abhéngig.
DB 6 f(XB), DB 6 f(‘l")

Im Allgemeinen ist D sehr wohl von der Konzentration abhéngig, also

Dg =f(xg) ! wird als D symbolisiert
Damit wird die Di®usionsgleichung im Eindimensionalen zu:
M 1
@x_ @ _@x
— == D— 8.21
@t @r  @r ( )

Zur Bestimmung von D muY diese Di®erentialgleichung in eine geéfunliche Di®erentialgleichung
Pberfdhrt werden. Hierzu wird eine Variable so gev#hlt, da¥. sie von beiden G&Yen ablingig ist, nach
denen di®erenziert wird. Geschickterweisedhren wir die Variable ~ := #T ein. Wir htten auch eine an-
dere wéhlen kénnen, aber dann sieht die gewhnliche Di®erentialgleichung komplizierter aus. Man kam
diese Wahl nur mit Gliick beim ersten Anlauf richtig wahlen, oder man hat die Rechnung schon einmal
mit einer schlechten durchgefihrt und wei% daher, wie man” zu wahlen hat.
ox _ oo eoX_j o 1ef
@t @@’ @%r@' t@ t@
= 1'_@ u D‘@X
t@ @
@x _ @@x_ . r @x
@t~ ew@ '@

: H l
. I @x_ @ _@x
' Pie” @'HD@'ﬂ

2 %o 62
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Und dies ist nun die gesuchte gehnliche Di®erentialgleichung, die man einfachdsen kann.

’
X/IX ¢
Matano- X=Xoflhr< 0;t=0
1 Ebene x=0 fiyr>0t=0
\ X = Xo flv ~ 1ijl
\ x=0 fiv " 11
r=0 r-
Integration der DGL f ghrt zu:
7x —
1. @x
= dx =D —~
| 2 @ )
0
)
- X
1
b= i+ @% ¢ ax (8.23)
2@,
0
mit ~ = ¢ folgt
- X
_. 1 e
D(x)= i 2% @x ¢ rdx (8.24)

was nur im Fall der stationdren Ldsung gilt.
Betrachten wir nun das Di®usionspro | bei fester Zeit
t, also wenn die eben durchgdihrte Substitution = =
#= erlaubt ist. Dann wird D aus dem Di®usionspro- 2 Was ist die Matano Ebene?
T bei t ermittelt. Diese Analyse, bei der fik jeden
Punkt die Di®usionskonstante ermittelt wird, nennt
man auch Matano-Analyse

Der Schnitt bei r = 0 wird als Matano-Ebene bezeichnet. Die Erhaltungsbedinging fordert auch fir
t 6 0, da¥ sich die grauen FAchen gleichen, also:

Zo
rdx :=0
0

Anders herum kennzeichnet das Gleichgewicht der grauen Bthen die Ebener = 0. Hieraus |AYat sich die
Darken'sche Gleichung ableiten:

D = XxaDa + XgDp (825)

Kirkendall-E®ekt

Der Kirkendall-E®ekt wird verwendet, um den Di®usionskoeizienten D' zu bestimmen. Er wird zum
Beispiel an einer Schwei¥znaht oder an einer markierten Grehéche beobachtet.



148 8. DIFFUSION

T
A, A B
-
B - Xy
o e
T
o(;:+++++++
oo I + +
Ooo: + +
J

Abbildung  8.8: Kirkendall-Verschiebungxx einer Schweivanaht aufgrund der schnelleren Di®usion von A in B al
umgekehrt. Auf der Seite der schneller di®undierenden Kompaore entstehen Poren £), auf der anderen Seite quillt
das Material (+).

Die Komponenten A und B di®undieren unterschiedlich schnéd)
Da 6 Dp und demnach: Ta 6 T8

Die Di®usion ndet Bber den Leerstellenmechanismus statt. B die Komponente A gilt dann: Ja =
if, Ta - Stromdichte von A-Atomen, jf* - Stromdichte der Leerstellen bei A-Di®usion; Analog gilt #r
die Komponente B: s = TE. Der Materialtransport durch die Grenz® Ache wird erzwungen, wenn die
Stromdichten unterschiedlich sind. Die Stromdichte der Lédcher berechnet sich nach

iL=i0si Ta)

Annahme: T4 > Jg. Das Material quillt, da @—Lﬁ > 0. Es kommt zu einer Leerstellen-Antufung in B
aufgrund der Wegdi®usion. Die Leerstellen koagulieren zu Ren, die als Kirkendall-Lécher bezeichnet
werden.
Oft wird der Kirkendall-E®ekt falsch interpretiert. Beach te daher, da¥ die Poren nicht an der Grenziche
deponiert werden, sondern dahinter. Demzufolge markieremlie Poren nicht die Grenz°ache.
Fiv die Geschwindigkeit der markierten Grenz°Ache gilt:

3 .

.@x
= Dpj Dg i—
v Al Bl@f

Aus Messungen vonD (Matano-Analyse) und  (Kirkendall-E®ekt) k dnnenDa und D getrennt berech-
net werden.

Beispiel: Interdi®usion von Ni- und Zr-Schichtsystemen. i Dy; A D, gilt, werden die Kirkendall-L cher
in der Ni-Schicht gebildet. Diese Kirkendall-Lécher sind in Abbildung 8.9 wiedergegeben.

Abbildung  8.9: REM Bilder eines Ni-Zr Verbundwerksto®es. Die schwarzenrikte sind Kirkendall-Lécher
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8.4 Di®usionssystem mit mehreren Phasen

Die Di®usion erzeugt niemals Zweiphasengebiete, sonderrinen Konzentrationssprung von einer zur
anderen Léslichkeitslinie. Wenn ein A-Atom einen Bereich verfdvit, kommt es im Anderen mit der gleichen
Rate an. Gradienten existieren nur in einphasigen Bereiche nicht aber in mehrphasigen Bereichen.

Abbildung  8.10: Zwei Zustandsdiagramme und schematische Di®usionspro i tlie Interdi®usion einer Atomsorte.

2 Wo entstehen die Kirkendall Lécher?

2 Warum gibt es in mehrphasigen Gebieten kein
Di®usionsgradienten?
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Ausscheidungsvorg Ange

Die Kristallstruktur von Metallen kann sich auch im festen Zustand Andern. Sie mu¥%4 nicht notwendi-
gerweise unterhalb der Schmelztemperatur bei allen Tempaturen stabil sein. Diejenige Kristallstruktur
liegt im thermodynamischen Gleichgewicht vor, die mit der geringsten Freien Enthalpie verbunden ist.
Welche dies ist wird in erster Linie durch die Elektronenstruktur bestimmt. Diese, fiv die Bindung ver-
antwortliche Struktur, kann durch Kristallfelder beein°u vat werden. Dies #ihrt dann zu einer Anderung
der Kristallstruktur. Ein bekanntes Beipiel hierf i ist Eisen, bei dem durch die magnetische Ordnung der
Momente die kubisch raumzentrierte Struktur bei niedrigen Temperaturen erzwungen wird. Die verschie-
denen Kristallstrukturen eines Elements im festen Zustandnennt man lbrigens allotrope Modi kationen.
Wird eine bestimmte Temperatur éber- oder unterschritten, so geht eine allotrope Modi kation in eine
Andere @iber. DieserBbergang ist allerdings nicht sprunghaft und instantan abgeschlossen, sondern ndet
Bber Keimbildung statt. Der Vorgang kann daher analog zur Erstarrung reiner Metalle verstanden werden,
nur da¥ es sich in diesem Fall um eine reine Fegikperreaktion handelt.

Im Fall der Legierungen kann es neben den bisher erfiiten Phasendbergdngen °#ssig-fest auch zu
Festkdrperreaktionen kommen, also zu Reaktionen, bei denen eindstkdrper in einen anderen umge-
wandelt wird, ohne da¥s dabei ein fissiger Zustand beteiligt wére. Féir Legierungen hat man dabei, im
Gegensatz zu reinen Metallen, einen weiteren Freiheitsgrh die Konzentration, zu bericksichtigen. So ist
die Beschreibung auf mehrere Phasen zu erweitern.

T[°C]
2000

1800

1600

1400
I I @ I @ Ausscheidungsvorgang veriuft
1200 kontinuierlich diskontinuierlich

1000

600
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1

Th X in % Y

Gy
& &

Abbildung  9.1: Th-Y-Phasendiagramm: Verschiedene Fegifperreaktionen und zwei prinzipiell dgliche Gefigeent-
wicklungen.

Im Grunde genommen sind hierbei drei Flle zu unterscheiden, @mlich 1 die Au° dsung oder Ausschei-

u@% 151
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dung einer zweiten Phase beBberschreitung nur einer Phasengrenze, z. B! ®+ ~ oder®+ !
(C(Th;Y) ! ~(Th;Y)+( ®; Th) oder (Th;Y)+( ®; Th) ! (®; Th)), 2 der Umwandlung einer Phase
in eine andere Phase gleicher Zusammensetzung, jedoch Wberschreitung von zwei Phasengrenzen, z.
B.®! ° ((Th;Y)! (®; Y)) und schlievlich3 der Zerfall einer Phase in zwei neue Phasen bei der
Bberschreitung von drei Phasengrenzlinien, z. B®! ~+ ° ("(Th;Y) ! (®; Th)+(®;j Y)), wobei
ein Sonderfall dieser Umwandlung der eutektoide Zerfall is Mit Ausnahme des zweiten Falles sind mit
der Umwandlung auch KonzentrationsAnderungen verbunden. Um die Konzentration zu verschiebersind
jedoch Di®usionsvorgnge erforderlich.
Wird aus einer homogenen Phase eine neue Phase gebildet, snk diese entweder die gleiche Kristall-
struktur aufweisen, in diesem Fall spricht man vonEntmischung , oder sie kann eine andere Kristallstruk-
tur aufweisen, was alsAusscheidung bezeichnet wird. In beiden Fallen Andert sich die Zusammensetzung
der neuen Phase im Vergleich zur Urspiinglichen. Der Fall der Entmischung kann analog zum Modell
der reguldren Lédsung behandelt werden. Dieses Modell wurde bereits bespioen.
Nach dem bisher Gesagten kommt es zu Ausscheidungs-
vorgAngen, wenn die Gleichgewichtskonzentration nicht
2 Was ist der Unterschied zwischen Entmischung mehr erreicht werden kann. Je nach Lage der betrachte-
und Ausscheidung? ten Legierung im Zustandsdiagramm, missen sich nun
Bestandteile ausscheiden, umir alle Phasen wieder ei-
ne Gleichgewichtskonzentration herzustellen. Genau wie
bei der eutektischen Phasenbildung/Erstarrung be ndet
sich nun eine Legierung in einem Zustand, der keine Einphaskgit in der Gleichgewichtskonzentration
zuldvst. Die Legierung wird gezwungen, eine weitere Phase zu bildeum weiterhin im thermodynamischen
Gleichgewicht bestehen zu Bnnen. Bei der Bildung dieser neuen Phase sind, wie im Fall dereguldren
Ldsung, die Freien Enthalpien der beteiligten Phasen zu balicksichtigen, um zu verstehen, bei welcher
Temperatur welche Gleichgewichtskonzentration und maxinale L@slichkeit der Phasen ineinander vor-
liegt. Genauso verfiuft die Keimbildung und die spinodale Entmischung im festen Zustand in gleicher
Weise, wie es bereitsilr ° Aissig-fest Phasenreaktionen gezeigt wurde.

9.1 Keimbildung

Der Vorgang der Entmischung kann entweder durch einen KeimbdungsprozeVs ablaufen, indem sich ein
Keim mit der Gleichgewichtszusammensetzung bildet. Altenativ kann die Entmischung auch durch spon-
tane Entmischung (spinodale Entmischung) statt nden, bei der sich die Gleichgewichtszusammensetzung
im Laufe der Zeit einstellt.

Der Unterschied zwischen spinodaler Entmischung und regdlrer Keimbildung ist in Abbildung 9.2 ver-
deutlicht. Bei der Keimbildung (rechter Teil) entsteht ein Keim der festen Phase mit der Zusammenset-
zung x§ durch thermische Fluktuationen.

1SR
\
%o
NG o NIZRN /

r r

Abbildung  9.2: Entmischungsvorgnge durch Spinodale Entmischung / Bergauf-Di®usion (links) urifeimbildung /
Bergab-Di®usion (rechts)x$ - Zusammensetzung KeimX o - Zusammensetzung Matrix.

Im Laufe der Zeit wird er durch Di®usion grévser. Wie bei der Keimbildung aus der Schmelze, so ist
auch bei Festidrperumwandlungen eine kritische GBYse zudberwinden, damit der Keim stabil wachsen
kann. Deshalb geht der Umwandlungskeimbildung stets einerlkubationszeit voraus, wobei aber nicht
sofort die Gleichgewichtskonzentration in der Matrix eingestellt wird, sondern die Entmischung sich so
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lange verstrkt, bis das Gleichgewicht erreicht ist. Der Keim hat hingegen sobald er sich gebildet hat
seine Gleichgewichtskonzentration. Da die Zusammensetng des Keimes von der der Matrix abweicht,
kommt es in der Ndhe des Keimes zu einer Verarmung der Matrix an den Atomen, ogr Bausteinen, aus
denen der Keim besteht. Die Atome dieses Elementes wandernudcch die Verarmungszone entlang des
Konzentrationsgradienten, daher spricht man auch vonBergab-Di®usion

Bei der spinodalen Entmischung hat man kleine Kon-
zentrationsschwankungen Boerall in der Probe. Um
zum Zentrum des entmischten Zustandes zu kommen 2 Unter welchen Bedingungen kommt es zur spi-
midssen die Atome gegen den Konzentrationsgradien- nodalen Entmischung?

ten di®undieren, man spricht vonBergauf-Di®usion 2 Warum di®undieren Atome zu einem Keim mit

Der Endzustand ist in beiden Fallen, rein physikalisch héherer Konzentration entlang eines Konzentra-
gesehen, der Gleiche, jedoch ist die Morphologie des tionsgeflles?

Phasengemischesdilig verschieden.

9.2 \Verzerrungsenergie

Mit der Grenz® Ache, die die entmischten Phasen beziehungsweise Ausscheigen begrenzt, ist gleichzeitig
eine elastische Verzerrungsenergie verbunden. Ausschaithen haben eine andere Kristallstruktur als die
Matrix. lhre Phasengrenz®Ache ist daher inkoharent. Prinzipiell k énnen drei Typen von Grenz°Achen
unterschieden werden, @mlich kohdrente, teil- oder semikolirente sowie inkotrente Grenz°achen. Diese
sind in Abbildung 9.3 dargestellt.

.T.T.T.T.T.‘.
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Abbildung  9.3: Drei prinzipielle Typen von Grenzichen: kolérent, teil- oder semikolrent sowie inkolirent (von
links nach rechts).

Es ist nun egal, ob die Phasengrenziche koharent, semikohérent oder inkohdrent ist; die Grenz°Ache ist
stets mit Verzerrungsenergie verbunden. Bei der Keimbildmg Andert sich das Molvolumen des ausgeschie-
denen Keims im Vergleich zur Matrix. Dies ist auch bei der Kembildung in der Schmelze der Fall, spielt
dort aber keine Rolle, da die Schmelze einem vénderten Volumen ausweichen kann. Ein Festirper kann
dies nicht und so fihrt die Volumendi®erenz zwischen Keim und Matrix zu einer éastischen Verzerrung.
Die damit verbundene elastische Energie nimmt mit steigenédm Keimvolumen zu.

Eel = "al OV

el - Spezi sche elastische Verzerrungsenergie. Damit erweitt sich die Enthalpieerhdhung eines ku-
gelfdrmigen Keims um die Verzerrungsenergie. Br einen Keim in einem Festkdrper gilt dann:

¢G=(jCgy+ "e|)gl/4r3 +4Y4P° (9.1)

° - spezi sche Ober%chenergie, also die spezi sche Energie der Phasengrediche, ¢gy - spezi sche
Freie Umwandlungsenthalpie. Damit berechnet sich der kritsche Keimradius auch entsprechend der Er-
weiterung um die spezi sche elastische Verzerrungsenemizu

o 2°

== 9.2
Caui "e ®-2)
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Die Energie der Grenz%4che (Ober°Achenenergie) und die elastische Verzerrungsenergie sigie fiv die
Keimbildung eine entscheidende Rolle. Beide missen # die Bildung eines Keims aufgebracht werden.
Die spezi sche Verzerrungsenergi¢'e kann fir eine harte Ausscheidung  in einer weichen Matrix ®
berechnet werden:

Ee H @n aﬂ 2

T i @y Xixe) ¢ (9.3)

Ee - Elastizit Atsmodul der Matrix, © - Querkontraktionszahl, a - Gitterkonstante, x-,Xe - Konzentration
von Ausscheidung/Matrix, ' - Formfaktor. Der Formfaktor ist als Funktion des AchsenverhAltnisses eines
Rotationsellipsoides in Abbildung 9.4 dargestellt. Er nimmt Werte zwischen 0 und 1 an.

]

\j

Achsenverhaltnis c/a

Abbildung  9.4: Formfaktor in AbhAngigkeit des Achsenveditnis eines Rotationsellipsoides.

Die Ober°Ache und damit auch die Form der Ausscheidung wird von zwei Mehanismen bestimmt, da
sowohl die Ober°achenenergie, als auch die Verzerrungsenergie aufgebraskerden missen. Damit ist
die Form der Ausscheidung eine Konsequenz aus der Verteilgnder aufzubringenden Energie. Haben
zum Beispiel Ausscheidung und Matrix die gleiche Kristalldruktur und in etwa den gleichen Gitterpa-
rameter, so spielt die Verzerrungsenergie nur eine vernatssigbare Rolle. In diesem Fall werden vor
allem kugelfdrmige Ausscheidungen beobachtet (z. B. Al-Ag). Ist der Unerschied der Gitterparameter
jedoch gro¥%'( ¢ 0), sind plattenfdrmige Ausscheidungen bevorzugt (z. B. Al-Cu). In diesem Fhist das
Ober® Achen zu Volumen Verkiltnis grévzer, da die Ausscheidungen ihren energetiscivistigsten Zustand
erreichen, indem eine Bhere Ober°Achenenergie mit einer geringeren Verzerrungsenergie wenipft ist.
Die Verzerrungsenergie kann dafiberhinaus auch noch anisotrop sein, wodurch auch im FalBhnlicher
Gitterparameter plattenf &rmige Ausscheidungen energetisch bégstigt sind.

Die Keimbildungsgeschwindigkeit N- ist gegeben durch:

B

¢G
N/ exp j s (9.4)

Hierin ist

¢G = (jegu+ "e|)gl/4r3+ ° 4y,P

mit r = L
¢ Qu i "el
¢G = (jCgu+ "e|)‘—11/4L+ cay, X
3 (Caui "e)? (Caui "e)?
1_6]/ o3
3 (Caui "e)?

Damit h Angt die Keimbildungsgeschwindigkeit stark von der spezischen Grenz%4chenenergie® ab. Die
Energie einer Grenz%che wird ganz entscheidend von ihrer Struktur bestimmt. Die Energie einer koldren-
ten Grenz°®#Ache ist meistens sehr klein, wohingegen inkdente Grenz°Achen vergleichbar gro¥e Energien
erfordern.
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Das Wachstum verlduft nun di®usionsgesteuert. In einer bidren Legierung mit der Ausgangskonzentra-
tion xo Andert sich die mittlere Konzentration der Matrix mit der Ze it, weil ein stAndiger Strom von
Atomen in die Ausscheidung hinein °ie%t. Damit verarmt die Matrix an einer Atomsorte, mit der die
Ausscheidung angereichert wird. Das Keimwachstum kannr kugelfdrmige Keime angemhert berechnet
werden. Es wird von der Di®usionsgleichung ausgegangen umdan erhalt:

g%R?% = T (r)4var?
Xxg - Konzentration der Matrix, g - Strom an B-Atome in die Ausscheidung hineinr - Radius der
Ausscheidung,R - Radius einer Kugel, die das mittlere Matrixvolumen Rjo Ausscheidung darstellt. Die
Lésung dieser Gleichung liefert, da¥s die Ausscheidungen partional zu = Dgt wachsen.
Man kdnnte nun erwarten, da% das Wachstum der Ausscheidungen zustillstand kommt, wenn sich die
Gleichgewichtskonzentration eingestellt hat. Es wird jecdbch beobachtet, da¥ sich kleine Ausscheidungen
zu Gunsten von giseren wieder auBisen. Dieser Vorgang wird alsOstwald-Reifung  bezeichnet (Teil-
chenvergdberung). Die treibende Kraft fid¢ diesen Vorgang ist die Minimierung der Energie, die in der
Grenz®Ache steckt. Die Gesamtenergie @re viel kleiner, wenn es nur ein einziges, grovses ausgesdhiees
Teilchen, anstelle von vielen kleinen Ausscheidungen,pe.
Ob sich nun ein Teilchen au®dst oder wichst, hdngt maYigeblich vom chemischen Potential eines Atoms
in der Ndhe der Ausscheidung ab. Ist dies kleiner als das mittlere @mische Potential, wird es sich
nicht zu einem anderen ausgeschiedenen Teilchen hin bewegeondern wird sich wohl eher au®sen. Bei
kugelfdrmigen Teilchen spiegelt sich das chemische Potential inet Krdmmung der Ober°Ache wieder.
Damit gibt es zwischen zwei Teilchen eine chemische Potertidi®erenz. Diese isfiber die Gibbs-Thomson-
Gleichung

¢1=2°- = = =kT

(9.5)

mit dem Konzentrationsgradienten verbunden. - -
Atomvolumen. Der Konzentrationsgradient verursacht
nun einen Di®usionsstrom in Richtung des gdvseren
Teilchens. In der Konsequenz wachsen gro¥se Ausschei-
dungen und kleine Ausscheidungendsen sich auf.

Fiv nicht kugelf &rmige Ausscheidungen vedindert sich
die Geometrie, was aber nichts am Ergebniéndert.

2 Warum haben grédsere Ausscheidungen eine ge-
ringere freie Enthalpie als kleine?

9.3 Kontinuierliche Ausscheidungen

Werden @berall in einer Phase Keime gebildet, die zur Bildung einerneuen Phase #ihren, so spricht
man von kontinuierlicher Ausscheidung. Zurichst werden aus einemiberdattigten Mischkristall einzelne
Atome ausgeschieden, wie es im mittleren Teil von Abbildung9.5 gezeigt ist. Die Atome bilden Keime,
die dann aufgrund der Verschiebung der Gleichgewichtskorentration wachsen méssen.

e NN
NN

Abbildung  9.5: Schematische Darstellung des Verlaufes der kontinuienin Ausscheidung. Von links nach rechts:
homogener Mischkristall - Bildung von Keimen - Wachstum der Audssidungen.

Die Ausscheidungen sind in der Regel stalfrmig, da die Grenz°Achenenergie in den seltensten &len
isotrop ist. Diese stab#rmigen Gebilde sind in BAndern angeordnet, was wiederum energetisch bedingt
ist. Die elastische Wechselwirkung mit dem Spannungsfeld isd so minimiert.
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Abbildung  9.6: REM-Aufnahme von kontinuierlichen Ausscheidungen im Qi\g System. Die Ausscheidungen (hell)
sind silberreich, die Matrix ist kupferreich.

In rasterelektronenmikroskopischen (REM) Aufnahmen sindnicht die einzelnen Ausscheidungen sichtbar,
sondern ganze Bnder von Ausscheidungen. In Abbildung 9.6 sind kontinuieliche (Ag)-Ausscheidungen
in einer kupfer-reichen Matrix zu sehen. Die einzelnen statdrmigen Ausscheidungen Bnnen mittels der

Transmissionselektronenmikroskopie (TEM) sichtbar gema&ht werden. In Abbildung 9.7 ist dieser Fall

gezeigt, wobei auch hier einige Ausscheidungedbereinander abgebildet werden.

S

Abbildung  9.7: TEM-Aufnahme (links) von kontinuierlichen Ausscheidungeim Cu-Ag System. Die (Ag) Ausschei-
dungen liegen in< 1 1 0>-Richtung inf1 1 1g-Ebenen.

|

Die in Abbildung 9.7 rechts dargestellten Skizzen die-
nen zur Erklarung der TEM-Abbildung (Abb. 9.7 links).
2 Unter welchen Voraussetzungen sind ku Durch TEM-Abbildungen kann der Verlauf der Ausschei-
gelfdrmige Ausscheidungen zu erwarten? dungen nachgewiesen werden. Die (Ag)-Ausscheidungen
im Cu-Ag-System liegen in< 1 1 0 >-Richtung in
f1 1 1g-Ebenen. Durch die Projektion aller mégli-
chen Orientierungen dieser Familie entsteht das gezeig-
te Bild fir den Fall von (Ag)-Ausscheidungen aus einer
Bberdittigten (Cu)-Matrix. Durch die Geometrie bei der Projekti on kommt es zu einer Anordnung, bei
der die Ausscheidungen in einer Ebene senkrecht zur Projekin stehen. Diese Ausscheidungen werden
Bbereinanderliegend projiziert, wodurch die in der Abbildung zu sehenden, dickeren Bnder entstehen.

2 Wodurch wird die Orientierungsbeziehung von
Ausscheidungen und Matrix bestimmt?
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9.4 Eutektoide Entmischung

Als eutektoide Entmischung wird der Zerfall einer festen Plase in zwei andere feste Phasen bezeichnet
(®'! T +°).Da" und ° verschiedene Konzentrationen aufweisen wird in der Regeliree lamellenfrmige
Struktur beobachtet. Dies liegt daran, da¥ die Di®usion in Estkdérpern kurzreichweitig ist. Die resul-
tierenen Konzentrationsunterschiede sind am einfachsterzu erreichen, wenn beide Phasen im Wechsel
nebeneinander liegen. Meistens geht die Umwandlung von ddforngrenze aus, da dort die Keimbildung
beghnstig ist.

X
©lare \_
% %ﬁ—r’
dz
Xc
a-Fe ] —';é;é ,,,,,
PN S B r -
FesC

Abbildung  9.8: Schema der Lamellenanordnung von Perlit, sowie der Kongationsverlauf Bber die Grenz#che der
Phasenumwandlung hinwegéir ® j Fe und FesC.

Bildet zum Beispiel die ®Phase zuerst einen Keim, so bezieht sie die Anreicherung aginer Atomsorte
aus ihrer unmittelbaren Umgebung. Hierdurch wird die Nachbarschaft an dieser Atomsorte abgereichert.
Die verarmte Nachbarschaft reichert sich ihrerseits dann a der anderen Atomsorte an, wodurch ein
~-Keim entsteht. Das Ergebnis ist ein lamellenfrmiges Gefige, wobei die Lamellendicke durch die Reich-
weite der Di®usion gegeben ist. Aus diesem Grund nimmt auch et Lamellenabstand mit steigender
Umwandlungsgeschwindigkeit ab.

9.5 Diskontinuierliche Ausscheidungen

An Korngrenzen ist die Keimbildung meistens
beginstigt und daher starten Ausscheidungsvorgnge
oft an diesen Grenzen. Hinzu kommt, da% entlang von 2 Was ist der Unterschied zwischen kontinuierli-
Korngrenzen die Di®usion erlght ist und Konzentrati- chen und diskontinuierlichen Ausscheidungen?
onsAnderungen schneller und mit weniger Energieauf-
wand vollzogen werden @nnen. Da die Ausscheidun-
gen nicht homogen im Korn verteilt sind, spricht man
von diskontinuierlicher Ausscheidung. Fir diskontinuierliche Ausscheidungen gilt weiterhin, da¥mnit der
Reaktionsfront die Korngrenze verschoben wird. Aus diesentrund wird sie oft auch als Rekristallisati-
onsprozeYs angesehen.

In Abbildung 9.9 ist der Fall von diskontinuierlich ausgesciedenen (Ag)-Ausscheidungen aus einer (Cu)-
Matrix gezeigt. Zu beachten ist hier der rechte Bildrand, an dem der nicht ausgeschiedene (Cu-Ag)-
Mischkristall zu erkennen ist. Dieser Bereich dominiert da Korninnere. Die diskontinuierlichen (Ag)-
Ausscheidungen starten von der Grenze.
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Abbildung  9.9: REM-Aufnahme von diskontinuierlichen Ausscheidungen (heém Cu-Ag System. Der Ausscheidungs-
vorgang startet an der Phasengrenze unten im Bild. Am rechteril@&and ist nicht ausgeschiedener Bereich ersichtlich;
dieser setzt sich bis ins Korninnere fort.

Das folgende Schema (Abb. 9.10) zeigt die Bildung von diskdimuierlich ausgeschiedenen Zellen, die einem
eutektischen Gefige Ahneln, da hier ebenfalls Lamellen nebeneinander liegen..(auch Abschnitt 9.5.1).

Abbildung  9.10: Ablauf der diskontinuierlichen Entmischung: An einer eiwegten Korngrenze sammeln sich
Bberschissige B-Atome, die sich auf der Korngrenze als-Phase ausscheiden. Die Ausscheidungen reduzieren die
Bewegung der Korngrenze, soda¥a sich ein lamellaresigefbildet.

Bilden sich aber auf einer Korngrenze Ausscheidungen, sogkinen sie durch Korngrenzendi®usion nur
weiterwachsen, wenn die Korngrenze wandert und damit wie @ Rechen die B-Atome aus der Matrix
aufsammelt und zu den Ausscheidungen transportiert. Die Kongrenze wandert, wodurch gefste Ato-
me zu ihr segregieren und die Ausscheidungen J bilden. Diese Ausscheidungs-Keime xieren lokal die
Korngrenze. Das weitere Wandern der Korngrenze hrt zu einem Ausbauchen, da sie an den Halte-
punkten zurgck bleibt. Die fortlaufende Migration von geldsten Atomen auf und in der Korngrenze hin
zu den Ausscheidungenhrt zum Wachstum derselben. Diese wachsen als staBfmige Gebilde. An der
Reaktionsfront - oder viel mehr dahinter - bildet sich die lammelare Struktur aus. Ist die Grenz°®Achen-
energie zwischen® und ~ hoch, so fihrt dies zu einer groben lammelaren Struktur.Das Selbe dilim
Fall einer grovsenBbersattigung. Der sich einstellende Abstand wird ein Kompromivisein aus der Zeit,
die fir den Antransport von B-Atomen durch die Korngrenze bendtigt wird (f ghrt auf m@églichst klei-
ne Lamellenabsinde) und der zudtzlichen Grenz°Achenenergie zwische®- und ~-Bereichen (fdhrt auf
mdglichst gro¥ze Lamellenabgnde). Meistens entsteht die grobe lamellare Struktur aus imer Feinen durch
eine zweite Reaktion, die als diskontinuierliche Vergéberung bezeichnet wird und der diskontinuierlichen
Ausscheidung nachgestellt ist.
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9.5.1 Diskontinuierliche Vorg  Ange

Neben der diskontinuierlichen Ausscheidung gibt es weiter diskontinuierliche Prozesse, die ebenfalls an
einer Korn- oder Phasengrenze starten und durch die Beweguneiner Reaktionsfront gekennzeichnet sind.
Zu diesen Vorgdngen gelbren die im Folgenden genannten Prozesse:

1. Eutektoider Zerfall

2. Diskontinuierliche Ausscheidung
3. Diskontinuierliche Au°® #sung
4

Diskontinuierliche Vergrgberung

Eutektoider Zerfall und diskontinuierliche Ausscheidung fdhren zu einer zellen- oder lamellenartigen An-

ordnung der Gleichgewichtsphasen hinter der Reaktionsfrot. Diese Prozesse wurden bereits in den vor-
angegangenen Abschnitten behandelt. DiskontinuierlicheProzesse sind mit einem abrupten Wechsel von
Orientierung und Zusammensetzung zwischen der Matrix und ér umgewandelten Phase gekennzeichnet.
Weitere diskontinuierliche Festkérperreaktionen sind die diskontinuierliche Vergmberung, bei der eine

feinlammelare Struktur in eine gréberedberfiéhrt wird und der umgekehrte ProzeVs, die diskontinuierliche

Au° Bsung.

RF

b— 29

Abbildung  9.11: Von links nach rechts: diskontinuierliche Ausscheidundiskontinuierliche Au°8sung und diskonti-
nuierliche Vergbberung.

Eine Korngrenze beein°u¥st den Entmischungsproze¥ auf zweit@n: zum einen erleichtert sie die Keim-
bildung, indem sie den Grenz%4chenbeitrag zur Keimbildungsarbeit stark reduziert, zumanderen kbnnen
durch die Korngrenze rasch B-Atome herandi®undieren. Dahe nden diskontinuierliche Prozesse vor
allem bei tiefen Temperaturen statt, wenn die Volumendi®u#on schon stark verlangsamt ist.

9.6 ZTU-Diagramme

In reinen Metallen geht die eine allotrope Modi kation am Umwandlungspunkt in die Neue@ber. Dies @Yat
sich auch durch eine hohe Abidhlgeschwindigkeit nicht unterdriéicken. Bei Legierungen ist die Ausbildung
neuer Phasen aber immer mit Konzentrationénderungen verbunden. Letzteres ist von der Di®usion
abhéngig und kann daher unterdnidckt werden, wenn die Di®usion nur hinreichend unterdéckt wird. Es
ist also méglich einen Zustand (=Phase) einzufrieren, obwohl diesebei tieferen Temperaturen nicht mehr
stabil ist, sich also nicht mehr im thermodynamischen Gleitigewicht be ndet.

Bei Erhdhung der Abk#hlgeschwindigkeit wird einerseits die Zeit immer geringe in der durch Di®u-
sion eine Anderung der Konzentration herbeigefihrt werden kann. Andererseits ist die Di®usion mit
sinkender Temperatur zugitzlich erschwert. Die erreichbaren Di®usionswege sind da immer kévzer bis
die Di®usionsgeschwindigkeit zu langsam und die Di®usionege zu kurz werden um noch Konzentrati-
onsdnderungen zu bewirken. In diesem Fall wird die Phasenumwatiung unterdr gckt.

Mit sinkender Temperatur wird jedoch die treibende Kraft f i eine Phasenumwandlung immer gévaer.
Eine Besonderheit ist die martensitische Umwandlung. Ist de treibende Kraft sehr gro¥%, so kann sich die
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Kristallstruktur Andern, ohne da% eine Konzentratio@derung statt ndet. Es handelt sich hier um eine
spontane Phasenumwandlung ohne Konzentrationfinderung.

Gezielt herbeigefihrte und kontrollierte Phasenumwandlungen geren zu den wichtigsten Vorgdngen um
bei der Herstellung von Werksto®en die Art und Verteilung de ausgeschiedenen Teilchen zu bestimmen
und damit auch die mechanischen Eigenschaften der Werksta® wie Festigkeit, Duktilit A& und Bruch-
verhalten zu steuern. Mit sogenannten thermomechanischemehandlungen wird dabei die gewnschte
Mikrostruktur eingestellt. F @ diese Behandlungen ist vor allem der Bruchteil der ausgeshiedenen Pha-
se entscheidend, demdber die Auslagerungstemperatur und -zeit gesteuert werde kann. Wahrend der
Phasenanteil im thermodynamischen Gleichgewicht nach deHebelbeziehung bestimmt wird, steht bei
thermomechanischen Behandlungen der zeitliche Fortschtti der Umwandlung im Vordergrund.
Sogenannte Zeit-Temperatur-Umwandlungs (ZTU) -Diagramme enthalten Informationen @ber die bei
bestimmten Zeiten und Auslagerungstemperaturen zu erwarnden Anteile der Phasenumwandlung. In
diesen Diagrammen sind in AbHngigkeit von der Auslagerungstemperatur und -zeit diejeigen Linien
eingezeichnet, die dem gleichen Anteil umgewandelter Phas entsprechen. In Abbildung 9.12 ist ein
solches ZTU-Diagramm am Beispiel von Stahl skizziert.

T[°C] . T[°C] ] a-;errit _ ;-dCelmeg_tit
ST ) R | g-Austenit 'd- delta Eisen
900 N \@ 1600 %L i
\ TS 1400 Algrq ‘ ‘
800 N®) N Perlit-Begin g+l (rrad
N N 9 1200 : : :
g
700 Y CITETT, End«-élder 1000 [T P
\ 3 mwandlung ‘ | gFeC
600 \ 800 a+g - /
0,
\\ \\ 50% 600 A - - :
500 \ \ a+Fe; C
400 ! ! .
\ \
400 * L Stahl GuReisen
2 3 5
1 10t 10?10 104 10 0 08 5 . oo7
Zeit [s1 Fe w in % C

Abbildung  9.12: Zeit-Temperatur-Umwandlungs-Diagramm von Stahl mitwei eingezeichneten Ahdhlkurven, die
zur Unterdndckung der perlitischen Phasenumwandlung beziehungsweiseaderzur Perlitbildung fihren (links). Das
Fe-C-Phasendiagramm (rechts). Die eutektoide Phasenreakiidei 0.8 wt.% unterhalb von723*C fghrt zur Bildung
des Perlit.

Die Keimbildung unterhalb der Umwandlungstemperatur ist erheblich von der Di®usion abHngig. Damit
gibt es filr die Phasen nur enge Temperaturbereiche in denen sie aufiten kédnnen. Aus dem Phasendia-
gramm von Fe-C (s. Abb. 4.24) kann enthommen werden, da% dieitektoide Reaktion, bei der Perlit
gebildet wird, unterhalb von 723*C statt ndet. Damit liegt die obere Grenze fi¢ die Umwandlung von
Perlit im ZTU-Diagramm fest.

Da sich auch bei Festidrperreaktionen zuerst Keime bilden missen und die Keimbildungsrate von der
thermodynamischen Bberschreitung - also Unterkdhlung - abhéngt, kommt es nicht bei dieser Tempe-
ratur zu der schnellsten Bildung von Perlit. Eine schnellee perlitbildende Reaktion ndet bei etwas
niedrigeren Temperaturen statt, bei denen die thermodynanische Bberschreitung und damit die trei-
bende Kraft grélser ist. Bei weiter sinkender Temperatur ist die Di®usion ageschénkt und es kommt
zu einer verggerten Perlitbildung. In Abbildung 9.12 sind sowohl der Begin der Perlitbildung, als auch
das Ende, sowie eine 50-prozentige Teilumwandlung eingezbnet. All diese Kurven haben qualitativ den
gleichen Verlauf. Es ist leicht einzusehen, da¥ die voléhdige Umwandlung bei Bngeren Zeiten zu nden
ist, als das Einsetzen der Umwandlung. Bleibt anzumerken, d¥s2 der Beginn der Umwandlung in diesen
ZTU-Diagrammen als der Punkt de niert ist, bei dem 1% der Phase umgewandelt ist.



Grundbegri®e der mechanischen
Eigenschaften

Prinzipiell interessieren wir uns filr Festigkeiten und Verformungswiderstdnde, wenn wir von mechanischen
Eigenschaften sprechen. Dennoch gibt es sehr viel mehr @¥zen, die unter dem Oberbegri®Viechanische
Eigenschaften\ zusammengefa¥t werden, auf die im nun Folgdan das Augenmerk gelenkt wird.

10.1 Elastizit At

ZunAchst einmal stellt ein Festkérper einer von au¥en erzwungenen Verformung einen Widerstd entge-
gen, sei es im Zug-, Druck- oder Biegeversuch. Die Reaktiorires Festkbrpers auf eineAusere Kraft ist
jedoch unterschiedlich. Aus Erfahrung wei%s man, da¥ die Fo@nderung bei kleinen Krdften der Auvaeren
Kraft proportional ist. Dieser Zusammenhang wird als elastsche Formdnderung bezeichnet. Elastizift ist

dadurch gekennzeichnet, da¥ die voliuYseren Kéften geleistete Arbeit reversibel als Fornéinderungsener-
gie gespeichert wird. Idealerweise (bei unvedigerter Wechselwirkung) liegt ein linear elastisches Werk
sto®verhalten vor. Den Zusammenhang zwischen Spannurigund Verformung (Dehnung) " beschreibt
das Hooke'sche Gesetz:

Ya

(¢

"E (10.1)
OG)

% - (Normal-)Spannung; " - Dehnung; E - Elastizit Atsmodul; (¢, - Schubspannung;® - Schiebung; G -
Gleit- oder Schubmodul).

10.1.1 Die elastischen Moduli
Elastizit Atsmodul

Wird die Stirn® Ache A eines zylindrischen Probenérpers der LAnge| durch eine Kraft F belastet, so
steht diese Fche unter der Normalspannung

F
| %= o (10.2)

Dies bewirkt eine Verkérzung & = j " des Kérpers.
E" = 3, (10.3)

wobei der ElastizitAtsmodul ein MaY4 #iv den Widerstand des Materials gegen elastische Verformunoder
filv seine Steife ist.

u@% 161
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g2

o

Abbildung  10.1: Geometrische Veranschaulichung der Foimderung eines zylindrischen é¢pers unter Normalspan-
nung.

Gleichzeitig mit der axialen Verkirzung vergrdert sich der Probendurchmesserum ¢ d. Das Verhdltnis
von elastischer LAngs- zu Querdehnung einer Angsgestreckten Probe wird als Poisson'sche Konstante
oder Querdehnungsverltnis bezeichnet. Das Querdehnungsverfitnis lautet:

0= —&— (10.4)
[

und ist ebenfalls eine Materialkonstante. Typische Werte &d in folgender Tabelle angefihrt:

Material Querdehnungsverhaltnis °

Gestein Q2:::0;4

Metalle 0;25:::0;35

Diamant 0; 2 (kleinster experimenteller Wert)
theoretische

Grenzen 0::0,5

Modul M
Wird die Probe von einem starren Mantel umgeben, soda¥ bei
@ axialer Belastung keine Querdehnung auftreten kann, so dil
| Y= "M (10.5)
D . wobei der Modul M fir diesen Fall immer gridser ist, als der Ela-
T stizit Atsmodul bei vergleichbaren Bedingungen re.

Abbildung  10.2: Geometrische Veranschaulichung der Fomderung ei-
nes zylindrischen Wrpers unter Normalspannung und ohne Querdehnung.
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Kompressionsmodul

Wenn der Probenkédrper unter allseitigem Druck steht, so ver-

ringert sich sein VolumenV ohne Gestalténderung. K wird als

Kompressionsmodul bezeichnet.
(10.6)

N4

10.3: Geometrische Veranschaulichung der FoAmderung ei-

& @ % Abbildung
nes zylindrischen rpers unter allseitigem Druck.

Schubmodul
Schlie¥ilich kann auch an der StirnAche des Probenzylinders eine KraftF; tangential angreifen, wobei
¢ als Schubspannung bezeichnet wird. In diesem Falindert der Kérper bei konstantem Volumen
tan° = ‘LTX und der Schubspannungy,

(10.7)

Fe =
durch Scherung seine Gestalt. Zwischen Scherungswinkél '
besteht wiederum eine lineare Beziehung der Form (mitG - Schubmodul)

A
¢=°G

10.4: Geometrische Veranschaulichung der FoAmderung eines zylindrischen é¢pers unter Schubspan-

Abbildung

nung.

Von den fénf genannten elastischen ParameterrK , M, G, E und ° sind in einem isotropen elastischen
Medium nur zwei voneinander unabtngig, daher kommt es zu folgenden Interdependenzen:

1
“ = Exg
1 ° 4
= . + —
M E(1+°)(1i2°) K SG
1

G = E72(1+0)

E ist immer grév.er alsG bei vergleichbaren Krdften, mehr noch, aus 0<° < 0;5 folgt nAmlich

E
—<G< —
3 2
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Material  E [GPa= X1 K [GPa] G [GPa] M [GPa] °

Al 67 75 25 108 0,34
Cu 125 139 46 200 0,35
Fe y, 173 315 84 185 0,28
E:gg:zghl alle Werte gleich wie bei Fe, aberRy von ;28 gigmlzz
Quarzglas 76 38 33 128

Messing 70::110 50:::190 25::40 80:::240 (Q3:::0;4
Kalk 65 50 25 83 0,3
Granit 80 50 30 90 0,26

Tabelle 10.1: Bbersicht dber die Werte der elastischen Parameter ausgéiter Materialien

Doch Vorsicht, diese Werte sind fiv isotrope Idealfdlle, in der Regel sind die Werte richtungsabléngig.
Fik nicht einachsige Falle hat der c-Tensor 6£ 6 = 36 Komponenten.

"ii Gimn = Ymn
"i = Sijmn Yn

Hieraus folgt ¢ = si 1. Beréicksichtigt man, da¥s der Tensor symmetrisch sein mu¥s, um realWerte zu
erhalten und bendcksichtigt man die Diagonale, so macht dies 36 30=2 = 21 unabhAngige Werte im allge-
meinen Fall. Diese Zahl kann durch die Kristallsymmetrie water reduziert werden (Fiv einen Wikfel z. B.
spielt es keine Rolle, auf welcher der Seiten gegckt wird). In einem kubischen System existieren gerade
einmal drei unabhAngige cj -Werte. Wie sich die cjmn -Matrizen durch hdhere Symmetrie vereinfachen ist
im Folgenden skizziert.

000000 000 ‘0O o0 - L X IO

000000 000 -0 (X X ] :\.: :\0: 8

000000 000 -0 o060 - - - 00 - - -

o00000 - - -0 Y R e e e @ - . .\.

000000 000 -0 - Y X .\. .

000000 e e e @ @ o e e @ @ e e e [ SOICEEEEN ]
triklin monoklin orthorombisch tetragonal (1) tetragonal (2)

(422, 4mm, 42m,4/mmm) (4,4/m)

‘eleve
7

i

BIHPO B

....\;. . . o« e e 4 e e
« e e . . e e e e f o
..... + o e e e o+

trigonal(1) trigonal (2) hexagonal kubisch isotrop
3) (32,3m, 3m)
Tabelle 10.2: s;j-Matrizen der verschiedenen Kiristallklassen. 33
2: 5;=0;° :5;60;% : gleiche Werte;®j 2: ° = 0% : =2° ;4 +=2( su1i S2).
In einem kubischen System gilt: und der E-Modul ist richtungsabhangig:
Ci1 C22 Ca4 Eniy  Epiog

Fe 231,4 134,7 1164 Al 75,6 63,3

Ag 1222 90,7 454 Cu 191,7 66,9

Al 107,3 60,9 28,3 Fe 283,3 1322

Cu 166,1 199,0 75,6
Ni  248,1 154,9 124,22




165

10.2. VISKOELASTIZIT AT

10.2 Viskoelastizit At

Viskoelastisch bedeutet, da¥s die elastische Verformung ragert auftritt. Die Verformung verschwindet
auch nicht gleich mit der Belastungswegnahme, sondern erstach einer gewissen Zeit.
@% _@"
— = E— 10.8
@t T at (10.8)
Dies ist der Zusammenhang zwischen zeitIicheAnderung von Spannung und Dehnung. Die BAmpfung
. @"
=~ =
4 @t
" - Viskositét. Fiér die Anderung der Spannung bei konstanter Dehnung gilt:
Ya= Ypexp i — (20.9)
trel
Und fir die Anderung der Dehnung bei konstanter Spannung:
"= "gexp j — (10.10)
tret

trer UNd te¢ Werden als Relaxationszeit beziehungsweise Retardationsit bezeichnet.

10.3 Plastizit At

erleichtert (!

Nach dem Bberschreiten einer Belastungsgrenze kommt es zu einer lieenden Verformung. Die Plasti-
zitAt ist damit eine wichtige Grélse bei der Verformung. Ihr wichtigster Mechanismus ist dason der
Schubspannung hervorgerufene Abgleiten von Atomschichte auf kristallographischen Ebenen Angs aus-

gezeichneter Richtungen (d. h. Gleitebene und -richtung).Das Abgleiten wird durch linienhafte Defekte
Versetzungen). Aus diesen Giinden ist die Behandlung der Mikrostruktur von besonderer

Bedeutung.

Was wird beobachtet?

l’ ‘\
 Bruch

0.2%
10.5: Typische Spannungs-Dehnungs-Verformungskurve unter Abgacharakteristischer Gévsen (s. Text)

Abbildung
1 Linear elastischer Bereich bisRp erreicht ist. Der Elastizit A&tsmodul spiegelt sich in der Steigung

wieder.
Rp Streckgrenze, ab hier wird das Material nicht mehr aussché¥%ilich elastisch verformt.
Rpo.2 technische Streckgrenze, wird de niert, da man (i)Rp experimentell nicht exakt bestimmen kann

und (ii) man mit einer Dehnung von 0,2% in der Regel 'leben kam'.
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Rm maximale Festigkeit (oft auch ¥yts UTS=(engl.) U Itimate T ensile Srength).
AT Bruchdehnung (interessant ist nur der plastisch verformte Bereich, daher wird die elastische Gerade
am Bruch abgetragen).

Sowohl die Streckgrenze, als auch die maximale Festigkeitdnnen zum Beispiel durch die Mikrostruktur
beein°u¥it werden, wohingegen der E-Modul eine Materialkoriante ist. F i die Berechnung von Werk-
sto®beanspruchungen ist die Kenntnis der mechanischen Spaungen in den Werksticken erforderlich.
Diese lassen sich jedoch nicht direkt messen, sondern nur iWmwegen Bber andere Gisen, wie zum
Beispiel der Dehnung.

Wie gesagt, ab der Streckgrenze beginnt das Material sich pbtisch zu verformen, also zu °ieYaen. Man
spricht auch von der Flievaspannung. Wird mit noch lheren Kréften der Kérper belastet, so nimmt die
Dehnung weiter zu, bis die Querkontraktion des Kérpers nicht mehr gleichméliig verfiuft. Der K grper
beginnt sich an einer Stelle einzuschiren und rei%t mit weiter zunehmender Belastung.

Die Wegnahme einer Belastung erfolgt immer entlang der eldischen Geraden, unabléngig davon, wie der
Kdrper bis dato verformt wurde (insbesondere wenn er bereitplastisch verformt wurde). So kommt es,
da¥% nach plastische Verformung und Lastwegnahme eine Dehngiim Material verbleibt, was anschaulich
klar ist.

Py
>

e

Abbildung  10.6: Spannungs-Dehnungs-Verformungskurve und Andeutungers déurvenverlaufes bei Lastwegnahme
(Pfeile).

Will man nun die maximale Festigkeit eines Materials steigen, mu¥s man zum Beispiel die Streckgrenze
'nach oben’ verschieben. Hierzu wird die Mikrostruktur bedbachtet, da mit der Au%zeren Gestal#nderung
auch eine Anderung der Position der Atome im Kristallverbund einhergeht. Das Problem, ein Material
zu verformen, besteht also darin, die Atome im Kristallverbund zu bewegen. Die Kunst der Festigkeits-
steigerung liegt ihrerseits darin begéndet, genau diese Bewegungen (und damit plastische Verfomung)
zu verhindern.



Kristallbaufehler

Im Rahmen dieser Vorlesung wurde der perfekte atomare Aufba und die daraus resultierenden Kri-
stallstrukturen bereits behandelt. Dennoch sind es geradelie Abweichungen und S#rungen von diesen
perfekten Anordnungen, die ein reales Material ausmachennd zu vielen Eigenschaften #ihren, die filr
die Anwendung von Bedeutung sind, wie zum Beispiel:

mechanische Eigenschaften
elektrische Eigenschaften
kritische Strdme in Supraleitern
HArtung magnetischer Materialien

N N NN

Generell werden die verschiedenen #tungen der Kristallbaufehler, die zu einer,énderung der genannten
und weiterer Eigenschaften fihren, anhand ihrer Dimensionalitdt unterschieden.

11.1 Punktdefekte (nulldimensional)

Ein Bberblick dber die verschiedenen Arten von Punktdefekten ist in Abbidung 11.1 gegeben.

:g:o:gzgzg:oz :3:;150:0:0:
P QRO RO
OO0 OO0 :.:.:’;’:.:’.

Abbildung 11.1: Bberblick fiber die verschiedenen Typen von Punktdefekten. Leerstellégikes Fremdatom, géseres
Fremdatom (obere Reihe), Zwischengitteratom, Frenkel-Défe Shottky-Defekt (Anionen-Kationen-Leerstellenpaar)
(untere Reihe).

Prinzipiell gibt es zwei Arten von Punktdefekten, nAmlich das Fehlen eines Atomes im Kristallverbund,

u@&% 167
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Au Al Cu W Cd
H. [eV] 0,94 066 1,27 3,6 041
S K] 07 077 24 20 04
x [104 72 94 20 10 50

Tabelle 11.1: Leerstellenbildungsenthalpie; Schwingungsentropien (Einheiten der Boltzmann-Konstantek) und
Gleichgewichtskonzentration am Schmelzpunkif verschiedene Metalle. (Quelle: Gottstein S.61))

beziehungsweise die Besetzung mit einem besonderen Atomdlei hier zwischen besonderem Ort oder
Grév.e des Atoms unterschieden werden kann). Diese Artem&nen auch in Kombination oder in speziellen
Anordnungen auftreten (z. B. Frenkel- oder Schottky-Defek).

Der wohl bedeutenste Punktdefekt ist die Leerstelle, die besnders # die Di®usion wichtig ist. Die Ent-
stehung von Leerstellen kann man sich so vorstellen, da¥ eiber® Achennahes Atom an die Oberéche
springt und einen leeren Gitterplatz zuridck |Avat, der sich aufgrund von anschlie¥senden Platzwechsel-
vorgéngen ins Innere des Gitters bewegt.

11.1.1 Konzentration von Leerstellen

Im Folgenden soll die Thermodynamik von Leerstellen betracket werden, die uns die Konzentration der-
selben im thermodynamischen Gleichgewicht liefert. Im themischen Gleichgewicht ist die Freie Enthalpie
G eines Einkristalls, der Leerstellen enttélt, gegeben durch:

G=(1j x.)Gg+ x G+ GMx (11.1)

Hierin sind: GM* - freie Mischungsenthalpie;Gq - freie Gitterenthalpie; G, - freie Leerstellenenthalpie;
XL - molarer Anteil an Leerstellen. Nach dem Modell der idealen Bsung gilt:

GMiX - HMiX | TSMiX (112)
O+ KT[(1i x )In(Lj xp)+ xInx.] (11.3)

Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt:

@G/Iix
@x

O(Produktregel anwenden!)

1 1
KTL In(Li x)+(1 i XL)lil AR R

KT[i In(1j x.)i 1+Inx. +1]
KT[Inx, i In(1i x)]

Unter der Annahme, da¥ax_ ¢ 1) 1j x ' 1)

@G’Iix
" kT Inx

@x :

@G

——=0=0+ G_ +KkTlInx
) @K ' L ' L '

_ TR S° CHUY
XL =exp j T =exp " exp j T (11.4)

Die freie Enthalpie der Leerstellenbildung, sowie die Entr@ie und die daraus ermittelte Konzentration der
Leerstellen am Schmelzpunkt ist in Tabelle 11.1 #iv verschiedene ausgeshlte Metalle zusammengefasst.
Leerstellen sind immer im Material vorhanden und zwar in der Gé%enordnung 10* ¢ 1 Fd T ! 0
geht zwar auchx, ! 0, aber dort ist die Beweglichkeit so gering, da% sich die Lestellen nicht mehr
ausheilen.
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11.1.2 Leerstellen-Parameter

Punktdefekte stdren den idealen Kristallaufbau und
verursachen eineAnderung physikalischer Eigenschaf-
ten. Am einfachsten ist ihr Ein°u¥s auf den elektri- 2 Welche Arten von Kristallbaufehlern gibt es?
schen Widerstand zu messen. Aus Gleichung 11.4 kann 2 Wie wird die Anzahl der Defekte bestimmt?
enthommen werden, da¥ die Leerstellenkonzentration
temperaturabhéngig ist. Diese Temperaturabhingig-
keit kann gemessen werden, indem ein Material bei
verschiedenen Temperaturen gedht und anschlievsend so schnell abgeschreckt wird, da¥%s diebidgeten
Leerstellen nicht mehr ausheilen Bnnen. Aufgrund der eingefrorenen Gitterfehler kann nun de Wider-
standsdberhghung in AbhAngigkeit von der Temperatur bestimmt werden:

¢%= Nc.% = NY%exp i % (11.5)
S Ty

= N¥%exp St exp j L (11.6)
K kT
| —{z—1}

nur dieser Teil h Angt von T ab

N - Anzahl der Gitterstellen, S, - Anstieg des elektrischen Widerstandes pro Punktdefekt. Af diese
Weise kann die Leerstellenbildungsenthalpied | bestimmt werden, wenn die Widerstandsiberhghung fidr

verschiedene Temperaturen bekannt ist. Allerdings gibt dese Messung keine Aussagéber die Art des

Defektes, da sowohl eine Leerstelle, als auch ein Zwischettgiratom zu einer Erhghung des Widerstandes
fdhren. Demzufolge ist eine Messung der Dichte erforderlich

-~ TI[°C]
400

999 790

[y
(=)

Widerstandserhdhung [ ]

[

(=)
N
[S)

| | | o
08 10 12 14 16
10%[Tq [K™]

Abbildung  11.2: Widerstandénderung durch eingeschreckte Leerstellen in Au. Aus der Steig der Arrhenius-
Auftragung erhélt man die Bindungsenthalpie der Leerstelldg® (Quelle: Gottstein S. 62).

Eine erste Naherung Bber die vorliegende Art der Strstellen kann aus folgendem Gedankenexperiment
gezogen werden:

Werden Leerstellen erzeugt, indem ein Atom aus dem Inneren adie Ober°Ache gebracht wird, so kann
man die Volumendnderung des Defekted/p beschreiben als:

CVp=-+C Vg (117)

- - Atomvolumen; ¢ Vg, - relatives Volumen der Leerstelle. Am Ort der Leerstelle relxieren die Atome
in das frei gewordene Volumen hinein und verringern das Volmen pro Defekt um ¢ Vs, . Der Gitterpa-

rameter - man kann ihn zum Beispiel aus Fntgendi®raktionsexperimenten bestimmen - wird nur durch
das relaxierte Volumen beein°u¥t, da er das Volumen der Elenmtarzelle mi¥at und nicht durch Atome
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beein°uvit wird, die an die Ober®che gesetzt werden. Br die Anderung ¢V desAu¥eren Volumensd/,
durch eine Zahln Leerstellen gilt (lineare Approximation):

¢V -+¢ Vi Vo_ (Lo+¢ L)% L3 ¢L
e n( s Lsr) _ {/ o _ (Lo |_3) I Lo 3L_ (11.8)
() 0 |2 {z 0 } °

Betrachte einen Kubus mit der L Ange Lo

Besteht V; ausm Elementarzellen Vo = mVgz), so ist n=m die Anzahl der Leerstellen pro Elementarzelle.
Die mittlere Volumen Anderung pro Elementarzelle ist dann:

n
¢ Vegz = E¢ Visr

und man erhalt:

NEVisr _ MEVez _ MCVez _ ¢Vez _ (0+¢ @) a3,
= 3

= = = 3t a=y 11.9
Vo Vo MVEgz Vez (H9)
und fév die Konzentration der Leerstellenx,. = n=N gilt
H 1
m- ¢V ntV ¢cL ¢a
= SL=3 o S =X (11.10)

Vo Vo ! Vo Lo @

N = Vo= - Anzahl der Gitterpl #tze. Bei Leerstellen mu¥s alsg- > %2 gelten, fidr ein Zwischengit-

teratom hingegen: ‘”L—L < ‘;—f da ein Atom von der Ober°Ache weg in die Elementarzelle gebracht wird.

¢V =nMsri -) <’0
11.2 Versetzungen (eindimensional)

Es ist verwunderlich, wie einfach Einkristalle verformt werden k@nnen und das lediglich aufgrund ih-

rer intrinsischen mechanischen Weichheit. Auch v eindimensionale Kristallbaufehler gilt, da¥. sie aus
thermodynamischen Grinden praktisch nicht komplett aus dem Kristall entfernt we rden kénnen. Ist der

perfekte Kristallbau entlang von Linien gestért, so spricht man von Versetzungen. Das Verhalten und
die Auswirkungen dieser eindimensionalen Kristallbaufeter auf die mechanischen Eigenschaften soll im
Folgenden erkBst werden.

11.2.1 Theoretische Scherfestigkeit von Einkristallen

Hierzu wird zunAchst ein einfaches Modell von zwei aufeinander liegendentdmlagen (-reihen) betrachtet,
die gegeneinander verschoben werden. Im elastischen Angdautet das Hooke'sche Gesetz:

_ Gx
S d
¢ - Scherspannung;G - Schubmodul, d - Abstand zwischen den Ebenerx - Versatz des Atoms.

= G° (11.11)

;yO®000 ®
L 0® 000

(b)

\/ Verschiebung x

Scherspannung s

Abbildung  11.3: Relative Verschiebung zweier Gitterebenen (oben) sewlie Scherspannung in Aldngigkeit von der
Verschiebung der Ebenen um die Gleichgewichtslage. Die gesilte Linie repésentiert die Anfangssteigung der Kurve
und de niert so den Schermodu(G.
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Bei einem gilseren Versatz liegt das Atom A irgendwanniber dem Atom B. Der Versatz betrdgt dann
die Halfte der Gitterkonstanten, was einem instabilen Gleichgevicht entspricht (¢ = 0). Dieses Szenario
wiederholt sich mit der Periode des Gitters und demzufolge ilf f ¥ die Spannung:

H 1

. 2Y4x
¢ = ¥sin i

a- Gitterkonstante, ¥ - Vorfaktor, der f i kleinen Versatz und kleine Argumentex ¢ a gendhert werden
kann. Dann gilt:

Mit sin 22X 1/, 22X fo|gt ¢ =¥ 22X = SX | ¥ = 22 ynd schlie¥lich:
Ga . 2Yx
= —sin— 11.12
“” 2vd a ( )
Demzufolge gibt es eine kritische Schubspannung, die bétigt wird, um den Kiristall abzuscheren. Zur
Erinnerung: Hier wird ein Idealfall ohne Versetzungen betachtet. Der Ebenenabstandd ist ungefahr
gleich dem Gitterabstand a und es gilt:

Ga, G, G
“% 25 2 6 (119

Dies ist die theoretische Scherfestigkeit. Dieser Wert vorG=6 ist eine obere Grenze. In Tabelle 11.2 sind
die theoretischen Scherfestigkeiten #r verschiedene reine Metalle mit den experimentellen Wetn der
Streckgrenze (Einsetzen der plastischen Verformung) vetighen.

Material ¢ (L0°N=m?)  ¢eyp (L0PN=mM?)  ¢exp=dn  ¥&(10°N=m?)

Ag 1.0 0.37 0.00037 20
Al 0.9 0.78 0.00087 30
Cu 1.4 0.49 0.00035 51
Ni 2.6 3.2 0.0070 121
®-Fe 2.6 27.5 0.011 150

Tabelle 11.2: Theoretische Scherfestigkeign , experimentelle kritische Schubspannungx, und Bruchspannung¥g
verschiedener Metalle. (Quelle: Gottstein)

Typischerweise gilt: ¢exp © 100 4:::100 244
Daraus kann man schlievsen, da¥ plastische Verformung wohlegmicht aufgrund des gleichzeitigen Ab-

gleitens von zwei benachbarten Gitterebenene erfolgt, satern vielmehr aufgrund der Bewegung spezieller
Gitterfehler, den Versetzungen.

11.2.2 Das Peierls Potential

Die Atomkon guration des kristallinen Gitters verursacht ein Periodisches Potential, das Peierls Po-
tential genannt wird. W Ahrend ein Kristall geschert wird, mu¥. v jede Bewegung um die ldnge eines
Gitterabstandes eine Potentialbarriere gberwunden werden. B dieses periodische PotentialUp gilt:

H 21/4xﬂ

Up = Epsin ~= (11.14)
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Abbildung 11.4: Das periodische Peierls Potential als Funktion des @st

Die zur Aberwindung der Barriere ndtige Kraft errechnet sich dann gemévsFp = déi" = ¢pb

1dup— _ 2%

. - - - E

@ b dx ., B '
_ G
T o150 Piy

Hieraus ergeben sich einige wichtige Ab#ingigkeiten:

2 sp | G -hoch fily elastisch feste Materialien (man kann eine Versetzung lehter durch Aluminium
als durch \Yolfram bewegen.

2 o/ exp jBj - Keramiken haben praktisch keine Versetzungen und sind spide.
2 ¢p | 1=exp[d] - Gleitebenen sind in der Regel dichtest gepackt und demzufge weit voneinander
entfernt.

2 Welche Grdvsen bestimmen die kritische Schub
spannung?

2 Wie verhdlt sich die Scherspannung als Funkti-
on der relativen Verschiebung von zwei Kristal-
lagen?

11.2.3 \Versetzungstypen

Stellt man sich die Frage, wie ein Material plastisch verfomt wird, so wissen wir nur, da¥% nicht eine ganze
Ebene gleichzeitig abgeschert wird, sondern 'Reihelf Reihe'. Die dabei entstehenden Gitterfehler nennt
man Versetzungen. Von einem ungegirten Ausgangszustand zu einem Endzustand, dessen Gestalerart
ist, da% ein Teil um eine atomare Stufe (Gitteringe) abgeschert ist, kann man auf zwei unterschiedlichen
Wegen gelangen. Hierbei wird angenommen, da¥s eine ganzeliRevon Atomen verschoben werden kann,
aber nicht die ganze Ebene. Theoretisch kann man also eine Re abscheren, die in Richtung der Schub-
spannung liegt, oder eine, die senkrecht dazu liegt. Diesediden Méglichkeiten sind in Abbildung 11.5
zusammen mit Ausgangs- und Endzustand gezeigt.
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000000000 5
00000000000 2
0-0-0-0-0-0-0-0-0-0C

Abbildung  11.5: Méglichkeiten einen Kristall anhand einzelner Reihen abzusobn. Abgescherte Reihe senkrecht zur
anliegenden Spannung (links) und parallel (rechts) zu ihr.

Im linken Fall (Abscherung einer Reihe senkrecht zur Kraft) wird von einer Stufenversetzung gespro-
chen, im anderen (rechts; Abscherung einer Reihe paralleluz anliegenden Kraft) von einer Schrauben-
versetzung . Letztere Begri®sbildung wird deutlich, wenn man sich die abmare Anordnung an der Grenze
von urspridnglichem und bereits abgeschertem Bereich ansieht. Diesast in Abbildung 11.6 dargestellt.

Abbildung 11.6: Detailansicht auf atomarer Ebene einer Schraubenvematg.

In Abbildung 11.5 (rechts) beginnt das Gleiten an der Stirn°Ache und zieht sich Schritt #v Schritt
nach hinten durch den Kristall durch. Verfolgt man den Weg auf der Ober° Ache um die Versetzungslinie
(markiert durch das graue Atom in Abb. 11.6) herum, so wechsk man bei einem kompletten Umlauf
die Etage im atomaren Netzwerk. Bei Wiederholung dieses Véaufes entsteht eine Schraubenlinie als
Trajektorie.

Die Gestalt der Stufenversetzung ist leichter zu erkennenBlickt man in Richtung der Atomreihe, die
bewegt wird, so sieht man am Ort der Strung eine zudtzliche Reihe von Atomen, die auf der gegefiber-
liegenden Seite des Kristalls keine Fortsetzung "ndet.
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5544

Abbildung  11.7: Detailansicht auf atomarer Ebene einer Stufenversetzung

11.2.4 Der Burgers Vektor

Der Burgers Vektor charakterisiert eine Versetzungslinie Hierzu wird das ges#érte mit dem ungestérten
Gitter verglichen, indem die elementaren Schritte beim Umbuf um die Versetzung in jede Richtung
gezihlt werden (von einem Atom zum néchsten). AnschlieYsend werden genau dieselben Schritte iimem
ungesirten Gitter wiederholt, jedoch wird in diesem Fall der Ring nicht mehr geschlossen; es fehlt ein
elementarer Schritt. Dieser wird als Burgers Vektor de niert.

[ ] L] ° L] ° [ ] o [ b [ ]

Abbildung  11.8: Zur De nition des Burgers Vektors: Umlauf um eine Stufemvsetzung (links) und die selben Schritte
plus Burgers Vektor im ungedirten Gitter (rechts).

Zur Veranschaulichung dieser De nition sind die elementaen Schritte um eine Stufenversetzung in
Abbildung 11.8 gezeigt. Zu beachten ist, da% der Burgers Ve im ungestdérten Bereich de niert ist.
Fi eine Schraubenversetzung ist der Umlauf in Abbildung 119 dargestellt. Da der Burgers Vektor im
unges#rten Gitter de niert ist, zeigt er in dieser Abbildung, die eine gesiite Kristallstruktur zeigt, in
die dem Umlauf entgegengesetzte Richtung.
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Abbildung 11.9: Zur De nition des Burgers Vektors: Umlauf um eine Schréenversetzung und Angabe des Burgers
Vektors.

Anhand des Burgers Vektors werden die beiden eben vorgesten Typen von Versetzungen klassi ziert.
Wie man aus den Umlauf-Bildern entnehmen kann, gilt #ir eine Stufenversetzung:

Burgers Vektor B 0

. B? ds
Versetzungslinie ds

und fir eine Schraubenversetzung:

Burgers Vektor B °

. bkds
Versetzungslinie ds

Dies sind zugleich die elementaren De nitionen von Schrauén- und Stufenversetzungen.

Versetzungen dnnen nicht innerhalb eines Kristalls enden, sie gehen imnredurch den Kristall hindurch
bis zu seiner Ober#che (oder Korngrenze) oder bilden einen Versetzungsring/ersetzungen knnen auch
aufspalten, aber dazu sgter.

Versetzungen nnen durch eine Anhdufung von Leerstellen entstehen, wie das nachstehende Bilder-
deutlicht.

OO0O0O0O0O0OOOOO C0O0O0O0OO0O0OO0OO
O0OO0OO0OOOOOOO OC0000000OD0O OO0
OO0 OO0 O O G KO O O
O0O0O0OO0O0OOO0OO0O0 000000000 OO
OO0O0O0O0O0OOOOO OJCXCHONCXCRONCACRONG)
OO0O0O0OOOOOOO O0O0O0OOOOOOOO

Abbildung  11.10: AnhAufung von Leerstellen bilden Versetzungen

Generell gilt, da¥ der Burgers Vektor einer Versetzung imnregleich bleibt. Da aber die Versetzungslinie
nicht immer eine Gerade ist, sondern ihre Richtungandern kann (was sie auch tut!!), "ndet man in der
Praxis immer eine Kombination beider Typen, also den Wechslevon Stufen- zu Schraubenkon guration.
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Abbildung  11.11: Draufsicht eines teilweise abgescherten KristallAE=Gleitebene). Bei A hat die Versetzung
Schrauben- und bei C Stufencharakter? (- Atome unterhalb der Gleitebenet - Atome oberhalb der Gleitebene)

11.2.5 Experimenteller Nachweis von Versetzungen

Der experimentelle Nachweis von Versetzungen ist mit lichinikroskopischen Methoden n#glich. Da Ver-

setzungen an der Ober#che von Kristallen enden, ist das Gitter an der Ober%che lokal gesfit, was

mit einer lokalen Aufweitung des Gitters einhergeht. Durch Atzen der Ober®Ache wird genau an diesen
Stellen mehr Material abgetragen, als an den ungegiten Bereichen. Hierdurch werden die durch die
lokalen Spannungsfelder der Versetzungen erzeugten @ipchen noch vergdvsert. Diese Gébchen sind

dann lichtmikroskopisch sichtbar. Natérlich muY. die Probe fv diese Untersuchungen speziell @pariert

werden.

Abbildung  11.12: Seitenansicht eine&tzgri\bchens (links, schematisch) und lichtmikroskopische Aufnahmean LiF
in unverformtem (Mitte) und verformtem Zustand (rechts) (Quelé: Reppich, 1969).

Die Versetzungsdichte ist dann de niert als:

_ #V _ Anzahl der durch die Ober°Ache sto¥senden Versetzungen

Flache
LAnge der Versetzungen

Volumen

Yo=

Typische Werte sind: %= 108 mi 2 fiir nicht verformte Materialien und %= 1012 mi 2 fiy verformtes
Material. Daraus lassen sich die Abséinde bestimmen: verformt» 1! m; nicht verformt » 1001 m.

Alternativ kann man Versetzungen mittels Transmissions-Hektronen-Mikroskopie (TEM) nachweisen.
Dies Verfahren stellt hohe Anforderungen an die Probenpéparation, das Mikroskopieren selbst und an
die Auswertung. Ohne in die Details zu gehen, soll an diesert8lle nur die prinzipielle Machbarkeit erw Ahnt
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werden. Versetzungen sind z. B. nur sichtbar, wenn die Braggedingung erflt ist ( gb-Kriterium), das
hei%st man sieht nie alle gleichzeitig.

2 Welche Versetzungstypen gibt es?
2 Wie werden Versetzungen klassi ziert?

2 Wie werden Versetzungen experimentell nachge
wiesen?

Abbildung 11.13: TEM Aufnahme von Versetzungen in Kupfer (Quelle: Mughiog 1971).

11.2.6 Versetzungsbewegung

Erweitert man einen Versetzungsring um das Element
[dsS£ df], so werden zwei Punkte auf diesem Ring um
B in Richtung d+ verschoben.

Nun werden zwei Flle unterschieden: 45

1. dtliegt in der Gleitebene) drkbBmit B? ds

2. dr liegt senkrecht zur Gleitebene) d+? Dmit B? ds

Wenn df nicht in der Gleitebene liegt, dann d®net die Erweiterung des Versetzungsrings ein Volumenele
ment

h i
dV = b[ds£ df] = d+ DBE ds (11.15)

Dies bedeutet, da¥s entwededV = Leerstellen erzeugt werden, oderdV wird doppelt besetzt, es entstehen
Zwischengitteratome.

Man bezeichnet nun die Versetzungsbewegung alkonservativ , wenn kein Volumenelement gé®net
wird (dV = 0). Die Versetzung gleitet. Wird hingegen ein Volumenelenent ged®net dV 6 0), so wird
die Bewegung alsnicht konservativ  bezeichnet, die Versetzung klettert.

Gleitet ein Teil einer Versetzung ab, so entsteht in ihr ein Knick, wobei die Versetzung nach wie vor kom-
plett in der Gleitebene liegt. Wird ein Volumenelement ged®net, so klettert die Versetzung in die échste
Gleitebene. Die Versetzung hat nun einen Sprung. Dieser Teliegt nicht in der Gleitebene und kann sich
nicht mehr durch Gleiten fortbewegen, sondern mu¥ber den energieaufwendigeren Klettermechanismus
bewegt werden.
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Abbildung  11.14: Knicke (links) und Spénge (rechts) von Stufen- (oben) und Schraubenversetzungen (en.

Gleitet nun zum Beispiel eine Stufenversetzung ab, so passit auf atomarer Ebene Folgendes: Am Anfang
ist die Versetzung beim Atom 1. Durch das Scheren wird der Abstand zwischenl und 3 kleiner und
Atom 3 entfernt sich zunehmend von2. Irgendwann ist der Zustand erreicht, wo sich die Absnde
zwischen 1 und 3 sowie zwischen2 und 3 gleichen.

00000T 00000 0O 0000
o @0 00 ® @ O O 0®®@O0
OO0 ® O OO0 @ O OO0 ® O
OO0 O O OO0 OO OO0 0 0

Eine weitere Scherung ihrt dazu, da¥ sich der Kristall neu kon guriert und nun eineatomare Verbindung
zwischen Atom 2 und 3 eingeht. Die Versetzung liegt dann bei Atom 2 und ist um einen atomaren
Schritt nach rechts geglitten.

Legt man beide Bilder Bbereinander, so entsteht folgendes Bild, wobei die grauedtome die zeitlich
spéteren darstellen.

Abbildung  11.15: Schematische Darstellung eines Gleitprozesses einer Siugesetzung nach rechts zu zwei Zeiten
(grau = zeitlich spater).

Die Versetzung ist auch in diesem Fall nach rechts gewandertMan erkennt, da% die atomare Anordnung
kaum durch das Gleiten einer Versetzung veéndert wird (lediglich in der Gleitebene an der Versetzung
selber). Klettert eine Versetzung hingegen wie in Abbildurg 11.16 dargestellt, nach oben, so hintedVst
sie eine Leerstelle ¢V 6 0) und st &rt damit den Kiristallverbund in mehreren Gleitebenen.
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Abbildung 11.16: Schematische Darstellung eines Kletterprozesses einarf&tversetzung nach oben zu zwei Zeiten
(grau = zeitlich spater).

Entscheidend # die Volumenénderung ist das fehlende Atom, wie hier beim Klettern nach ben gezeigt
oder das zugtzliche Atom im Fall des Kletterns nach unten.

Die Volumenénderung wird am einfachsten makroskopisch verdeutlicht.Ein Abscheren durch Gleiten
verdndert das Kristallvolumen nicht, da +; k B. Dies ist im linken Bild von Abbildung 11.17 gezeigt
(3 = 39, Klettern mit +, ? B verAndert sehr wohl das Volumen, was im rechten Teil durch das ggirichelt

gezeichnete Volumenelement angedeutet ist.

77777777777777777777

Abbildung  11.17: Veranschaulichung der Volumémderung beim Versetzungsklettern.

Wiahrend es B Stufenversetzungen Klettern und Gleiten gibt, gilt f v Schraubenversetzungerbk s und
damit auch dV =0, da ds£ #? B. Damit wird bei der Bewegung von Schraubenversetzungen deh den
Kristall nie Volumen ver Andert. Das Selbe gilt fir das Gleiten von Versetzungen. Lediglich das Klettern
von Stufenversetzungen fihrt zu einer Anderung des Volumens.

Das Klettern einer Versetzung ist eng mit Leerstellen und Di&sion verbunden. Der Mechanismus Auft
wie folgt ab: Ein Atom in der N Ahe der Versetzung springt von dort weg in eine Leerstelle. D@ach springt
das Atom an der Versetzung in die erzeugte Leerstelle, woduhcdie Versetzung an dieser Stelle um eine
Stufe nach oben gewandert ist. Dieses Szenario ist in der Alldung 11.18 zweidimensional abgebildet.

OO0 00O OO0 00O OO 00O
OO0 O OO0 OO0 O0OO0O0 OodoOoO
SNeN| el SO WeWe) oe) OO
O 0O O O o o o O 0 O O
D/ooo O O O O O O O O

Abbildung  11.18: Schematische Darstellung eines Kletterprozessiiser den Mechanismus der Di®usion.

Bisher hat sich lediglich ein einzelnes Atom bewegt, die gaze Atomreihe mu¥%s nun noch folgen. DiesAuft
durch einen Schritt-filr-Schritt-ProzeYs ab, wie er in Abbildung 11.19 skizziert st.
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Abbildung  11.19: Schritt-filr-Schritt Klettern einer Atomreihe in eine Versetzung.

Durch das fehlende Atom an der Versetzung icken andere Atome in das freie Volumen und bednstigen so
die Bewegung der Atomreihe. Der Proze¥s des Versetzungskisins unterliegt damit einigen Bedingungen,
nAmlich: Dem Vorhandensein von Leerstellen, hinreichende usion, hohe Temperaturen $ 0;5Ts). Die
Leerstellenbeweglichkeit und Konzentration ist nach dem Arhenius Gesetz am Q5Ts hinreichend hoch.

11.2.7 Versetzungswechselwirkungen

Ein Sprung in einer Versetzung kann aber auch durch die Wecledwirkung oder vielmehr durch das Schnei-
den von zwei Versetzungen erzeugt werden. Angenommen, ehseiden sich zwei Schraubenversetzungen
in zwei zueinander senkrecht stehenden Gleitebenen.

E

A b73

D
b

A

C

Abbildung  11.20: Schneiden zweier Schraubenversetzungen AC und ED in izaeeinander senkrecht stehenden
Ebenen (nur eine gezeigt).

Die eine Ebene ist in Abbildung 11.20 eingezeichnet. Auf inbewegt sich die VersetzungAC, die andere
steht senkrecht auf ihr und verlduft von vorn nach hinten. Wenn nun die VersetzungslinieAC den Punkt
D passiert, wird ein Sprung in der Versetzung durch die Verseung DE gescha®en. Dieser Sprung ist in
Abbildung 11.20 durch S gekennzeichnet. Da eine Versetzungicht innerhalb des Kristalls enden kann,
werden die beiden Teile links und rechts des Sprunges durchigsen in Verbindung gehalten. Der Sprung
hat seinerseits Stufen-Kon guration, da der Burgers Vekta der Versetzung auf inm senkrecht steht.A°C?
kann nun nicht mehr gleiten, da es nun einen Teil (S) gibt, dersich durch Klettern bewegen mu¥a. Auf
diese Weise kann Material verfestigt werden.

Im nun Folgenden werden die verschiedenen Bylichkeiten diskutiert, die sich ergeben, wenn sich zwei
Versetzungen auf zwei senkrecht zueinander stehenden Eb@m schneiden. Generell kann durch die Wech-
selwirkung von zwei Versetzungen in der Versetzungslinieiee Unterbrechung erzeugt werden, wenn der
Burgers Vektor der schneidenden Versetzungslinie senkrbtauf der ersten Versetzungslinie steht. Diese
Unterbrechung hat die LAnge eines Burgers Vektors. Obwohl Versetzungen untersakdliche Richtungen
haben kdnnen, besitzen sie immer denselben Burgers Vektor. Ein Spng ist eine Unterbrechung der
Versetzungslinie, die au¥serhalb der Gleitebene liegt, &rend ein Knick innerhalb der Gleitebene liegt.

Goldene Regel :

Ein Sprung oder Knick wird in einer Versetzungslinie durch de Wechselwirkung
mit einer zweiten Versetzungslinie in Richtung und mit der LAnge des Burgers
Vektors der zweiten Versetzung erzeugt. Je nachdem, ob die tferbrechung
weiterhin in der Gleitebene der Versetzung verbleibt oder icht, spricht man

von Knick oder Sprung.
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Zwei Stufenversetzungen mit zueinander senkrecht stehende n Burgers Vektoren

) Versetzung 2 hat einen Sprung mit Stufenkon guration dap ? ds;.
Nichts passiert mit d3; da er parallel zu B, liegt.

Zwei Stufenversetzungen mit zueinander parallelen Burgers Vek toren

bl/ - bl/

) Beide Versetzungen bekommen Knicke mit Schraubenkon gurtion, da B k Knicky, sowie B k
Knick . Diese Knicke sind nicht stabil und kénnen sich wahrend des Gleitens selber ausheilen.

Eine Stufen- und eine Schraubenversetzung

) Der Sprung in der Stufenversetzung und der Knick in der Schrabenversetzung
haben Stufenkon guration da i§ ? dg;.

Zwei Schraubenversetzungen

In diesem Fall wird zusatzlich beriéicksichtigt, ob die eine Versetzung parallel (erster Fall) oder senkrecht
(zweiter Fall) zu der Gleitebene der anderen Versetzung ligt.



2 Wie

Versetzungs-Wechselwirkung?
2 Was sind Knick und Sprung?

2 Was passiert beim Schneiden einer Stufen- mi
einer Schraubenversetzung?
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1@

In dem Fall, wo die eine Versetzung mitty, parallel zu

der Gleitebene der anderen Versetzung mity liegt, wird
durch die Wechselwirkung der Versetzungen in der Ver-
setzung mit B, ein Knick mit Stufenkon guration und

in der Versetzung mit B, ein Sprung, ebenfalls mit Stu-
fenversetzung erzeugt. Im anderen Fall, wenn die Verset-
zungen senkrecht auf der Gleitebene der jeweils anderen

lautet die goldene Regel bei de

Versetzung stehen (unten) werden in beiden Versetzun-
gen Spiinge mit Stufenkon guration erzeugt.
) Die Springe und der Knick haben Stufenkon guration, daly ? d3;.

11.2.8 Spannungsfelder von Versetzungen

Mit dem Einbau von Versetzungen in den Kristall ist eine FormAnderung des Kiristalls verbunden, die
eine elastische Verspannung des Gitters verursacht. Dieselastischen Verspannungen haben ihrerseits
nun wieder Auswirkungen auf die mechanischen Eigenschaftedes Festldrpers und auch gegenseitig
aufeinander.

Fik die Analyse der Spannungsfelder betrachtet man die allgeeine Form des Hookschen Gesetzes

% =C " (11.16)

in der die Spannung, oder vielmehr der Spannungszustand al8 £ 3 Matrix beschrieben wird. Diese
Matrix enth Alt die eigentlichen Normalspannungen®; und die Schubspannungen in den entsprechenden
ij-Ebenen: ¢;

“Yax iy
B =-ox Yy oz
éax  ézy  Yaz

Diese Matrix ist symmetrisch, das heivst% = %; und ¢; = ¢; . Analog ist der Dehnungszustand durch
eine 3£ 3 Matrix beschrieben

o
o

Xy Xz
yy yz
yz 7z

|
o
o

|
L
o
& X
o
L
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die ihrerseits wiederum symmetrisch ist und die Normaldehug " und Scherdehnung®; enthAlt.

Spannungsfeld einer Schraubenversetzung

Hierzu wird ein Hohlzylinder um eine Versetzung betrachtet Die plastischen Dehnungen im Zentrum des
Zylinders wéaren zu gro¥ als da¥ man sie kontinuumsmechanisch behandedimnte. In Zylinderkoordina-
ten kann fiir die elastische Verzerrung des Hohlzylinders, wie es in Atildung 11.21 gezeigt ist, Folgendes
angenommen werden

Yor = Yp= Y, =0= &y = érz

y

Abbildung  11.21: Schraubenversetzung und ein Hohlzylinder, der im Maheinen entsprechenden Versatz aufweist.

Beachte, da¥ es sich hierbei um eine reine Scherung ZrRichtung handelt. Im Fall karthesischer Ko-
ordinaten wivde gelten: ¥y = %y = %, =0 = ¢y (X = rcosy; y = rsiny; z = z). Um nun diese
Scherspannung in diesem Zylinder zu berechnen, wird ein Zylder wie in Abbildung 11.22 abgeschert
und der versetzte Zylindermantel abgewickelt.

2pr

[
| w |
b

Abbildung  11.22: Zur Berechnung der Scherspannung um eine Schraubenverssy.

Vergleicht man dies mit einem abgewickelten, nicht abgesdrten Zylindermantel, so erhdlt man eine
einfache Scherung. Die Scherung ist durch den Burgers Vektor und éber 2/ar mit dem Radius des
Zylinders verbunden.

b Gb

uz = 21_/4[‘ |@Z} (.4,[2 = 21—/4r (1117)
(=G
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In Zylinderkoordinaten lautet der Spannungstensor dann:

-0 0 0 -
3/zE“Z=:0 0 (.412:
0 ¢z O

Spannungsfeld einer Stufenversetzung

Auch in diesem Fall wird ein Hohlzylinder um die Versetzung glegt. Aus Abbildung 11.23 ist sofort
ersichtlich, da¥ es keine Scherung in-Richtung gibt.

Abbildung  11.23: Stufenversetzung und ein Hohlzylinder, der im Mantelnein entsprechenden Versatz aufweist.

Da durch eine Stufenversetzung eine z@zliche Halbebene in den Kristall eingebracht wird, mu¥a es
Zonen von Kompression und Dehnung geben. Daraus resultiertla¥s es eine Normalspannung geben mu¥a.
Fiv den Spannungstensor gilt dann:

E %{x 6<y 0
WE=Zoy Yy O
0 0 Y,

Es gibt eine Normalspannung inz-Richtung, da jede Kompression eines rpers wegen der Volumenkon-
stanz zu einer Dehnung in die anderen Richtungenghrt. Ohne Beweis gilt:

Y = Gb  y(3x?+ y?) _ Gb  sinp(2 + cos(2))
R (R O 7 (N D) r

°© =0:::0:5 ist die Querkontaktionszahl

Yo = Gb  y(x?i y?) _ Gb  sinpcos(3)
UL AT Py T AL 0)

Yo, = °(Yax + 3/9y)

o Gb  x(x%2j y?) _ Gb  cospcos(3y)

T L °) (Y22 T AL °)

jeweils in karthesischen und Zylinderkoordinaten. Bishemwurde die Versetzung selber auYzer Acht gelassen.
Die Spannung am Kern einer SchraubenversetzungédV/t sich folgendermaYzen abgitaen:

Gb Gb _ G

- _ Gb_Gb_G 111
4e(To) = 500 = 2™ 2, (11.18)

Dies ist die Grenze ik die Scherfestigkeit (theoretisch) und es ist damit auch de Giltigkeitsgrenze der
Kontinuumsmechanik.
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11.2.9 Linienenergie von Versetzungen

Aus dem Spannungsfeld einer Versetzung kann die elastisctgnergie (E  im Fall der Schraubenverset-
zung) berechnet werden. Um eine Versetzung zu erzeugen, mudér Hohlzylinder um die LAnge eines
Burgers Vektors b abgeschert werden.

Fiv eine Schraubenversetzung ist die FAchermnderungdA = drddzund daz =0 :::bist, folgt dA = drdahb.
In der Spannungsmatrix gibt es nur die¢,; Komponente, dap konstant ist, mu¥sfiber z integriert werden.

z Az ! z b z
Ee = 1" b' ¢dz dr = Ruszﬂ:dr— " o r
o= = - b — = Lo
° 2 o e 7 (A
R
%I r— = Gb2| R, Gb In R (11.19)

n =—In—"'" —
4Y, o A4 1o 4Y, b
Fi eine Stufenversetzung gilt:
R
E?e| ' 7Gb2 In —
4%1i °) b
2 Die Linienenergie hat die Dimension einer Kraft.

(11.20)

2 R ist der Au¥ere Radius des Zylinders. Da nur eine Versetzung darin éwalten sein darf, besteht
der Zusammenhang mit der VersetzungsdichteR ¥a et mit %' 10"mi 2 und R ' 0:1' m. Mit

a % ' 10 ist das Spannungsfeld langreichweitig.

2 Egq' % Izn(103) ' %sz (" 4deV Aﬁ notwendige Energie zur Erzeugung von Leerstellen, 1eV)
' maeyIn(10%) = 3G = 3Eq da°’

2 Die Linienenergie von Stufenversetzungen ist gi/er als die von Schraubenversetzungen. Demzufolge
sind die Versetzungen ellyptisch, da sie ihre Energie minineren, indem sie Segmente mit kurzen
Stufen und langen Schrauben Kon gurationen bevorzugen.

2 \ersetzungen l&nnen nicht thermisch erzeugt werden, da mit 4 eV¢, 1 eV die Linienenergie viel
gréaer als die Leerstellenbildungsenergie ist. Versetzungerndasen mechanisch erzeugt werden.

11.2.10 Versetzungswechselwirkungen

ZunéAchst einmal, um die auf die Versetzungen wirkenden Kafte untersuchen zu dnnen, wird die beim
Scheren geleistete Arbeit betrachtet. Sie lautet:

A= ¢bhtlzth= K ¢lgdl, (11.21)

wobei die Kraft K auf eine Versetzung pro Linienelement iv den rechten Teil in Formel 11.21 be#éck-
sichtigt wurde.

1y

—t

Abbildung 11.24: Scherung eines Kristalles durch Versetzungsbewegung.

Ein Vergleich der Koetzienten fiéhrt auf K = ¢b Dies ist die eindimensionale Peach-Koehler-
Gleichung , ihre generelle Form f einen beliebigen Spannungszustand lautet:
K =(%) £ ds (11.22)

Die Peach-Koehler-Gleichung in ihrer allgemeinen Form kan nun herangezogen werden, um die Verset-
zungswechselwirkungen zu analysieren.
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Schraubenversetzungen

a.) zwei parallele Schraubenversetzungen
(d.h. By = B und jbyj = jI))
K1, ist die Kraft durch den Spannungszustand von Versetzung 1 afi
Versetzung 2 mit dem Burgers Vektorb und dem Linienelementds

Ke=0gt)Ed 1 0 13 0 1 Y
0 éxz 0 0 Tf.l/
Kip=4@ 0 0 ¢, At@ 0 AS5£@0A
0 ¢ gz g0 1 of 11 /b
éxz 2 0 éyz ;=4 Gb_ x X
Kio= @ ;b AE@OA =@ gulp A >z Y
0 1 0 &z = | 2y,x7+yZ z
0 Gbib, 2le O(;_b22x2
2Y4 X%+y 2Y4 X%+y
- Gb, b - 2
=@ bR A e B %Y K
0 bi= b
K 0 a4
> . .. . .
KX >0 immer absto¥%ende Kafte zwischen zwei parallelen Versetzungen
y
K;=0 keine Kraft in Richtung der Versetzungslinie

b.) zwei antiparallele Schraubenversetzungen

(d.h. b =i )
Kx =i 67?2% <0 . . . . . .
sz/é X ;y immer anziehende Wechselwirkung zwischen zwei antiparallelenersetzungen
Ky =i Zmxmyz <0
K,=0 I Versetzungsausbschung
Stufenversetzungen
Es werdggy zwei parallele Styfegversejzgngen betrachtet.
Yax éxy 0 bz 0
Kiz=4@ ¢, %, 0 A¢@ 0 AS£@0A
0 Vs, 0 1
0 1 0 1 o0 1 y
3/4<x bz 0 6<y .
Kiz= @ syt ALE@OA =@ ¥y, A o
0 1 0 -
by
K. = Gbib x(x*iy?) _ Gb> x(x*iy?) .
X 2V{1; °) (x2+y2)2 |{2} 2V{1; °) (X2+y2)2 X
bib
K, = -Gbib, yBx2+y?) Zﬁ{ Gb® __y@x*+y?) z
YT 21 °) (x%+y?)? 2Y(1i °) (x2+y?)?

K;=0

Parallele Stufenversetzungen stoYsen sich ab; es gibt keingdftkomponente entlang der Versetzungslinie.
Analog erfahren antiparallele Stufenversetzungen eine aiehende Wechselwirkung, die zu Versetzungs-

ausheilung #hrt.

Diskussion der K- und K -Kraftkomponenten

Hierzu wird jede einzelne Komponente des Kraftvektors betachtet. Positive und negative Krafte sind
nicht als anziehend oder abstoYsend zu betrachten, sondern iner in Bezug auf das Koordinatensystem,

in dem sie wirken.
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Schraubenversetzungen

2 parallel (b, = B)

1. Quadrant: beide Komponenten zeigen zu positiven Rich- y K
tungen. Diese versuchen also, die zweite Versetzung von % % !
dem Kern der ersten (Ursprung) wegzustovsen. Kx

3. Quadrant: beide Komponenten haben negativex- und y-
Werte. Wiederum wird die Versetzung von der im Ursprung ® X
abgestoYen.

2 antiparallel (b, = | B)

1. Quadrant: diese Versetzung wird von der Versetzung im y
Ursprung angezogen. Beide Komponenten des Kraftvektors Kx
zeigen in negative Richtung. Die Versetzung versucht, zum ?ﬁ F(%Ky
Zentrum zu gelangen.
2. Quadrant: eine positive x-Komponente und eine negati- : X
ve y-Komponente fédhren zu einer anziehenden Wechselwir-

kung beider Versetzungen. Im Detail: positivery-Wert mit éﬁ Fé
negativem Vorzeichen und negativerx-Wert mit positivem
Vorzeichen #hren zu der beschriebenen Situation.

Stufenversetzungen

Zunéchst einmal wird die erste Versetzung im Koordinaten-

system und im Kristall verankert. Die Versetzung gleitet in A, JT_ y JT_ <
x-Richtung und klettert in y-Richtung, wenn das nebenste- £ - /*TKY
hende Bild zugrunde gelegt wird. Die Versetzung veduft 1 L K
entlang der z-Richtung. S

K «: Gleitkraft ( xz-Ebene = Gleitebene) ‘ )
Ky: Kletterkraft (senkrecht zur Gleitebene) “J[ j‘*
K: Kraft entlang der Versetzungslinie Sodaler o
Nun sind die Werte x und y zu betrachten und daraus die ' '

Ky und Ky Komponenten zu bestimmen. Hierbei ist das
Vorzeichen zu beachten.

1. Quadrant: fév y > x wird die Versetzung in Richtung der
y-Achse gedéckt und dort kann sie sich nur durch Klettern
weiterbewegen. /g y < x wird die Versetzung zur x = y- 2 Wie gro¥ ist die elastische Linienenergie ein
Linie bewegt und weg von der Versetzung im Ursprung. Stufenversetzung?

Dieser Sachverhalt wiederholt sich, soda% das Problem axif 2 Was gilt fér die Burgers Vektoren zweier sich
alsymmetrisch zu derx- und y-Achse ist. anziehenden Versetzungen?

Einige ausgew #Ahlte F Alle

a.) zwei Stufenversetzungen in derselben Gleitebene
(d-Hy=0) Ky= z2:%51 Ky=0 ) also reines Gleiten, kein Klettern)
2 =ik
) Ki1=j Ky! anziehende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen
L= — L ) B+ B =0"! nach dem Zusammentre®en bleibt keine Versetzung

=T T i zuriick, also Versetzungs-Ausheilung
perfekter Kristall
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) Ki1=K3y! Absto¥ende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen,
/ insbesondere dann, wenn sie auf ein Hindernis tre®en. Es komh zur
e i Aufreihung von Versetzungen.
/ Fir N Versetzungen gilt: ¢ = v 1) N =

2U{1i °) L

ein Spannungsfeld Malt Ver-  ¢2%(1i °)L 450 1) N=4e = 2L, ¢
; ; Gb ' 3 Gb Gb 14 1-1
setzungen von Hindernissen dloc = Ng’«
S 287 ., ; T
fern doc ﬁ »Cerit © doc
) ; ceorit Gb
‘. T

Die Scherspannung lngt von der Anzahl der VersetzungenN und dem
Peierls Potential ¢y ab.

b.) zwei Stufenversetzungen in verschiedenen Gleitebenen

=1
f Bei parallelen Burgers Vektoren kommt es zu einer stabilen ¥rsetzungs-
Kon guration, wenn die Versetzungen aufeinander gestapélangeordnet sind (x = 0).
L Diese Versetzungsstrukturen ndet man oft in Kleinwinkelkorngrenzen wieder.
" Die Kréfte sind absto¥zend undghren zu Kletterprozessen.
2h= i
‘ Bei antiparallelen Burgers Vektoren ist die Anordnung eberfalls Bbereinander stabil,
L wohingegen die Kletterkréfte anziehend sind.

2P = y; x = y (45*-Position)
‘ 1 Kx=0; Ky = 55282 Es gibt keine Gleitkrifte in dieser Kon guration und dem-
1 nach ist die Situation / Anordnung metastabil, da eine kleine Anderung sofort zu
Versetzungsbewegung#hrt.

2P, = j ; x = y (45*-Position)
Die Anordnung von antiparallelen Versetzungen in der 45-Position ist stabil, man
1 sprichtauch von einem Versetzungs-Dipol, wobei das Spanmgsfeld sehr stark abAllt.
Diese Anordnung wird in der Realitdt beobachtet und ist filr die Materialermidung
entscheidend.

Generell gilt
y
2 =1
absto¥sende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen L T
LEETY
2 =ik L

anziehende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen

2 je nachdem ob Versetzungen parallel oder antiparallel zueander sind,
kommt es zu Kréften, die die Versetzung stapeln néchten oder in die
45 -Position schieben. (... ist diese/jene Versetzungsanomling génstiger)

11.2.11 Passierspannung von zwei Versetzungen

Um einen Polykristall zu verformen, miissen die stabilen Positionen der Versetzungeberwunden werden.
Die Passierspannungéps kann nach der Peach-Koehler-Gleichung angegeben werden:

K X; max

3 —— 11.2
s (11.23)
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Die Versetzungen bewegen sich auf parallelen Gleitebenedede Versetzung erfihrt dabei eine Wechsel-
wirkung mit den anderen Versetzungen auf den parallelen Gigebenen. Im einfachsten Fall betrachtet
man die Kraft, die zwischen zwei parallelen Schraubenverseungen wirkt. Da das Spannungsfeld der
Schraubenversetzungen radialsymmetrisch ist hat die Krafnur eine radiale Komponente, die lediglich
vom Abstand der Versetzungen ablngt, sie lautet:

Gl?
2Yar

Die Kraft zwischen zwei parallelen Stufenversetzungen midem gleichen Burgers Vektor ist keine Zen-
tralkraft und man muY. daher eine radiale und eine tangentis# Komponente begcksichtigen. Die Kraft
pro Einheitsldnge ist gegeben durch:

_ Gk 1 o= Gk sin2f
T 2Ll °)r ET vy o) v

Da sich die Versetzungen vornehmlich in der Gleitebene bewgen ist vor Allem die x-Komponente der
Kraft interessant.

Fr = ¢ée.b=

F

Fy F,cos£+ F¢ sinfE
G x(x*i y%)
LT °) (2 + y?)?

In Abbildung 11.25 zeigt die Kraft Fx mit dem Abstand X, wobei x eine Funktion von y ist.

Ky2p(1- Dy /Gb 2
o o

N w

1

o
i

-0,1

-0,2

Kraft zwischen Stufenversetzungen

in parallelen Gleitebenen

-0,3 -

Abbildung  11.25: Kraft zwischen zwei parallelen (durchgezogene Lini@d antiparallelen (gestrichelte Linie) Burgers
Vektoren im Abstandx, wobei dieser als Funktion vory angegeben wird.

Die Versetzungen mit parallelen Burgers Vektoren stoYsen gicab, wennx >y (also £ < 45%) ist und
ziehen sich an iy x <y (£ > 45%). Fy ist Null bei x =0 und x = y.

Die maximale Schubspannung, mit der zwei parallele Stufenaf parallelen Gleitebenen, die einen Abstand
von y voneinander haben, miteinander wechselwirken wird durch B®erenzieren gefunden. Es liegt bei:

Xmax = (818 pE)y
Und damit gilt f & die Kraft:
- oF 1
’ 2/1i °)y
mit © '

GI?
Ky max = W
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mit dem Zusammenhang zwischen der Versetzungsdichteps in parallelen GIeitebenen:% = % =P Yos
und ® ' % folgt:

éps = ®GH Vs (11.24)

Abbildung  11.26: Zwei Versetzungen passieren einander im Abstaydlinks). Dieser Abstand ist proportional zum
mittleren Abstand der Versetzungen in parallelen Gleitebemd (rechts).

11.2.12 Schneidspannung von zwei Versetzungen
Das Schneiden von Versetzungendhrt zu der Bildung von Knicken und Springen. Die Energie um einen
Sprung zu erzeugen ist:

1
?2 _
E—ZGbe

Der Sprung hat die LAnge b. Diese Energie mu¥s durch die von au¥zen angelegte Spannunggabfacht
werden. Nach der Peach-Koehler-Gleichung giltF = ¢csbly, mit Iy, der freien Versetzungs-Weglnge.
Demzufolge gilt:

10t
1 cni?
E? = EGbe: écsblyb . e
- , : _ b=
und fir die Schneidspannung gilt dann: § 1091
(o]
1Gb 1 =
écs = =— = —Gbplij E 108
2 |y 2 o
) ) el
mit I, = 9117—37 Schlievlich er@it man die Taylor-Formel  fir > 10
Versetzungs-Verfestigung durch einfache Addition von Scheid- und Pas- 106 L ‘

10°

sierspannung: 2
FlieBspannung

o = &GP g+ %Gbp%?
© ecl v (11.25)

11.2.13 Frank-Read-Quelle

Versetzungen werden an Oberfichen von Kiristallen erzeugt, wo sie anfangen und enden. Déberhinaus
kédnnen Versetzungen auch im Innern von Kristallen erzeugt welden. Die Erzeugung von Versetzungen
und die Beschreibung des dazugeafrigen Mechanismus ist unter dem Begri® Frank-Read-Quelleekannt.

Zwischen zwei Haltepunkten, die unterschiedliche Charakeristika haben kénnen, liegt eine Versetzung,
die unter dem Ein°u¥% einerdu¥eren Spannung verformt wird. Die Scherkrafg bwirkt auf die L Angel.

Ist die Kraft gro¥s genug, wird die Versetzungslinie verglsert.
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th th
b M
D' o ——

D

Abbildung  11.27: Verformung / Ausbauchung einer Versetzung aufgrund em@u¥eren Spannung.

Die Scherkraft ist in jedem Punkt senkrecht zur Versetzungéinie, daher kommt es zu Kraften auf die
Versetzungslinie, die der urspénglichen Scherkraft entgegengerichtet sind. Wenn die Buche dieser Teile
sehr eng zusammen kommen, danndnnen sich die Teile der Versetzung zusammenschlie¥aen.

@ ‘t | .
Abbildung 11.28: Die Frank-Read-Quelle erzeugt einen Versetzungsrimgd reproduziert sich selber.

Wenn die Versetzung Stufencharakter hatte, dann ha- _
ben die BAuche an der Stelle Schrauben-Kon guration, ZUM N ACHDENKEN:

wo die Segmente antiparallel liegen. Durch die anti- 2 Wovon héngen in erster Linie Schneid- und Pas-
parallele Kon guration haben die Segmente anziehen- sierspannung von zwei Versetzungen ab?

de Wechselwirkung und die Versetzung wird an die- 2 Warum kommt es bei der Frank-Read-Quelle zu
ser Stelle ausgddscht. Dieses Szenario endet mit einer einem Ausbauchen der Versetzungslinie (auch
geraden Versetzungslinie zwischen den beiden Halte- entgegengesetzt zuduYseren Spannung?
punkten und einem darum liegenden Versetzungsring.

Dieser Proze¥s wiederholt sich von selber, der ohne
Anderung der Au¥seren Bedingungen nicht endet.

11.2.14 Teilversetzungen und Stapelfehler

Bisher wurden nur ganze Versetzungen betrachtet, was bed¢et, da¥ die Kristallstruktur nach einem
elementaren Abgleitschritt bis auf die Versetzungslinie ungestrt wieder hergestellt wird. Dar@berhinaus
gibt es sogenannte Teilversetzungen. Die Linienenergie an Versetzung kann noch weiter herabgesetzt
werden, wenn die Versetzung in Teilversetzungen aufspalte wie es in Abbildung 11.29 gezeigt ist. In
diesem Fall spaltet die Versetzung in zwei Halbversetzunge auf.

AL

Abbildung 11.29: Teilversetzung: Eine Versetzung (links) spaltet in zwiialbversetzungen auf (rechts) und verursacht
eine zwischen den Teilversetzungen liegended8ing des Gitters.
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Eine mdgliche Aufspaltung ist:

_a _a a. -
b= 5[101]=Z[112]+ £[211]

Die Linienenergie ist proportional zu E, / GB?. Auf der linken Seite steht damit % ¢2 = % und auf der

rechten Seite:%<16+ % = 33—2 Demzufolge ist ein Versetzungsaufspalten energetischigstiger (% < %).

Diesen Typ von Versetzungen nennt man auch 'Schokley Versetingen' des kubisch @chenzentrierten
Gitters; sie verursachen Stapelfehler.

Wenn man in < 111> -Richtung einer kubisch °Achenzentrier-

ten Struktur sieht, so erkennt man eine sechsfache Symmei

A A In einem kfz-Material ist_die Stapelfolge der Atome von eine

/B\\ Ebene zu der NichstenA - B - ¢. LAuft nun eine Versetzung
C/ \C mit B= § < 110> durch den Kristall, so wird ein Atom auf
A )( A )( A der Lage ¢ auf die nAchste ¢ Position geschoben. Eine Teilver-
B B setzung wivde das Atom zurdchst auf eine PositionB schieben.
\\\ A Auf diese Weise entsteht ein Stapelfehler. Die Stapelseqoe ist
C dann A - B - A - B. (Dies entspricht der hexagonalen Symme-
A A trie!) Man bengdtigt nun eine zweite Teilversetzung, um den

Stapelfehler wieder zu entfernen.

Die Bewegung einer Teilversetzung #hrt also nicht zu einer
Zerstdrung des Gitters, sondern zu Stapelfehlern. Die Teilverdgungen, die aus einer Versetzung ent-
standen sind, wechselwirken miteinander. Spaltet eine Veretzung auf, so entstehen immer gemischte
Teilversetzungen, also mit Stufen- und Schraubencharakte Die Stufen- und Schraubenanteile sto%en
sich jeweils voneinander ab, vhrend zwischen den Stufen- und Schraubenanteilen keine Weselwirkung
existiert. Die Teilversetzungen wirden sich also weit voneinander entfernen, wenn damit nichauch eine
Stdrung des Gitters verbunden wire. Ist die Stapelfehlerenergie pro Ficheneinheit® sg [N=m], so gilt:

Esp = °sk CL ¢x

L - LAnge undx - Abstand der Versetzungen. Es wirkt also eine Kraft zur Verkeinerung des Stapelfehlers:

dE
Ksr =i d;F:iOSF

und es gibt eine Kraft, die diese ausgleicht:

Ko = G ¢b—51 ¢b§2 X
R~ Y X2+ y2

vereinfacht zu zwei parallelen Schraubenversetzungery (= 0):

K. = GO ot
R 2Y,x

Abbildung  11.30: Aufspalten einer Versetzung in Schokley Versetzungen.
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Die Aufspaltung von VersetzungenTy in zwei Teilversetzungen®; und 1, ist in Abbildung 11.30 gezeigt,

ebenso die dadurch entstehende Bche des gedrten Gitters.

Da die beiden Kréfte, die die Teilversetzungen auseinander beziehungsveei zusammen treiben, im Gleich-
gewicht stehen gilt: Kg = | Ksg ! Kgr + Kgg = 0. Betrachtet man nun einen einfachen Fall, wo eine
Versetzung aufspaltet in: [1 1 1]! [11 2] +[2 1 1], wobei der Burgers Vektorh, = &< 112> ist, dann

gilt:

Gy ¢y, Gea?¢3 _ Gal
Waxse  Maxer 36 24Ya e
xer = S%
24, °sr

(11.26)

Die Aufspaltungsweite hAngt damit emp ndlich von der Stapelfehlerenergie ab. So sid zum Beispiel
die Versetzungen in Silber viel weiter aufgespalten als in Aiminium. Demzufolge werden in Silber viel
grésere Spannungen bétigt, um die aufgespaltenen Versetzungen wieder einzusaliven, was i die Ver-
setzungsbewegung zwingend erforderlich ist, damit dieseugrgleiten kénnen. Aluminium hat aus diesem
Grund viel geringere Festigkeiten als Silber.

2 Warum kommt es zur Aufspaltung von Verset-

fcc-type Ag Cu Ni Al zungen?

material 2 Wie bewegen sich aufgespaltene Versetzungen
°se [mJ=m?] 20 40 150 180

Xsk =b 15 11 5 1

| —{z—} |—{z—}
A B

Tabelle 11.3: A: niedrige Stapelfehlerenergié Versetzungsaufspaltung ist gro¥s
B: hohe Stapelfehlerenergié Teilversetzungen liegen #her beieinander.

Einige Konsequenzen der Versetzungsaufspaltung

2 Urspringlich bewegen sich Stufenversetzunger(? d<) in einer ausgewiesenen Gleitebene, wohin-
gegen Schraubenversetzungerii(k d<) sich in mehreren mdglichen Gleitebenen bewegen dnnen.
Spalten die Versetzungen auf, so bekommen Schraubenvergahgen einen Anteil mit Stufenkon -
guration und haben demzufolge auch eine ausgewiesene Gediene. Dies ist die Ebene des Stapel-
fehlers.

2 Die Wahrscheinlichkeit des Quergleitens lngt von der Stapelfehlerenergie ab. Metalle mit einer
hohen Stapelfehlerenergie haben kleine Abdhde zwischen den Teilversetzungen und demzufolge
eine hohe Wahrscheinlichkeit zur Quergleitung. Die Teilvesetzungen missen nicht weit eingeschivrt
werden, um die Gleitebene zu wechseln.

2 In kubisch raumzentrierten Materialien ist die Stapelfehlerenergie sehr hoch und der Abstand der
Versetzungen sehr gering. Zum Beispiel spaltet sich eine Veetzung in vier Teilversetzungen gendvs
folgenden Zusammenhanges auf:

2[111]:g[l10]+g[101]+g[011]+%[111]

Wenn eine solche Versetzung erst einmal in dieser Form aufgpalten ist, so bewegen sich die Ver-
setzungen nicht mehr, da der Stapelfehler nun nicht mehr in mer Ebene liegt. Das Material wird
spréde. Dies ist in den beiden rechten Teilbildern von Abbildurg 11.31 gezeigt.
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B B.
A |3[111] M1 7 D, By 2| 3[111]
\B, 11yt
Rl Rl R T o1y @V : /B,
\ 14 5: 3 l\bg 5>2 3 51
L . D D, 3 Ds D 3 D, D
% |5 |5 | 2|
- . (101)—] >~ -+ (110)
~—r— (110) ~—r— \—(011) ~—r—
Abbildung  11.31: Gleitfhige (links) und se¥shafte (mitte und rechts) Kon gurationen lheler Versetzungsaufspaltung

in kubisch raumzentrierten Material.

Abbildung

In Abbildung 11.31 sind gleitfahige und seYzhafte Kon gurationenér die Versetzungsaufspaltung in
kubisch raumzentrierten Kristallstrukturen gezeigt. Ein aufgespaltenes System von Teilversetzungen
bleibt gleitf Ahig, wenn beide Gleitebenen planar zueinander liegen.

In dieser Kon guration kann von einer 60-prozentigen Energeeinsparung ausgegangen werden, da
die Linienenergie von $[111] proportional zu f’—laz ist, wohingegen die Teilversetzungen auf eine
gesamte Linienenergie von%a2 kommen. Demnach wird es immer zur Versetzungsaufspaltung
kommen. Die Bberwindung der se¥haften Kon guration der Teilversetzungn mu¥a thermisch akti-
viert werden. Nur auf diese Weise wird ein Quergleiten der Vesetzungen ernsglicht. Demzufolge
erwartet man eine Zunahme der Spddigkeit mit der Temperatur, das hei¥at Fe< Cr < Mo < W.

11.32: Teilversetzungen #nnen nur dann quergleiten, wenn zumindest auf kurzen Streokdie Verset-

zungsaufspaltung aufgehoben wird.

Das Quergleiten von Teilversetzungen ist nur dann néglich, wenn diese auf einer Bnge | wieder
zu einer Versetzung zusammengg@hrt werden, wie es in Abbildung 11.32 gezeigt ist. Bei ernetem
Aufspalten kann die Gleitebene wechseln (hier von111) auf (111)).

Schraubenversetzungen sind in kubisch raumzentrierten Mrialien schwerer zu bewegen als Stu-
fenversetzungen. Dies steht im Gegensatz zum Fall kubisch&chenzentrierter Materialien; dafil ist
die Linienenergie verantwortlich.

11.3 Gleitsysteme in wichtigen Kristallstrukturen

Zur Wiederholung einige Konsequenzen des bishalber Versetzungen Gesagten:

2

Ein Gleitsystem besteht aus einer Gleitebene (GE) und Versiungen, die auf ihr gleiten. Da die
Versetzungen keine Spiinge haben dirfen, um gleiten zu kénnen, gilt: B¢age = 0.

Die Linienenergie der Versetzungen ist proportional zub?. Demzufolge sind die irzesten Transla-
tionsvektoren des Gitters bevorzugte Gleitrichtungen; in dieser Richtung ist das Peierls-Potential
gering.

Die Gleitebenenschar mit den kleinsten Millerschen Indice hat den giYiten Ebenenabstand. Zum
Beispiel gilt fér ein kubisches System & - Gitterparameter; d - Ebenenabstand:

a
p:
h2+ k2 + |2
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11.3.1 Kubisch ° Achenzentrierte Struktur

Gleitrichtung: b= § < 110>.

Abbildung  11.33: Kubisch “Achenzentriertes System mit den eingezeichnetefirkesten Atomabsfinden in< 111> -
Richtung.

GemaYs der Abbildung 11.33 ist der Krzeste Abstand in einer kubisch Achenzentrierten Struktur zwi-
schen Atom 1 und Atom 2. Dieser Abstand reprsentiert die Gleitrichtung. Sucht man nun die sym-
metrisch Aguivalenten Vektoren, so spannt die Schar dieser Vektoremlie Gleitebene auf, wie es in der
Abbildung gezeigt ist. Um eine Gleitebene zu identi zieren muYz man nach dichtest gepackten Ebenen
suchen. Um unterschiedliche Ebenen miteinander verglei@n zu kénnen, mu¥s man die Anzahl der Atome
pro Elementarzelle, die in der Gleitebene liegen, bestimnre Schlie%lich teilt man diese Anzahl durch die
umschlossene Fdche. So gilt zum Beispiel:

f100g Die Anzahl der Atome ist 1¢1+4 ¢% =2, da ein Atom im Zentrum der Fl Ache sitzt und vier
Atome auf den Ecken und damit in jeweils vier Flachen gleichzeitig. Die FiAche ista? und damit
ist die FIAchenpackungsdichted, = 2=a.

f111g Die Anzahl der Atome ist 3¢% +3 d% = 2, da drei Atome auf den Kanten in jeweils zwei FlAchen-
elementen enthalten sind, sowie drei Atome auf den Ecken, diin jeweils sechs FAchenelementen
enthalten sind.
In der FlAche gilt: Izp: h? + p?; 2p= | und damit h? = 12 2.
Schlievdlich gilth = —2I. , . wANBa
Die FlAche b&stimmt sich dann zuA = T§I ¢l = T§I2.
Nun gilt | = b 28 mit a-Gitterparameter und damit:

A= 3a?

Die FlAchenpackungsdichte ist damitd, = 4:p 3a?

Da der Wert der FlAchenpackungsdichte in derf 11 1g Ebene g¥ser ist als der in def 100y Ebene kann
man schlievsen, da¥z dfel 1 1g Ebene die bevorzugte Gleitebene darstellt.

11.3.2 Kubisch raumzentrierte Struktur

Gleitrichtung: b= < 111>.

In der nebenstehenden Abbildung sind drei verschiedenen Emen ein-
gezeichnet. Dief 00 1g Ebene hat eine kleinere Fiche bei mehr darin
liegenden Atomen als die beiden Anderen. Es ist also leichtigezusehen,
da¥a dief 0 0 1g Ebene die bevorzugte Gleitebene darstellt. Dennoch wer-
den auch dief112y und f12 3y Gleitebenen beobachtet.
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11.3.3 Hexagonal dichtest gepackte

Struktur R
Gleitrichtung: b= § < 1120> —\ F VaNe
Gleitebene:f000 g P . A B
Wobei aber auch die in der Abbildung rechts dar- f } az. \
gestellten Gleitebenengber der Basisf0001g, die Lo N .
FlAche des Prismad 101 0y, sowie Bber die zwei py- K d.7
ramidalen FlAchenf1012g und f101 1g wie einge- L S\
zeichnet mgglich sind. Y N I a

G | H
Kristall-  Gleit- Gleit- Zahl der nicht Zahl der Gleitrich- A nzahl der

struktur  ebene richtung  parallelen Ebenen tungen pro Ebene Gleitsysteme

kfz f111g < 110> 4 3 12=(4£ 3)

krz f11g <111> 6 2 12=(6£ 2)
f11y < 111> 12 1 12 = (12£ 1)
f123 < 111> 24 1 24 = (24£ 1)

hex f0001ly < 1120> 1 3 3=(1£3) Basis
f1010y < 1120> 3 1 3=(3£1) Prisma
f1011g < 1120> 6 1 6=(6£1) Pyramide

Tabelle 11.4: Gleitsysteme der wichtigsten Kristallstrukturen.

11.4 Korngrenzen

Die Korngrenze ist der am Bngsten bekannte und dennoch am wenigsten verstandene Gétfehler. Eine
Korngrenze ist leicht erklart, sie trennt nAmlich Bereiche unterschiedlicher Orientierung von ansosten
gleicher Kristallstruktur. Im Zweidimensionalen braucht man vier Parameter, um eine Korngrenze zu
beschreiben

- im Dreidimensionalen sind es schon acht. Aus dieser Kompkit At
réhrt auch der Mangel an Kenntnis dber die Korngrenzen. Zur Be-
schreibung der Korngrenze begtigt man (in 2-dim.) den Winkel £,
der zwischen der selben Orientierung zweier Erner liegt, den Winkel
a der zwischen einem Korn und der Korngrenze eingeschlosseist
und einen Vektor t, der die Verschiebung der beiden Krner relativ
zueinander beschreibt.

Die Orientierungsbeziehung zwischen den Krnern wird durch eine
reine Rotation beschrieben, wobei durch die Lage der Rotatiosachse
unterschiedliche Szenarien entstehen. Die Orientierundseziehung /
Rotation wird anhand der Euler-Winkel beschrieben.

Kann im Dreidimensionalen einer der drei Euler-Winkel glech Null gesetzt werden, so steht die Drehachse
senkrecht zur Korngrenze. In diesem Fall spricht man von eier Drehkorngrenze . Im Allgemeinen sind
jedoch alle drei Winkel ungleich Null und es handelt sich dam um eine asymmetrische Kippkorn-
grenze . Diese beiden Typen von Korngrenzen sind in Abbildung 11.34largestellt.
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Korngrenze

Dreh-
achse

Korngrenze Kippachse
Abbildung  11.34: Drehkorngrenze (links) und Kippkorngrenze (rechts).

Korngrenzen, die parallel zur Drehachse liegen, werden alsals Kippkorngrenzen bezeichnet. Liegen
nun beide angrenzenden Gitter spiegelbildlich zueinandemit der Korngrenze als Spiegelebene (Fallen
also die Korngrenze und die Symmetrieebene zusammen) so 8fit man von einer symmetrischen
Kippkorngrenze

11.4.1 Struktur von Korngrenzen

Ist eine Korngrenze komplett aus der Aneinanderreihung vorVersetzungen aufgebaut, so spricht man von
einer Kleinwinkel-Korngrenze . In diesem Fall ist der Orientierungsunterschied zwischerden Kdrnern
sehr klein. Symmetrische Kleinwinkel-Kippkorngrenzen weden lediglich von einer Schar von Versetzungen
gebildet, wie es in Abbildung 11.35 zu sehen ist.

4 ) [ L]
O—O——O0——0O—0O0—C0O—0O——C0O—0
L L DL AL
LD LD 7]
O—0O—0O0—0 O—O—0O—0
DS SEe
LI Lo bl
Abbildung 11.35: Eine Schar von Versetzungen bildet eine symmetrischeiiilgnkel-Kippkorngrenze (links), wohin-

gegen zur Bildung einer asymmetrischen Kleinwinkel-Kippkmrenze zwei Scharen von Versetzungen erforderlich sind
(rechts).

Sind die Kippkorngrenzen hingegen unsymmetrisch, so werdemindestens zwei Scharen von Versetzungen
bendtigt, um diese zu bilden. Zugtzlich zu der geforderten Existenz dieser Scharen éssen die Burgers
Vektoren der Scharen jeweils zueinander gleich orientiertin Bezug auf die Burgers Vektoren der jeweils
anderen Schar aber senkrecht liegen. Die Anzahl der Versaingen der zweiten Schar nimmt mit der
Abweichung von der symmetrischen Korngrenzlage zu.

Kleinwinkel Drehkorngrenzen werden durch mindestens zweScharen von Schraubenversetzungen gebil-
det. Dies kann man sich anschaulich so vorstellen, da¥ einelar von parallelen Schraubenversetzungen
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eine Scherung erzeugt. Erst wenn es zu zwei zueinander seekht stehenden Scherungen kommt, wird
eine Rotation=Drehung erzeugt.

Q

=)

J

Korngrenzen, deren Orientierungen um mehr als 15 voneinander abweichen, Bnnen nicht mehr aus-
schlievlich durch Versetzungen gebildet werden, sie werdeitls GroYawinkel-Korngrenzen  bezeichnet.
Die Struktur dieser Grenzen erscheint zudchst regellos. Prinzipiell ist jeder beliebige Winkel néglich,
der den Orientierungsunterschied der beiden angrenzendeikidrner beschreibt. In der Realitdt kommt es
aber zu bevorzugten Winkellagen.

Wird n Amlich eine Korngrenze aus einer Aneinanderreihung von Veetzungen gebildet, so bestimmt der
diskrete Abstand der Versetzungen, der ja an das Kristallgiter gekoppelt ist, auch diskrete Winkel. Bei
kleinen Winkeln ist der Burgers Vektor der Versetzung viel Keiner als der Abstand der Versetzungen
(E ' b=D), soda¥s sich der Winkel quasi kontinuierlichAndert. Bei gro¥sen Winkeln wird der Orientie-
rungsunterschied zwischen zwei aufeinanderfolgenden pedischen Versetzungsanordnungen begichtlich.
Kommt zum Beispiel eine Versetzung alle 4 Atomabsnde vor (D = 4b), so ist £ = 14 ;3*, bei D = 3b
ist £=19 ;2*

Jede Abweichung von diesen Vorgaben an die Winkel
und damit an das Gitter verursacht eine Gitterverzer-
2 Welche Arten von Korngrenzen gibt es? rung, die mit einem Energieaufwand verbunden ist. Man
2 Wie sind Kleinwinkelkorngrenzen aufgebaut? kann daher davon ausgehen, da’s die Korngrenze dann
energetisch gnstig und damit wahrscheinlicher anzutref-
fen ist, wenn die Atomlagen mBglichst wenig von ihren
idealen Positionen abweichen.

11.4.2 Das Koinzidenzgitter

Wenn beide Gitter an der Korngrenze ungesivt, das heivst nicht elastisch verzerrt werden und daiber-
hinaus es die Orientierungsbeziehung erlaubt, da% sich &e Atomebenen beider Kristalle unverzerrt in
die Korngrenze fortfiélhren k@nnen, so spricht man von den Gitterpunkten, die beiden Gitiern gleichzeitig
angehdren, als Koinzidenz(gitter)punkte. Da die Orientierungsbeziehung durch eine Rotation beschrieben
wird, kann man untersuchen bei welchem Drehwinkel Koinzidezpunkte auftreten. Ein einfaches Beispiel
ist eine Rotation von 36:87¢ um eine < 100 >-Achse im kubischen Gitter. Dies ist in Abbildung 11.36
gezeigt, wobei die Korngrenzebene senkrecht zur Papierebe steht.

Es handelt sich um eine Kippkorngrenze. An dieser Stelle segingemerkt, da¥s sich der Winkel von 387*
in der Abbildung im Winkel ® versteckt. Dieser betAgt 36:87* + 90* und charakterisiert aufgrund der
90*-Symmetrie des kubischen Gitters diese Rotation. Neben defsitterpunkten der einzelnen Kdrner (+
und O) auf jeder Seite der Korngrenze sind zudtzlich die Positionen eingezeichnet, bei denen die Gitter
sich lberschneiden wirden, wenn man sie in den jeweils anderen Kristall fortseten wérde kénnen. Da also
beide Gitter periodisch sind, méssen auch die Koinzidenzpunkte periodisch sein, das hei%ie spannen
ebenfalls ein Gitter auf, dasKoinzidenzgitter  genannt wird. Die Elementarzelle ist nativlich gréYzer als
die des Gitters. Als MaV. v die Gr@lse der Koinzidenzgitterzelle oder die Dichte der Koinzidezpunkte
wird de niert:

X Volumen der Elementarzelle des Koinzidenzgitters
"~ Volumen der Elementarzelle des Kristallgitters

. . . . P = o , . o
Fir die gezeigte Rotation um 3687+ ist = a(ap 5)?=a® = 5, das hei%t jeder finfte Gitterpunkt ist ein
Koinzidenzpunkt. Das Volumen des Koinzidenzgitters ist nicht kubisch, wie das Kristallgitter, sondern
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Abbildung 11.36: Gitter der benachbarten rner und Koinzidenzgitter bei einem Orientierungsuntersiglll von36:87*
in Bezug auf eine Rotation um die< 100> -Achse im kubischen Gitter.

setzt sich in Richtung der Korngrgnze mit der Periode des Krstallgitters (a) fort, damit betr Agt das
Volumen der Elementarzelle:a(a 5)2.

Die Korngrenze ist nun aufgrund der Tatsache, da% Koinzidezpunkte mit geringerer Energie verbunden
sind, bemdht durch m@glichst viele Koinzidenzpunkte zu verlaufen. Korngrenze, die der Gestalt sind,
dava die Orientierungsbeziehungen zwischen gﬁn Kristall&ine hohe Anzahl an Koinzidenzpunkten zudivit

nennt man Koinzidenzkorngrenzen. Je kleiner

so besser ist die Korngrenze geordnet. Kleinwinkelkorngrezen kann man mit
abgesehen von den At

Zwillingsgrenzen haben

(was immer ganzzahlig und ungerade sein mu¥4) ist, um

= 1 bezeichnen, da
en am Versetzungskern jedes Atom einoiizidenzpunkt darstellt.
Gl

= 3 und das, obwohl jeder Gitterpunkt des einen Gitters an der Grenze auch

Punkt des anderen Gitters ist. Im kubisch °Achenzentrierten System ist dies einzusehen, da aufgrunded

Stapelfolge eine Raumgitterkoinzidenz nur in jeder dritten Parallelebene zur kolarenten Zwillingsgrenze
mgglich ist.

Werden zwei identische, ineinander liegende Gitter symmetsch gegeneinander gekippt (Drehung um eine

ISt.

Abbildung
Kristalle.

Achse senkrecht zur Papierebene) bildet sich ein Koinzidezgitter, wie es in Abbildung 11.37 dargestellt

600000000044,
oooOoOOOOOOOooo
6000000 0000644
OOoOoOO OOOOOOO
6000000000060,
oOOoOoO OOOOOOO
oOoooOO ©00o00g,
000000900000,

OooooOOOOOOOOOoO
OOoOoOOOOOoOOOO
0000000100006 ¢ 4
oooooOO OOOOOOO
6000000100004 4
oooooOO OOOOOOO

000000000004, 6000000C1 0000 o
oOOoOOOOOOOOoo ooOoOOO OOOOOO
OoooooOOOooOoO OooooOO OOOOoo
oOOOoOOOOOOOo oOOOOoOOOOOOo
oOOoOO OOOOOO OooooOOOooOOO
000009 ©000g g 060000000000 ¢ o
000000 00000 0000001000004
0000009 0000¢gq 000009 000004
oOOOOOOOOOOo oOOoOOOOOOOO
0000000000, 0000000000 g
oOOoOOOOOOOO oOOoOOOOOOOo

11.37: Zur Entstehung einer symmetrischen Kleinwinkel-Kippkngrenze durch Drehung zweier identischer
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Die Koinzidenzpunkte sind an der Bberlappung von Atomen (Kreisen) beider Gitter zu erkennen Die
zugehbrige Anordnung der entstehenden Doppelversetzungen (lks in Abb. 11.37) relaxiert entlang der
Grenze und es bildet sich die Struktur einer symmetrischen Keinwinkel-Kippkorngrenze. Damit ist eine
streng periodische Versetzungsanordnung nichts Andereslsadie relaxierte Struktur einer Koinzidenz-
korngrenze.

11.4.3 Korngrenzenversetzungen

Koinzidenzgitter treten prinzipiell nur bei ganz wenigen bestimmten Rotationsbeziehungen auf. Bei noch
so kleinen Abweichungen von diesen Rotationsbeziehungerelgt die Koinzidenz verloren. Der Kristall
wird, um seine Energie zu minimieren, versuchen diese Koimdenz an méglichst vielen Stellen zu erhal-
ten und Abweichungen von dieser idealen Passung in entspreenden S#rungen zu konzentrieren. Von
Kleinwinkel-Korngrenzen ist bekannt, da¥s diese Orientiaungsunterschiede zwischen perfekten Kristallen
durch Versetzungsanordnungen kompensiert werden. Demzalige ist es nicht verwunderlich, wenn auch
in GroYawinkel-Korngrenzen Versetzungen eingebaut werdenm das Koinzidenzgitter an méglichst vielen
Stellen aufrecht zu erhalten.

Die in die Korngrenze eingebauten Versetzungen #issen einen Burgers Vektor haben, der das Koinzi-
denzgitter nicht zerstért. Prinzipiell k Ame hierfir der Gittervektor des Koinzidenz- oder Kristallgitters
in Betracht. Da aber die Energie der Versetzung mitk? zunimmt, sollte der Vektor mdglichst klein sein,
um die Korngrenze energetisch nicht zudberladen. Es ist aber nicht ndtig, da% die Koinzidenzpunkte an
ihrem Ort erhalten werden, sondern lediglich, da¥i ihre Dicle erhalten bleibt, da diese #r die Minimie-
rung der Energie der Korngrenze ausschlaggebend ist. Damitichen sehr kleine Vektoren aus. Diejenigen
Verschiebevektoren, die diese Bedingung aiflen, spannen das sogenannte DSC-Gitter auf (DSC= engl.:
displacement shift complete), ein Gitter, welches das ghbste Raster ist, das alle Gitterpunkte erfavat.

< o« ¢ o
©d © Koinzidenzgitter
a a a a
O 40 40 40
4 0 4 o e 4 O
o 4 o 4 o« o 4«
<4 o 4 04 0 ¢
a a DSE a
o 40 40 40
<4 O 4 0 40 4 O
o d o 4 o« o g
N o d o« 0 ¢
a a a a
o a0 40 40
4 o 4 o 4 O <
o 4 o J o
o4 0« <4
a a a a
o < <

Abbildung  11.38: DSC-Gitter als Grundlagedy die Burgers Vektoren des Koinzidenzgitters.

Diese Verschiebevektoren werdersekund Are Korngrenzenversetzungen genannt, sie besitzen einen
Vektor des DSC-Gitters als Burgers Vektor (im Gegensatz zu én Versetzungen, deren Burgers Vektor ein
Kristallgittervektor ist). Diese sekund Aren Korngrenzenversetzungen #nnen sich nur in der Korngrenze
aufhalten, da ihre Burgers Vektoren keine Translationsvekoren des Kristallgitters sind und ihr Einbau
in das Kristallgitter zur Zerst drung desselben ghren wirde.

Die sekunddre Korngrenzenversetzung besitzt am Ort des Versetzungsams eine Stufe. Die Stufe ist eine
Folge davon, da¥% mit der Einfihrung der Versetzung eine Verschiebung des Koinzidenzgdirs verbunden
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ist. Bewegt sich nun eine sekundre Korngrenzenversetzung entlang der Korngrenze, so istainit eine

Bewegung der Korngrenze um eine Stuferdhe verbunden. Da#éiber hinaus ist die Bewegung der Verset-
zung auch mit dem Abgleiten beider Kristallite verbunden. Die Bewegung der Korngrenzenversetzung
verursacht daher sowohl das Gleiten, als auch Klettern der Krngrenze. Wenn der Burgers Vektor in

der Korngrenzebene liegt, was in Sonde#ilen der Fall ist, kann die sekunddre Korngrenzenversetzung
vollstAndig durch Gleiten beweglich sein, Im Allgemeinen ist diesaber nicht der Fall und die Versetzung

muY¥a (auch) klettern.

In Abbildung 11.39 sind diese bef';den Rlle dargestellt. Dort ist die Anordnung der Atome einer

Korngrenzen-Stufenversetzung einer =5 Korngrenze im kfz Gitter gezeigt.

o]
o
[e]

P
Abbildung  11.39: Korngrenzen-Stufenversetzung einer =5 Korngrenze im kfz Gitter mitbk Korngrenze (oben)
und B geneigt zur Korngrenze (unten).

11.5 Phasengrenz® Achen

Im Grunde genommen sind Phasengrenzen nichts Anderes als kpliziert strukturierte Korngrenzen.
Aneinander angrenzende Kristallite kinnen nun neben der anderen Orientierung auch noch eine ande
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Kristallstruktur aufweisen. Es werden drei Typen von Phasengrenz°Achen unterschieden:

2 Die koh Arente Phasengrenz® Ache entsteht, wenn nur die Gitter beider Phasen gering verschie
dene Gitterkonstanten aufweisen, aber die gleiche Orientirung haben. Bei der kotdrenten Phasen-
grenz®Ache setzen sich alle Gitterebenen hinter der Grenze fort.

2 Die teilkoh Arente Phasengrenz® Ache entsteht, wenn durch eine zunehmende Gitterfehlanpas-
sung, also einen zunehmenden Unterschied der Gitterparaner, der Einbau von (Stufen-) Verset-
zungen in die Grenz%che energetisch bevorzugt wird. Diese Versetzungen kompsieren den mit
der Fehlanpassung einhergehenden Anstieg der elastisch&mergie. In diesem Fall setzen sich nicht
alle Gitterlinien in der andere Phase, also hinter der Grene, fort.

2 Die inkoh Arente Phasengrenz® Ache ist durch ein vollstAndiges Fehlen von gemeinsamen Git-
terebenen beider Phasen gekennzeichnet. Dies isivfvollst Andig verschiedene Gitterstrukturen der
Fall.

Wegen der komplizierten und im Detail noch ungeklirten Struktur der Phasengrenz®achen ist es oft
unmgglich die Phasengrenzéche anhand ihrem atomaren Aufbau zu beschreiben.

11.6 Ausscheidung und Dispersion

Die Dispersion ist deniert als eine feine Verteilung von inkohArenten Teilchen in einer Matrix (z. B.
Al,03 in Cu), wobei deren Grenz°ache mechanisch wirksam ist. Damit ist die dazugefirige Energie
proportional zur Anzahl der Dispersoide und antiproportional zu deren Volumen.

Aufgrund von thermodynamischen Prozessen und in Verbindug mit dem zugrundeliegenden Phasen-
diagramm kommt es in Legierungen zuAusscheidungen einzelner Komponenten wenn die maximale
Léslichkeit dieser Komponente bei den gegebenen Randbedimggen (Temperatur, Druck, Konzentrati-
on...) dberschritten ist. In der Regel sind die Ausscheidungen tékoh&rent und weisen de nierte Orien-
tierungsbeziehungen mit der Matrix auf.

ZUM N ACHDENKEN:

2 Was ist eine Koinzidenzgitterlage?

Lsie strukturiert?

2 Warum mu¥4 der Brugersvektor des Koinzidenz-
gitters kein Gittervektor des Kristallgitters sein?

2 Wie sind Korngrenzen strukturiert und warum?
2 Welche Phasengrenzachen gibt es und wie sind

J




Plastische Verformung

Plastische Verformung von Metallen erfolgt im Wesentlichen durch das Abgleiten auf kristallographi-

schen Ebenen in kristallographischen Richtungen. In der Rgel wird die plastische Verformung im Zug-
(oder Druck-) Versuch gemessen. Die Abgleitung auf einer auZugachse geneigten Fdche fihrt zu einer

VerlAngerung der Probe. Die Abbildung 12.1 zeigt die Vedngerung einer zylindrischen Probe, die durch
eine Au¥sere Zugspannung verursacht ist.

R

Abbildung  12.1: Eine an eine zylindrische Probe angelegte Zugspannudgrt zu einer Veringerung der Probe in
Zugrichtung durch Abgleiten auf zur Zugachse geneigten Ebam

Durch die angelegte Zugspannung wird eine irreversible pktische Verformung der Probe (rechts) beob-
achtet. Die Dehnung kann makroskopisch gemessen werden. ®iScherspannung, in dieser Gleitebene
verursacht die Scherung® . Will man den Gleitvorgang versetzungstheoretisch verstben, so mu¥ man die
MeYaghYsen auf das Gleitsystem beziehen.

12.1 Das Schmidsche Schubspannungsgesetz

Die plastische Verformung setzt ab der Streckgrenze ein. $est innerhalb eines Materials kann sie ver-
schiedene Werte zeigen, wenn die Belastung in verschieden®ichtungen anliegt. Dies wird durch Peach-
Koehler erklart, da plastische Verformung prinzipiell nichts anderes st, als der Beginn der massiven
Versetzungsbewegung. Eine Versetzung bewegt sich infolgéner Kraft, die in der Gleitebene in Richtung

des Burgers Vektors (Gleitrichtung) auf sie wirkt. Daher ist die resultierende Schubspannung im Gleitsy-
stem relevant und nicht die anliegende Zugspannung. Die restierende Schubspannung¢, berechnet sich
aus der Zugspannung¥.als

¢, = Yacos- ¢cos, = S (12.1)

u@% 203
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- - Winkel zwischen Zugrichtung und Gleitebenennormale;, - Winkel zwischen Zugrichtung und Glei-
trichtung; S - Schmid-Faktor.

Abbildung  12.2: Zur De nition des Schmidfaktors. Winkelbeziehungen zsghen Zugrichtung, Gleitebenennormalen
und Gleitrichtung bei uniaxialem Zug und Einfachgleiten.

Die De nition der Scherspannung ist:
__ Scherkraft _ Fgein GR
" "Fliche = Ace
mit Fge = F cos, und Age = A=cos: folgt:

= Fee = Ecos, ¢cos- = cos, ¢cos: (12.1)
Ace A

Abbildung 12.2 veranschaulicht diesen Sachverhalt. Die afieine Versetzung wirkende Kraft héngt nach

dem hier Gezeigten von der Lage des Gleitsystems relativ zur iehtung der anliegenden Spannung ab.
Gibt es mehr als ein Gleitsystem, so haben die verschiedeneBleitsysteme unterschiedliche Schmid-
Faktoren. Bei gegebener Zugspannung e#hrt das Gleitsystem mit dem hdchsten Schmid-Faktor die
grévate Schubspannung. Eine Versetzungsbewegung wird erfaigevenn die Kraft auf die Versetzung

und damit die resultierende Schubspannung einen kritische Wert Aberschreitet. Dieser Wert ist fér alle

Gleitsysteme der Selbe. Abbildung 12.3 veranschaulicht disen Sachverhalt.

Streckgrenze [ MPa]

V%

10 20
l/cod cos =1

Abbildung  12.3: Zusammenhang zwischen der Streckgrenze und dem inversehn8d-Faktor. Die resultierende
Gerade kennzeichnet diglf alle Gleitsysteme identische resultierende Schubspannung.
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Filr ein Material ist hier die Streckgrenze gegen £S aufgetragen. Experimentell wird ein linearer Zusam-
menhang beobachtet. Die Proportionalitdt wird durch ¢p = konst. gekennzeichnet.

Einige Spezialf Alle

2 (, =45%; . =45*) Dies ist die maximal mégliche Schubspannung¢max = 3%p§¢%p§ = 3%
2 (, =0% . =90%* ) Die Gleitrichtung liegt parallel zur angelegten Spannung wnd die Ebe-

nennormale steht senkrecht zur Zugrichtung GRk % figg ? %! S =0 1! ¢ = 0. Derartige
Kon gurationen f ghren zu keinerlei Scherspannungen in der Ebene.

2 (, =90%; - =0%*) Der genau gegendtzliche Fall GR ? 3% Age k%! S=01! ¢ =0 hat
wiederum keine Scherspannung in der Ebene.

Damit ist der Schmid-Faktor S immer in der Grévsenordnung
0-S- 05 (12.2)

Das Schmidsche Schubspannungsgesetdhit zu den aktiven Gleitsystemen. Dasjenige Gleitsystem nit
dem héchsten Schmid-Faktor wird als erstes die kritische Schulsannung erreichen und damit die pla-
stische Verformung tragen. Betrachtet man zum Beispiel daskubische System. Bei einer Orientierung
der Zugachse parallel zu irgend einer Orientierung innerhid des Standarddreiecks der stereographischen
Projektion wird nur ein einziges Gleitsystem angeregt. Aufden Symmetralen (0 0 1)@ 1 1), (001)(01 1)

und (0 1 1) 1 1) haben
je zwei Gleitsysteme den glei-
chen Schmidfaktor (Doppel-
gleitung). Bei den Eckorien-
tierungen erhdlt man so vie-
le aktive Gleitsysteme, wie
Dreiecke zusammenstoYsen, al-
so vier Gleitsysteme fiv <
110>,sechsfy < 111>
und schlievlich acht #v <
1 0 0> (Mehrfachgleitung).
Diese sind (sofern sie auch in
Abbildung 12.4 gezeigt sind):
<111> (111)[a01]
(I11[011]
<011> (111[a01]
(T1ngo1q
<001> (111)011)
111017
(I11[101]
111[011]
(T11)017]
(111)[011]
(T11101]
111017

Stereographische Projektion
Die stereographische Projektion ist eine Abb-
ildung der Ober°Ache der Einheitskugel in eine
w0 Ebene. Hierbei wird eine Hemisplére, zum Bei-
spiel die ndrdliche, auf die Aquatorialebene pro-
jiziert. Bei der Projektion werden Verbindungs-
oo linien zwischen jedem Punkt auf der rérdli-
chen Hemisplare und dem Sidpol gedacht. Der
Durchsto¥zpunkt am Aquator betimmt die Pro-
A jektion. Bei Kristallsystemen werden die Ebe-
dh wo NENvektoren bis zur Ober°Ache der umgebene
Einheitskugel verldngert und anschlie¥send projit
RUN ziert. Um dies besser zu veranschaulichen, ist ne
: benstehend dieAquatorialebene im oberen Teil
des Bildes erneut wiedergegeben. Ebenfalls i
das Standard Orientierungsdreieck ([0 0 1]
o ~[101]-[11 1]) eingezeichnet.
Die hAu gste Anwendung fix die stereographische Projektion sind Weltkarten.

[010]
111]
[ ]. o elon

[0 ¢ "[iéli ®--[001]

[010]

[1o1]

=

[100]

Uy
—

In Abbildung 12.4 ist der Achsenpfad der Stabachse mit der Oientierung A im Verlauf der Abgleitung
eingezeichnet. Am Rand des Dreiecks werden andere Gleitdgsne spannungsndiig gleichberechtigt und
aktiviert. Dennoch kommt es dort nur selten zur simultanen BetAtigung mehrerer Gleitsysteme. Dasjenige
Gleitsystem mit der gréeren Versetzungsdichte stelltéd ein weiteres Gleitsystem ein schwer zu durch-
schneidendes Versetzungsnetzwerk dar. Erst wenn nadBberschreiten der Symmetralen der Schmidfaktor
des zweiten Gleitsystems merklich gb¥zer istdbernimmt dieses System die Gleitung.
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(111) L
[101]

Abbildung  12.4: Stereographische Projektion des Achsenpfades bi&illg < 110> -Gleitung.

Das kubisch °Achenzentrierte Gitter hat zw@lf kristallographisch gleichberechtige Gleitsysteme von Typ
Gleitebene f1 1 1g und Gleitrichtung < 1 1 0 >, wenn auch diese Systeme nicht spannungsirig
Aquivalent sind. Die vier Gleitebenen werden aufgrund ihre Funktion wie folgt bezeichnet:

2 Hauptgleitebene H = (1 1 1) bildet mit Gleitrichtung [ 1 0 1] das Gleitsystem mit dem gB¥sten
Schmidfaktor S, welches mit der Gleitung beginnt.

2 Das Doppelgleitsystem D = (1 1 1) mit der Richtung [0 1 1] ist an der Symmetralen span-
nungsmévzig gleichberechtigt und wechselt sich nun mit H ab. Die Stadchse pendelt nun um die
Symmetrale herum und konvergiert zum Punkt [T 1 2].

2 Quergleitebene Q =1 1 1) enthdlt ebenfalls die Richtung [L 0 1] wie im System mit der Haupt-
gleitebene. Damit kdnnen Schraubenversetzungen des Hauptgleitsystems von IH Q quergleiten.

2 Die unerwartete Gleitebene U = 11 1) mit der Gleitrichtung [1 0 1] wird manchmal bei
Ausgangsorientierungen nahe der Symmetralen [0 0 1][0 1 IfiZugversuch aktiviert.

12.1.1 Die richtige Wahl des Gleitsystems

Um das aktive Gleitsystem zu bestimmem, mu¥ der Schmidfaktobetrachtet werden. Zum Beispiel sei
die Kristallorientierung [ 1 2 3], dann gilt filk zwei gewdhlte Gleitsysteme:

1. 111)und[101]

0 I10 11
@2A@0A = p 143 s
3 1 12+22+32 12+02+12 7
= 0:37
= cos, ! ., V468
0 _10 _1
1 1 "%
@2A@1A = 2
3 1 !
= 0:92
= cos: ! - V2%

) S' 0:349

2. (111)und[101]
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0 _10 _1
1 1 2
@2A@0A = = p—
3 1 7
= 0:75
0 _10 1
1 1 4
@2A@1A = p—p—
3 1 14 3
= 0:617

) S' 0467
2 Was kennzeichnet ein Gleitsystem?

2 Wie lautet das Schmidsche
Schubspannungsgesetz?

2 Welches Gleitsystem ist das aktive?

Da der Schmidfaktor des zweiten Systems einendher-
en Wert aufweist, ist dieses auch das dominante Gleit-
system.

12.2 Kiristallreorientierung

Die kristallographische Gleitung ist eine Scherverformury. Bei einem reinen Scherversuch parallel zum
Gleitsystem Andert sich die Orientierung nicht. Bei einem einachsigen dgversuch hingegen muYi zész-
lich zur Scherung eine Rotation erfolgen, damit die Probe inZugrichtung ausgerichtet bleibt. Mit der
Verformung ist daher eineOrientierungs Anderung des Kristalls beziglich der Zugrichtung verbunden.
Der Kristall rotiert derart, da% die Gleitrichtung sich der Zugrichtung néhert. Zur Darstellung in der
stereographischen Projektion ist es einfacher, die Rotatin der Zugachse relativ zum Kristallgitter zu
beschreiben. Danach bewegt sich die Zugachse auf einem Grogi& von ihrer Ausgangsorientierung in
die Gleitrichtung.

-(101] (111)

w1 O 011]
Ko
Abbildung 12.5: labelstereoisoStereographische Projektion: Reori@mting der Zugachse unter Zug.

2 Bei den Eck-Orientierungen stimmen die resultierende Glearichtung mit der Ausgangsorientierung
Bberein. Bei Zugverformung sollte es zu keiner OrientierugsAnderung kommen.

2 Innerhalb des stereographischen Standarddreiecks hat eirinziges Gleitsystem den Bchsten
Schmidfaktor. Es herrsche Einfachgleiten vor. Diese Orietierungen sind aber nicht stabil, sieAndern
sich im Verlauf der Verformung. Zug-Proben rotieren in Richtung der primAren Gleitrichtung,
wahrend Druckproben die Orientierung in Richtung der primdren Gleitebeneéndern.

2 Auf der Symmetralen Andert sich die Orientierung zu der Ecke mit absteigenden Sumidfaktor hin.

Erreicht bei der Verformung durch die Orientierungsédnderung die Zugachse den Rand des Standarddrei-
ecks, so tritt ein zweites (sekundires) Gleitsystem auf, wodurch sich die resultierende Glgéiichtung von
[101] auf L 1 2]Andert, da [1 0 1]+[0 1 1] = [1 1 2]. Entsprechend wandert die Orientierung der
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Stabachse auf I 1 2] zu, die theoretisch bei unendlich groYser Spannung ercht wird (Ebene f1 1 1g,

Richtung < 110>).

primare _
GleitrichtungT;
[001]

Grof3kreis

0[011]

[011]

sekundare
Gleitrichtung

[111]

0[011]

1111

Abbildung  12.6: Orientierungénderung durch Zugversuch bei Einfachgleitung (beide oberBiider, wobei das linke
ein Experiment mit Bberschwingen darstellt), sowie durch Druckversuch (unteresid.

ZUM N ACHDENKEN:

2 Welche Orientierung hat den hdheren Schmid-
faktor [00 1], oder [011]?

2 Unter welchen Voraussetzungen kommt es zu
Mehrfachgleitung

2 Gibt es Orientierungen, die unter Zug nicht

eAndert werden?
\C y

In Abbildung 12.6 ist die OrientierungsAnderung im
Zug- und Druckversuch dargestellt. Wahrend sich un-
ter Zugbelastung die Orientierung auf dem GroYikreis
von der Ausgangsorientierung in die Gleitrichtung be-
wegt [0 1 1] O 1] folgt die Druckachse dem Gro¥akreis
zwischen Ausgangsorientierung und Gleitebenennormale
und bewegt sich schlie¥lich auf [0 1 2] zu.

12.3 Scherspannung- Scherdehnungskurven

In Abbildung 12.7 sind ¢-°-Kurven fir verschiedene Orientierungen von Kupfer-Einkristallen gezeigt.
Diese Kurven unterscheiden sich wohl in ihren Orientierungn (sonst wirde dies wohl nicht betont werden

:-) aber nicht in ihrem Charakter.
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Abbildung  12.7: Verfestigungskurven von Kupfer-Einkristallen verschieds Orientierungen beil =297 K (Quelle:
J. Diehl, Stuttgart).

Wiahrend die Orientierung 1 schon durch Zweifachgleiten gekenzeichnet ist, haben die Orientierungen 2
bis 6 nur ein aktives Gleitsystem. Demzufolge kommt es hier ar zu vernachldssigbarer Kaltverfestigung.
Orientierung 1 hingegen zeigt sowohl Kaltverfestigung, & auch einen lheren ¢o-Wert, da Gruppen von
nicht parallelen Versetzungen durch den Kristall wandern, wodurch Stufen und Knicke erzeugt werden,
die das Material verfestigen.

Die Kurvenform dieser ¢-°-Kurven ist sehr Ahnlich, aber nicht identisch. Dies liegt an den unterschie-
lichen Kaltverfestigungen durch Mehrfachgleiten, die ers nach unterschiedlicher plastischer Verformung
auftritt (Region Il). Im Einzelnen:

Region I: Leichtes Gleiten, Einfachgleiten, geringe Kaltvefestigung, gro%e Versetzungsgeschwin-
digkeit.

Region Il:  Starke Kaltverfestigung, Doppelgleiten, gerirge Versetzungsgeschwindigkeit durch Ver-
setzungsverankerung. Streckgrenze steigt an, Bildung neu Versetzungen und ErhiBhung
ihrer Dichte

Region Ill: Dynamische Erholung, Ausheilung von Versetzumen (durch Quergleiten von Schrau-

benversetzungen), Zunahme der Versetzungsdichte. In dies Region wird das Material
plastisch verformt. )
Die Abgleitung 1AY4t sich aus der mittleren AbgleitAngel, der Anzahl der Versetzungen und der abglei-
tenden Flachel,l, berechnen:

N B
l115

Hierin ist %= - d|e Versetzungsdichte. Damit gilt filv die Abgleitung ° = Y2bLund fiv die Abgleitge-
schwindigkeit °_ o = Yby Mit v = B¢"% und der Taylor Réckspannung ¢, = ®GbD ofolgt:

Im Bereich | ist die Versetzungsdichte niedirg und damit sinrd sowohl ¢« als auch die Versetzungsge-
schwindigkeit hoch. Im Bereich Il nimmt die Versetzungsdicte zu. Damit nimmt die e®ektiv wirkende
Spannung ab, da die innere Spannung (Taylor) von der Versetmgsdichte abhéngt. Um diese wird die
Au¥sere Spannung vermindert. Die e®ektive Spannung ist damitie Spannung, die zur Verfigung steht,
um die Versetzungen zu bewegen. Auf den Kurvenverlauf bezeg heivat dies, da¥s die Ballance zwischen
innerer und AuYserer Spannung die Scherdehnung ma¥ageblich bestimmt und Bildung der drei Bereiche
beitrAgt. Der dritte Bereich stellt eine Verringerung der Verfegigung dar uns ist ein Erholungsproze¥a.
Da er durch die Verformung hervorgerufen wird wird er auch at dynamische Erholung bezeichnet. Re-
kristallisation und Erhohlung sind Inhalt des folgenden Kapitels und werden daher an dieser Stelle nicht
im Detail behandelt.

Zu beachten ist auvserdem, da¥% diege® -Kurven stark temperaturabh Angig sind.
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Verfestigungsmechanismen

Die Festigkeit eines metallischen Werksto®es ist immer engnit den darin enthaltenen Versetzungen
verbunden. Es gilt die Bewegung der Versetzungen zu verhiretn, um ein Material in seiner Festigkeit
zu steigern. Die wichtigsten hierfiv herangezogenen Mglichkeiten und Mechanismen werden im nun
Folgenden dargestellt.

13.1 Verformung und Verfestigung von Polykristallen

Die Verformung von Vielkristallen ist insofern mit Einschr Ankungen gegedber der Verformung von Ein-
kristallen belegt, als da¥a der Vielkristall mit all seinen unterschiedlich orientierten Kérnern sich als Gan-
zes verformen lassen muYz und das, ohne da¥z er in seine eirzekristallite zerf Allt. Dadurch mu¥a jedes
Korn an der Verformung teilnehmen und jedes Korn wird dabei aich von den Nachbarkrnern beein°u¥at.
Aufgrund der unterschiedlichen Orientierungen der Kdrner werden bei Anlegen einerduYzeren Spannung
zunAchst die Kérner gleiten, die ein Gleitsystem mit einem hohen Schmidfitor aufweisen. In anderen,
weniger ghnstig orientierten K drnern ist die kritische Schubspannung noch nicht erreicht es ist noch kein
Gleitsystem aktiviert worden. Die Verformung eines einzehen Korns fiéhrt also zu einer Formadnderung,
die von der Umgebung nicht mit getragen wird, weswegen diesanterdr éckt werden muYs. Dies wieder-
um fidhrt zu lokalen elastischen Spannungen wodurch schlie¥liatie kritische Schubspannung auch in
den Nachbarkérnern erreicht wird. Erst wenn alle K@drner sich plastisch verformen ist die Streckgrenze
erreicht. Damit kann sich ein Polykristall unter Einwirkun g einer A&u¥seren Spannung nur dann makrosko-
pisch verformen, wenn jedes seiner Erner zu einer allgemeinen plastischen For@nderung in der Lage
ist. R. von Mieses hat erkannt, da¥. dies nur dann eintreten kan, wenn fidnf unabhéngige Gleitsysteme
betétigt werden. Kubisch ° Achenzentrierte Metalle haben zvélf f1 1 1g < 1 1 0> -Gleitsysteme, wovon
in jeder Ebene aber nur zwei von drei Gleitrichtungen voneimnder unabhdngig sind. Im Zug wird dieser
Fall, der fénf unabhangige Gleitsysteme aktiv hat durch einen allgemeinen Spamngszustand erzeugt,
der auf dem Gleiten ginstiger Kérner und der Einwirkung anderer Kérner auf diese Gleitebenen beruht.
Die Aktivierung der f linf Gleitsysteme erfolgt also spannungskontrolliert.

An dieser Stelle sei noch einmal auf den Sachverhalt hingeesen, dav. die Brner unterschiedlicher Orien-
tierungen und Schmidfaktoren sich gegenseitig beein°usse Es ist nicht m@glich, nur ein Korn plastisch
zu verformen, aber auch bei der Verformung vieler Hrner gleichzeitig ist diese nicht homogen.

Damit der Kristall w dhrend der Verformung nicht zerbrdselt, die Kérner aber verschiedene Verformungen
aufweisen dirfen, bedarf es sogenannter geometrisch notwendiger Verizungen an den Korngrenzen. Die-
ser Begri® wurde von Ashby gepéigt. Abbildung 13.1 verdeutlicht die Notwendigkeit dieser Versetzungen.
Bei der Verformung eines Polykristalls mu¥ es also geometdh notwendige Versetzungen geben. Ein Po-
lykristall steht unter Zugspannung, wodurch sich die einzénen Kérner mit verschiedenen aktiven Gleitsy-
stemen unterschiedlich plastisch verformen. Im zweiten Tébild werden die einzelnen Kérner entsprechend
ihren Orientierungen und Schmidfaktoren verformt, als ob e nicht zusammenhingen wirden. Hierdurch
entstehen Lécher und Bereiche mitBberlapp. Erst die Einfdhrung geometrisch notwendiger Versetzungs-
anordnungen an den Korngrenzen erlaubt es dann, den Polykstall nahtlos wieder zusammenzudihren.
Es ist plausibel, da% die geometrisch notwendigen Versetagen hauptsichlich in Korngrenznéhe liegen,
wo die Inkompatibilit Atsspannungen wirken, véhrend die nicht gezeigten statistisch gespeicherten Vees-

u@% 211
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l

Abbildung  13.1: Veranschaulichung zur Notwendigkeit geometrisch no#wdiger Versetzungen. Hypothetisch durch
Rotation der Kristallite entstehende Bcher undBberlappe nfissen durch Versetzungen ausgeglichen werden.

zungen die Kristalle entsprechend ihren Orientierungen mer oder weniger homogen emfllen und dadurch
hérten.

Wird ein Gleitsystem aktiviert, so werden Versetzungen aufihm generiert. Die Korngrenzen stellen fir
die Versetzungen aber udberwindbare Hindernisse dar, da der Burgers Vektor ein Traslationsvektor
des Kristalls sein muYs, was bei einer gaderten Orientierung des Kristallites nicht m@glich ist. Die
Fortsetzung der Abgleitung in das Nachbarkorn wikde dieses zerdiren, was aber nicht passiert. Die
Versetzungen stauen sich an der Korngrenze auf. Die Versaingen sto%en nachfolgende Versetzungen ab,
wobei der Abstand der Versetzungen durch die abstoYzende Ktafnd die Ausere Spannung bestimmt wird.
Da die absto¥sende Kraft mit zunehmender Anzahl von Versetzugen zunimmt, wird auch der Abstand
der Versetzungen gbvaer, je weiter diese sich von der Korngrenze entfernen. Dieufstauldnge ist aber
begrenzt und betrAgt den halben KorndurchmesseD=2, da auf der entgegengesetzten Seite ebenfalls ein
Aufstau entsteht.

Abbildung  13.2: Erhdhung des Spannungszustandes an einer Korngrenze durch Autreghvon Versetzungen und
Ein°u¥s auf das Nachbarkorn.

Fiv eine angelegte Schubspannungdnnen eine maximale Anzahl von Versetzungen in der Ange D=2
aufgereiht werden von:

_ 71 °)D

"= "6 2¢
Auf die vorderste Versetzung wirkt die Au¥ere Spannung, sowie die Kraft dem(; 1) nachfolgenden Ver-
setzungen¢ek = Nn¢. Diese Spannung wirkt auch in das unverformte Nachbarkorn ud erhght damit die
in diesem Korn wirksame Spannung in dessen Gleitsystem. Daitrwird auch im zweiten Korn eine Schub-
spannung erzeugt, die gdv.er ist als die kritische Schubspannung, wodurch es zu pléasther Verformung
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kommt (wenn ok , it )

. Ckrit Gb _ O 1
L ooy T YRS (13.1)

13.1.1 Verfestigung durch Kornfeinung

Bergicksichtigt man noch, da¥s #iv sehr grovse rner zumindest die kritische Schubspannung,, des Ein-
kristalls fiv die Verformung erforderlich ist, so ergibt sich die Hall-Petch-Beziehung  mit ¢ = S%

Ky ky
c= bt Pﬁ Ya= Yo + Pﬁ (13.2)

Die Hall-Petch-Beziehung ist die Grundlage der Festigkeissteigerung durch Kornfeinung und ist #r viele
Werksto®e experimentell besdtigt. k- Hall-Petch-Konstante.

13.1.2 Umformverfestigung

Aus den Abschnitten Bber die Passier- und Schneidspannung von Versetzungen keen wir den Zusam-
menhang der zur Verformung rBtigen Spannung mit der Versetzungsdichte. Es gilt:

P ®1Gbp Vas 2 Wie lautet die Hall-Petch-Beziehung?
2 Welches ist der dominierende Mechanismus b

der Umformverfestigung?

filv die Passierspannung, sowie

o= 00 %

filr die Schneidspannung von Versetzungen. Wie schon ediant, wird die Verfestigung auf der Grundlage
von Versetzungen durch dieTaylor-Formel  beschrieben, die sich aus der Addition der beiden oben
Genannten ergibt:

o= @G 7 + %Gbp 7%= ocd 7 (13.3)

Durch Kaltverformung kann in einem Material ein deutlicher Zuwachs an Versetzungen erreicht werden,
wodurch die Versetzungsdichte steigt. Das Material wird kdtverfestigt. Man bezeichnet dies auch als
Umformverfestigung.

13.2 Mischkristallverfestigung

Wesentlich wirksamer in Hinblick auf die Festigkeitssteigerung als die Umformverfestigung oder die Ver-
festigung durch Kornfeinung ist die Mischkristallverfestigung. Wird eine lineare Bberlagerung der Fe-
stigkeiten von zwei Elementen germdY. ihrer prozentualen Zusammensetzung angenommen, SO wiirth

Experiment ein deutlich éber dieser Linie liegender Verlauf der Festigkeit im Mischkistall in Abh Angig-
keit von der Konzentration beobachtet. In Abbildung 13.3 ist die kritische Schubspannung von Cu-Ni
Einkristallen in Abh Angigkeit von der Konzentration gezeigt.
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Abbildung  13.3: Kritische Schubspannung von Cu-Ni Einkristallen in Aldhgigkeit von der Konzentration.

Das System Cu-Ni ist im gesamten Konzentrationsbereich vdstAndig mischbar (s. Abb. 4.16). Die Misch-
kristallverfestigung ist eine Folge der Wechselwirkung de Legierungsatome mit den Versetzungen, die zu
der Behinderung der Versetzungsbewegungihrt. Diese Wechselwirkung hat unterschiedliche Ursachen
Zunéchst einmal gibt es den Ein°u¥ der unterschiedlichen lonaadien, beziehungsweise Gitterparameter
der beteiligten Komponenten. Dieser Ein°u¥s wird auch algparelastische Wechselwirkung bezeichnet.
Der Einbau von Atomen mit einer anderen Grd¥se in das Kristallgitter erzeugt Druck- oder Zugspannun-
gen, je nachdem, ob das Fremdatom giser oder kleiner ist. Da es an einer Stufenversetzung geveit
und komprimierte Bereiche gibt, wie es in Abbildung 13.4 geeigt ist, wird die mit der elastischen Ver-
zerrung verbundene Energie der Fremdatome verringert, wem diese sich an der Versetzung und nicht im
unges#rten Gitter aufhalten.

© i O Kompression
O O

@ O Aufweitung

@) O

Abbildung  13.4: Kompressions- und Aufweitungszone an einer Stufenversetzung

Bei der Bewegung der Versetzung (plastische Verformung) mssen die Versetzungen von den Fremda-
tomen getrennt werden, was aber nur néglich ist, wenn die elastische Energie des Fremdatoms wied
erhdht wird, damit dies im ungestérten Gitter verbleiben kann. Dies wiederum fdhrt zu einer ridcktrei-
benden Kraft auf die Versetzung, die durch eine zudtzliche Spannunggberwunden werden mu¥s. Damit
ist die kritische Schubspannung eines Mischkristalls gegaiber derjenigen der reinen Matrix erhdht. Diese
Wechselwirkung kann wie folgt berechnet werden:

P = (% * %y + %)
Gb1+° |
= 31_/4r1i 5 SInE
¢ V - Volumenénderung. ¢V = (a(1+ #)3; a3, gendhert: ¢ V = 3- +(wennz*¢ 1); a- Gitterparameter;
+= @@l - dha . paktor der Gitter Anderung; x - Konzentration; r - Abstand zwischen Fremdatom

und Versetzung; - - Atomvolumen; £ - Winkel zwischen der Norm alen zwischen den Gleitebenen und
der Richtung von der Versetzung zum Fremdatom. Damit gilt fév die Wechselwirkungsenergie mit der
Versetzung im Ursprung:

By of
P = -
CEP=peV 37 (13.4)
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Hieraus berechnet sich die Wechselwirkungskraff P in karthesischen ;y) - Koordinaten:

FPo= i—d¢Ep:iiuiG—b£7X ﬂctvus1i o
dx dx 1?1/41i 0 X2+ y2 1+0°
_ dVeb
Todx Y x2+y2 _
_ Gb gt x0T Edu X ﬂ_x2+y2i2x2
Y T dx x2+y? dx x2+y2 — (x2+ y2)?
= @q;vu (13.5)

FP ist am grévsten, wenrx = y:p 3 ist, wobeiy = b:p 3 (halber Gleitebenenabstand im kfz-Gitter).

b2 . b?
Fhax = G_b )
9G
= ——¢V
8b1/£:

¢V AVt sich nun vereinfacht darstellen, wenn man beicksichtigt, da¥. das Gitter in alle Richtungen
gleicherma¥sen gestaucht oder gedehnt wird: ¥ = a%(1+ )3 a

— 9G £3 2 3y . 3D
Fﬁwx - ébTA‘a(1+Si +3i+i)| a

9G £, .o 3,7

= - + +3++ +
8bYa (3£ + 32+ +)

— 9G £ 3 3 3 3D

= éb—%BaiZ+3ai+ai

dazx¢ 1undb» a gilt folgt:

., 9G . L

FPax §m3¢§ GHj4

An dieser Stelle sei noch angemerkt, da*f diese Wechselwirkung ein hydrostatisches Spannungstiber
Versetzungen vorausgesetzt wird. Schraubenversetzungdmaben kein solches Spannungsfeld und daher
auch keine parelastische Wechselwirkung mit FremdatomenNur im Fall von nicht isotropen Spannungs-
feldern (wie z. B. in ®j Fe, wo dieses Verzerrungsfeld tetragonal ist) tragen auch@raubenversetzungen
zur parelastischen Wechselwirkung bei.

Die Legierungselemente Bnnen damberhinaus auch einen anderen Schermodub als die Matrix aufwei-
sen. Da die Energie einer Versetzung dem Schermodul propaonal ist, gibt es eine weitere Ursache i
die Wechselwirkung von Versetzungen mit Fremdatomen. In déesem Fall spricht man vondielastischer
Wechselwirkung  oder dem Schubmodul-E®ekt. Durch den anderen Schubmodul #igt das Volumen,
welches vom Fremdatom eingenommen wird, anders zur Gesanttergie der Versetzung bei und erzeugt
deshalb einen Energieunterschied zum reinen Metall. Dies®/echselwirkungsenergie der Linienenergie
einer Schraubenversetzung be#gt (ohne Herleitung):

¢EY= - (13.6)

i ¢ . .
- - Atomvolumen, ~ = @56 '= 248" x - Konzentration. Damit gilt f é die maximale Kraft:
1 ..
Fiax ' 550 ]

Im Vergleich zum parelastischen Fall €P) fllt EY schneller mit r ab. Dagegen istj j hAu g viel gr8vser
alsjy (EP/ 1=r,EY9/ 1=r?).
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Schlievilich @ngt die Stapelfehlerenergie von der Zusammensetzung ab, an spricht in diesem Fall
von chemischer Wechselwirkung . Die Stapelfehlerenergie nimmt v gewdhnlich mit zunehmender
Fremdk@rperkonzentration ab. Mit abnehmender Stapelfehlerenegie erhdht sich die Aufspaltungsweite
der Teilversetzungen, wodurch diese schwerer wieder zusanengefihrt werden kdnnen, wenn die Verset-
zung durch den Kristall bewegt werden soll. Die Gesamtenerig verringert sich. Fremdatome wandern
bevorzugt zu den Versetzungen, um durch Konzentrationserhung die Stapelfehlerenergie zu verringern.

13.2.1 Kiritische Schubspannung bei Mischkristallverfest igung

Die Erhghung der kritischen Schubspannung durch Mischkristallvefestigung ergibt sich wie folgt: Die
ricktreibende Kraft Frax = FPRax + F3ax mu¥s durch eine ErBhung der kritischen Schubspannunge.
kompensiert werden. Nach Peach-Koehler gilt:

Fmax = ¢ ¢Dle

I - Fridel-Abstand, dies ist nicht einfach der mittlere Abstand der Fremdatome, sondern die Strecke,
die eine Versetzung zwischen diesen Fremdatomen (=Haltemkten) zurécklegt. Die Versetzungslinie ist
keine Gerade, sondern verflt sich unter dem Ein°u¥s einerAu¥eren Spannung °exibel und baucht aus.
Dieses Ausbauchen ist von der Schubspannung alhgig und um so sfirker ausgep#gt, je grévser diese
ist. Mit zunehmender Ausbauchung steigt aber auch die Wahrsheinlichkeit, auf dem Weg ein weiteres
Fremdatom 'einzufangen'. Die Fridel-LAnge betrégt:

H oo T4

= b (13.7)

Xg - Fremdatomkonzentration in der Gleitebene entlang der Vesetzungslinie (= xb?) x - Volumenkon-

zentration.
ZuMm N ACHDENKEN:
2 Was sind die dielastische und parelastische H s T
Wechselwirkung? F S egp SGY 0 503G
echselwirkung? max |z} “h ToxE e X
2 Wie verhalten sie diese beiden im Vergleich zu E?e = 3Gb2
einander?
2 Wie lautet die Peach-Kéhler-Gleichung und wel- r
Lchen Zusammenhang beschreibt sie? Yy Frax = ¢ ob %
: P
F e X
¢ = 4@)—_
« b 3G

Der Anstieg der Scherspannung &, durch Mischkristallh Artung ist proportional zu der Wurzel der Kon-
zentration der Fremdatome

¢el UX (13.8)

Mit Frnax = FP + F9 folgt:

3,. . L3P —
(GR) (j4 + & )% X
b 3G

1 p—.. 1., .3
19—§Gl02 X(iH + 55i0)?

Die Zunahme der Scherspannung mit der Wurzel der Konzentraibn der Fremdatome ist in Abbildung 13.5
filv verschiedene substitutionelle Mischkristalle gezeigt
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Abbildung  13.5: Scherspannung verschiedener substitutioneller Mischkaitt in Abh&ngigkeit von der Wurzel der
Konzentration.

13.3 Dispersionsh Artung

EnthAlt ein Metall nichtmetallische Einschlidsse, wie zum Beispiel Oxide, dann #nnen diese festigkeits-
steigernd wirken. Oxide werden oft auch bewu¥it der Schmelzeigesetzt, um eine Kornfeinung zu errei-
chen. Der Grund fir die Festigkeitssteigerung ist die Verhinderung der Verstzungsbewegung durch die
eingebetteten Partikel hindurch. Der einzige mégliche Verformungsmechanismus besteht darin, da% die
Versetzungen die Hindernisse umgehen Bssen.

Abbildung 13.6:.

Ahnlich, wie bei der Frank-Read-Quelle wird hier ein Mecharismus entwickelt, bei dem ab einer bestimm-
ten kritischen Spannung die Versetzung ein Hindernigdberwinden kann. Genméy. Abbildung 13.6 sind D,
D' und D" Punkte, die die Versetzung festhalten. Es wirken zwei Kr&fte, zum einen die Kraft des Hin-
dernisses und zum zweiten diejenige, die mit der Linieneneng der Versetzung verbunden ist. Letztere ist
als 1=2Gl? de niert. GemA¥4 Abbildung 13.6 berechnet sich die Linienenergie zu:

F =2Et cost

Diese Kraft steht mit der von au¥sen angelegten Spannung, didch geméls Peach-Koehlerk = ¢ b)) zu
Folgendem ergibt:

F =2Et cos£ = ¢ bl

| - mittlerer Abstand zwischen zwei Haltepunkten. Die maximale Kraft wird dann eintreten, wenn die

Versetzungslinie zu Halbkreisen ausgebaucht ist (cos £ = 0) Wenn das Spannungsfeld gbvser wird, kann
der Proze¥s nicht mehr gestoppt werden, da die Kimmung der Versetzungslinie von nun an kleiner ist
als in der Halbkreiskon guration. Wie bei der Frank-Read-Quelle fallen die Versetzungslinien zusammen,
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wodurch die Versetzung das Hindernis umgangen hat und einedersetzungsring um das Hindernis zupck
|Av4t. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 13.7 gezeigt.

Abbildung  13.7:.

Die Spannung, die zur Erzeugung eineéguivalenten Frank-Read-Quelle bemtigt wird, ist:

Der Abstand der Haftzentren ist mit der Mikrostruktur verbu nden. Die Versetzungsdichte istéber | ¥4 et

mit | verbunden. Durch feine, sowie fein verteilte Partikel der zveiten Phase kann eine hohe Festigkeits-
steigerung erreicht werden.

iR = — (13.9)

¢or Wird als Orowanspannung fir das Bberwinden von Partikeln bezeichnet. Im Wesentlichen wirddamit
die Versetzungsbewegung durch den Partikelabstand bestimt.

Dieser mittlere Abstand von Partikeln in der Gleitebene wird nun wie folgt bestimmt: Der Volumenanteil
der Dispersoide betégt: f = 41/4r3N mit N - Anzahl der Teilchen pro Einheitszelle;| - Abstand der
Partikel in der Gleitebene | = p— Alle Teilchen, die im Band 4r um diese Gleitebene liegen, werden
von ihr geschnitten, wie es Abblldung 13.8 verdeutlicht.

0D
U

Abbildung 13.8:.

Also gilt:
Ngp =4rN
= o 1 o 1 r ., r
S YaN T f
A g 7
p_
¢OR Gb T (13.10)

Es ist leicht, den Partikeldurchmesser zu bestimmen und vonder Probenherstellung kennt man den

Anteil der Phase. GeméYz Gleichung 13.10 kann also der Verfestigungse®ekt von péssoiden berechnet
werden. Feine Dispersoide sind bei gegebenem Volumenariteier Dispersoide e®ektiver begglich der

Festigkeitssteigerung. Kaltverfestigung in Materialien, die Dispersoide enthalten, ist sehr viel etzienter,

verglichen mit solchen, die keine Dispersoide enthalten, @ durch die Versetzungsringe um die Dispersoide
starke Spannungsfelder aufgebaut werden. Eine folgende ketzung braucht damit eine hdhere Spannung,
um das Teilchen mit dem darum liegenden Versetzungsring zu mgehen, als die erste Versetzung.
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13.4 Ausscheidungsverfestigung

Ausscheidungen entstehen, wenn ein homogener Mischkridtaabgekihlt wird, wodurch der Zustand im
Phasendiagramm eine Phasengrenzliniéberschreitet. Von nun an sollte der Kristall in einem zweipha-
sigen Zustand vorliegen. Gezielt werden Ausscheidungen tgestellt, indem der homogene Mischkristall
zunAchst abgeschreckt wird, wodurch er als homogener Mischlstall auch bei tieferen Temperaturen wei-
terhin vorliegt, obwohl das zugrunde liegende Phasendiagimm bei diesen tiefen Temperaturen eigentlich
einen zweiphasigen Zustand vorgibt. Die Di®usion reicht ardieser Stelle nicht aus, um den Mischkristall
zu entmischen. Bei einer anschliesenden &imebehandlung bei mittleren Temperaturen ist die Di®usi-
on erhéht und der Mischkristall kann in die beiden durch das Phasenliagramm vorgegebenen Phasen
separieren. Die so entstandenen Ausscheidungen sind duréthasengrenzen von der Matrix getrennt. In
Abbildung 13.9 ist ein méglicher Weg gezeigt, um Ausscheidungen eines nominellem§ 70at i %Pb
Mischkristalls zu erzeugen.

T[°C]
300

250

200
150 ﬁ@
2

100090 20 30 40 50 60“70 80 90 1
Sn X in % Pb

Abbildung  13.9: Mdglicher Weg einerSn j 70at:j %Pb Mischkristall gezielt auszuscheiden. Bei (1) wird der Misch-
kristall homogenisiert und zu (2) abgeschreckt. Eine anschleide Warmebehandlung bei (3) #hrt zur Ausscheidung
einer Phase (hier (Sn) im (Pb)-Mischkristall).

Die Phasengrenze zwischen Ausscheidung und Matrix kann nusowohl inkohdrent, als auch semi-koldrent
oder teilkohdrent sein. Inkohdrente Phasengrenzen wirken auf Versetzungen wie éiberwindbare Korn-
grenzen. Aus diesem Grund sind inkolirente Phasengrenzen in Hinblick auf die Festigkeitssteigrung
genauso e®ektiv, wie Partikel oder Dispersoide. Allerding sind in der Regel die bei hohen Temperaturen
gebildeten Ausscheidungen sehr gro%, wodurch sie zur Erzia hoher Festigkeiten nicht geeignet sind.
Koh&rente, oder teilkohdrente Phasengrenzen sind derart, da¥s Versetzungen sichrdi sie hindurch bewe-
gen kdnnen, da sich die kristallographischen Ebenen mit leichteVerzerrung gber die Phasengrenze hinweg
fortsetzen. Hierfilv midssen Haltekiéfte der Ausscheidungen, die auf die Versetzung wirkendberwunden
werden. Dabei sind zurchst die bereits besprochenen parelastische und dielastihe Wechselwirkungen
zu bendcksichtigen. Die parelastische Wechselwirkung nimmt mitsteigender GiYse der Ausscheidungen
zu. Es qilt:

Fhax = Ghr ; Fldax = GH?j | (13.11)

Bewegt sich eine Versetzung durch eine kddvente Ausscheidung, so wird das Teilchen abgeschert, weil
die Versetzung die Atome auf der einen Seite der Gleitebeneevschiebt. Dies ist in Abbildung 13.10
dargestellt.
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Abbildung  13.10: .

Durch das Abscheren entstehen zuizliche Phasengrenz@chen, deren Energie beim Schneiden des Teil-
chens durch die angelegte Spannung aufgebracht werden mu¥ie@ntsprechende Kraft auf die Versetzung
ist mit der spezi schen Grenz°Achenenergie®, gekoppelt durch:

FS=°pr

wobei hier ein Geometriefaktor vernachfissigt wurde.

Ist das Teilchen geordnet, so wird beim Schneiden des Teilems ngs der Gleitebene die Ordnung zergrt,
es entsteht eine Antiphasengrenze. Der Wechsel von Phasend Antiphasengrenze durch Abscheren eines
Teilchens ist in Abbildung 13.11 schematisch skizziert.
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Abbildung 13.11: Entstehung einer Antiphasengrenze in einem geordnefEeilchen durch Abscheren.

Damit mu¥ zum Abscheren des Teilchens zd$zlich die Energie der Antiphasengrenze® ap  aufgebracht
werden

FAPG = o oor
Dariberhinaus hat das Teilchen in der Regel eine andere Stapelflerenergie als die Matrix. Damit ist die
Aufspaltungsweite der Versetzung im Teilchen verschiedervon der in der Matrix. Ist diese im Teilchen
kleiner, so spaltet die Versetzung im Teilchen in Teilvers&zungen auf. Beim Verlassen des Teilchens
missen diese wiederum zusammengifrt werden, was mit einem Mehraufwand an Energie verbunden
ist. Im umgekehrten Fall mu¥% eine zuétzliche Kraft aufgebracht werden, um die Versetzungdberhaupt
in das Teilchen hineinzubekommen.
Bei nicht geordneten Teilchen spielt die Antiphasengrenzekeine Rolle, damit auchFAP¢ | Sieht man vom
dielastischen Beitrag ab, so nehmen alle Ka&fte mit der Ausscheidungsgiée zu. Daher kann man eine
parelastische Kraft einfidhren, deren Proportionalitdtskonstante eine Grenz#chenenergie ist.

Ght = °o
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13.4.1 Die kritische Scherspannung beim Schneiden von Tell chen

Da nun die wesentlichen Kiéfte proportional zu r sind, kann man schreiben

3
Frnax =~ @

Andererseits kann diese Kraft auch gend¥s der Peach-Koehler-Gleichung beschrieben werden
Fmax = ¢ ¢cble

3y
3 3 p 32! —/—
rf

R S e
¢e= ble ~ bl bp—(;E?e," R 3G (13.12)

Njw

Die Spannung ¢¢; zum Durchschneiden der Teilchen nimmt also mitp fr zu. Sie kann jedoch nicht gB¥ser
als die Orowan Spannung werden, denn dann kann die Versetzgndas Hindernis leichter umgehen, als
schneiden. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 13.12 dasegtellt.

4

t

Abbildung  13.12: Vednderung der Festigkeit in AbAngigkeit von der PartikelgbYse.

Es ist daher leicht einzusehen, da% es eine Teilchedgtiero gibt, bei der eine maximale Festigkeit erzielt
werden kann, rdmlich

¢ éc = ¢oR
3 % — P
H .= rf . — Gb f A
Durch Vergleich von ¢ ¢c = 4 35 und ¢or = = erhAlt man
Gk’ R =
ro= TQ 3 (13.13)

Die Einstellung der Teilchengmd¥ser ist das Ziel der Aushértung. Es bleibt anzumerken, da%s( nicht
vom prozentualen Anteil der ausgeschiedenen Phase afhgt.

13.4.2 Aush Artung von Legierungen

Ein wichtiges Verhalten zur Festigkeitssteigerung ist dasAusharten von Legierungen. Die Grundlage der
Festigkeitssteigerung durch Auslérten liegt in der durch Ausscheidung gewonnenen zweiten Pise. Bei
der Ausscheidung ist das zugrundeliegende Phasendiagrammon besonderer Bedeutung. Generell gilt,
da¥s man einen gro¥%en Festigkeitsanstieg durch eine hohe Aggrungstemperatur erreicht. Bei niedri-
geren Temperaturen steigt die Hirte langsamer aber stetig an, bis ein Plateauwert erreichtwird. Es
wird zunéAchst eine kolérente und spéter teilkohArente metastabile Phase ausgeschieden und nicht eine
inkohArente Phase. Diese wird erst bei Bheren Temperaturen ausgeschieden. Nach dem Plateauwered
HArte wird hierdurch ein weiterer HArteanstieg beobachtet, der ein Maximum zeigt. Bei noch Bheren
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Temperaturen werden Plateau und Maximum schneller erreich liegen aber bei geringeren Werten. Dieses
Absenken der Hirtewerte liegt darin begréndet, da% die Anzahl der ausgeschiedenen Phasen geringsr i
Bleibt wegen der niedrigen Temperatur die Auskirtung auf die erste Stufe beschiéinkt, so spricht man
von Kaltaush Artung . Erst bei hdheren Temperaturen ertélt man auch die zweite Stufe. Dies wird als
Warmaush Artung bezeichnet. Sie ist im Wesentlichen auf die Ausbildung derrikohdrenten Ausschei-
dungsphase zulickzufdhren.

Durch Vergrgberung der Ausscheidungen beidngeren Glihzeiten (Ostwald-Reifung) kommt es zur Ver-
gréberung der Teilchen, zu einer zahlenéigen Verringerung und zu einer Festigkeitsabnahme, weiliel
Ausscheidungen von den Versetzungen mit dem Orowan Mechastnus leichter umgangen werden &nnen.
Diesen E®ekt nennt manbberalterung

Der HArtungse®ekt ist optimal, wenn der Teilchenabstand ndglichst klein ist und die Ausscheidungen
homogen im Kristall verteilt sind. Dies wird als kontinuier liche Ausscheidung bezeichnet. Im Gegensatz
dazu werden inkohrente oder diskontinuierliche Ausscheidungen Bu g an Gitterfehlern, wie Versetzun-
gen, oder Korngrenzen gebildet. Bleibt die Ausscheidung dudie Gebiete um die Gitterfehler beschénkt,
werden die mechanischen Eigenschaften oft nur unzureichernverbessert.

Damit k dnnen die vorgestellten Festigungsmechanismen zusammesfg¥it werden:

Umformverfestigung Versetzungsdichte el hE7
Phasengrenzlétung Kornfeinung el pi
Mischkristallverfestigung  Fremdatomkonzentrationserhdhung ol X

Ausscheidungs- und
Dispersionsverfestigung

feine inkohdrente Phasen el P r oder¢ / rl

ZUM N ACHDENKEN:

2 Von welcher Gré¥e Hingt die filr das Bberwin-
den von Teilchen mdtige Spannung ab?

2 Wie gro¥a ist die Schneidspannung?

2 Welcher Parameter bestimmt, ob ein Teilchen
umgangen, oder geschnitten wird?

2 Wie ist die Partikelgr 8 zu vdhlen, um einen
maximalen Beitrag zur Festigkeit aufgrund der
Teilchenverfestigung zu bekommen?

2 Welche festigkeitssteigernde Mechanismen gib
Les und welches sind ihre wesentlichen Merkmaly
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Auswirkungen von W  Armebehandlungen

Mit der plastischen Verformung eines Werksto®s wird die Anahl und die Dichte von Gitterfehlern, ins-

besondere der Versetzungen, edht. Damit wird auch die innere Energie des Werksto®s vergivsert, und
gleichzeitig wird der Gefdlgezustand mehr und mehr instabil. In diesem Zustand bedingeine WArmebe-
handlung - also eine Temperatureriifhung - einen Abbau der inneren Energie, indem die Struktur @r
Gitterfehler ver Andert wird. Dies geschieht vor allem durch Umordnung oder Bseitigung der in das Ma-
terial eingebrachten Versetzungen, wobei die Bewegung dérersetzungen thermisch aktiviert ist. Durch

die Wéarmebehandlung im Anschlu¥a an eine plastische Verformungisd die Mikrostruktur ver Andert und

damit die mechanischen Eigenschaften beein°u¥at, wohingegelie physikalischen Eigenschaften oft nur
wenig beein°u¥st werden.

$ Streckgrenze
J[MPa] Erholung Rekristallisation
Streckgrenze [ MRa ]
120 +750 | oo \
!
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X
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T
S i
2 60 Kornvolumen
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Abbildung  14.1: Auswirkung von Kaltverformung und Anla¥itemperatur adie Streckgrenze, das Kornvolumen, die
elektrische Leitfihigkeit und die Bruchdehnung.

Betrachtet man die Festigkeit als Funktion der Temperatur, bei der die WArmebehandlung statt ndet, so
kdnnen drei Bereiche ausgemacht werden. Im unteren Temperatbereich Andert sich die Festigkeit nur
wenig. Bei mittleren Temperaturen wird ein starker Abfall d er Festigkeit beobachtet, der bei hohen Tem-
peraturen wieder stark nachiést. Die drei Bereiche des Festigkeitsverlustes haben vehsedene Ursachen
und werden daher grunddétzlich in Erholung (niedrige Temperatur), Rekristallisa tion (mittlere Tempera-
tur) und Kornwachstum (hohe Temperatur) eingeteilt. Die Ab bildung 14.1 zeigt zugtzlich die Anderung
der Bruchdehnung, der Korngmi¥ze und des elektrischen Widerstandes, sowohl in ABhgigkeit vom Um-
formgrad, der wahrend der vorausgehenden Verformung erreicht wird, als ath von der Temperatur der
WAarmebehandlung. Mit zunehmender Verformung nimmt die Streekgrenze zu und die Bruchdehnung ab.
Gleichzeitig verringert sich die Leitfahigkeit. Wahrend der anschlievzenden Wmebehandlung nimmt die
Streckgrenze ab und in gleichem MaY.e die Bruchdehnung zu. Dieitf Ahigkeit wird durch die W &rmebe-
handlung verbessert, wobei der Anteil der Gitterfehlstelen am elektrischen Widerstand stark abnimmt
und sogar verschwinden kann. Wahrend der Rekristallisation nimmt die Korngr 8%e ab, die im weiteren

u@% 223
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Verlauf (Kornwachstum) jedoch stark zunimmt.
Im Folgenden sollen die Begri®e zusammenfassend ek werden:

2 Die Kristallerholung ist durch das Ausheilen nulldimensionaler Gitterfehler savie von Verset-
zungen gekennzeichnet. Die Erholungduft damit so lange ab, wie diese Gitterfehler in Nicht-
Gleichgewichtskonzentration vorhanden sind.

2 Der Vorgang der Rekristallisation ~ wird im @blichen Sprachgebrauch sehr weit gefavit, indem alle
Prozesse einbezogen werden, diedlrend der WAarmebehandlung zu einer Neubildung des Géges
fidhren. Insbesondere #@hlen hierzu die Prozesse der Korngrenzenbewegung, sowiteaProzesse, die
zu einer Verringerung der inneren Energie des Kristallverbindes #hren. Damit ist die Rekristallisa-
tion als Neubildung des Korngefiges grundgtzlich von der Erholung zu unterscheiden. Sie vollzieht
sich durch die Bildung von Gro%winkelkorngrenzen und deren &vegung. Hierbei wird die durch
die Verformung hervorgerufene Struktur beseitigt.

2 Man spricht von prim Arer Rekristallisation , wenn sie durch die im Material gespeicherte Verset-
zungsenergie angetrieben wird. Dieser Vorgang ist durch eé Keimbildung und das Keimwachstum
charakterisiert, da bei der WArmebehandlung zurchst kleine Kérner entstehen, die im weiteren
Verlauf wachsen. Da die Versetzungsdichte im Material nichgleichmAvig, sondern diskontinuierlich
von diskreten Kdrnern ausgehend géndert wird, wird oft auch von diskontinuierlicher Rekri-
stallisation gesprochen.

2 Wenn die Korngrenzenbewegung stark unterdiickt ist, was zum Beispiel dann der Fall sein kann,
wenn das Material sehr stark kaltverformt wurde, so kommt eszu einer starken Erholung, bei der
sowohl Klein- als auch GroYawinkelkorngrenzen entstehen. Da tritt die sogenannte in-situ Rekri-
stallisation ein, wobei eine Neubildung des Geliges ohne Wanderung von GroYawinkelkorngrenzen
statt ndet. Dieser ProzeYs erfa¥it das Géfye homogen und wird daher auch alskontinuierliche
Rekristallisation  bezeichnet.

2 Im Anschlu¥z an die Rekristallisation nimmt die Korngrése bei Vrmebehandlungen in der Regel
weiter zu. Die Korngrése kann dabei auf zwei Arten vergi/zert werden. Entweder nimmt die mitt-
lere Korngrévse des Géfjes gleichnéivzig zu, das heivat einigedgner wachsen auf Kosten kleinerer,
wobei die kleine Korngmivse aus dem G@fje verschwindet. Dieser Fall wird alsstetige Kornver-
gr8vserung bezeichnet.

w

InD InD

Abbildung  14.2: Verteilung der Korngb¥zen bei stetiger (links) und unstetiger (rechts) Kornvemjr.erung.

2 Auf der anderen Seite wird auch der Fall beobachtet, wo einig Kérner ein starkes Wachstum
zeigen, die anderen Hrner ihre Grédlse aber praktisch nicht veéindern. In diesem Fall spricht man
von unstetiger Kornvergr ~ @erung oder auch vonsekund Arer Rekristallisation . Die unstetige
Kornvergr@serung dihrt zu grévseren rnern

2 Andern sich wahrend oder nach der sekundren Rekristallisation die VerhAltnisse der Ober°Achen-
energien, so kann erneut diskontinuierliches Wachstum aufeten. Dies wird dann als terti Are Re-
kristallisation  bezeichnet. DieAnderungen im Geflge sind bei der sekundren und tertiAren Re-
kristallisation im Prinzip gleich, die energetischen Ursachen sind jedoch verschieden. Beobachtet
wird die terti Are Rekristallisation zum Beispiel dann, wenn die Korngése die kleinste Abmessung
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der Probe erreicht hat. Dies kann zum Beispiel die Dicke eing Bleches sein. In diesem Fall kommt
die unstetige Kornvergrd¥zerung zum Erliegen

Grundsétzlich wird bei Erholung und Rekristallisati-
on unterschieden, ob diese @hrend der Verformung,
oder im Anschlu¥ daran statt ndet. Man unterschei-
det zwischen dynamischen (vhrend der Verformung)
und statischen (im Anschlu¥s) Vorgingen.

Nachdem nun die wichtigsten Begri®e, die im Zusam-
menhang mit den Auswirkungen von Warmebehand-
lungen stehen, dargelegt wurden, sollen die zu Grunde liegden PhAnomene und die Auswirkungen im
Detail erkl &rt werden.

2 Wie verandern sich Streckgrenze und Bruchdeh
nung bei WArmebehandlungen in AbHAngigkeit
von der Temperatur?

14.1 Kiristallerholung

Versetzungen und andere Gitterfehler, die durch das Umformen eines Materials entstehen, sind thermody-
namisch instabil, da sie nicht thermisch, sondern mechanish erzeugt wurden. Damit ist auch das Gefige
und der verformte Zustand prinzipiell instabil. Dennoch bleibt der verformte Zustand bei hinreichend
niedrigen Temperaturen erhalten, da die Haltekifte der Versetzungen gév.er sind als die durch ther-
mische Aktivierung hervorgerufenen Kréfte. Bei hohen Temperaturen kommt es zum Quergleiten von
Schraubenversetzungen, beziehungsweise zum Klettern vaBtufenversetzungen, wodurch diese energe-
tisch giinstigere Positionen einnehmen Bnnen. Versetzungen Bnnen zum Beispiel den Kristall verlassen,
oder sich gegenseitig auglschen. Die Versetzungsdichte nimmt bei diesen Vodngen ab, jedoch verldit-
nismaYsig schwach; esdnnen sich spezielle Muster von Versetzungsanordnungenltén. Dieser Vorgang
wird als Kristallerholung bezeichnet. Genauer spricht manvon Erholung erster Ordnung, wenn die Erho-
lung ohne die Bildung von Subkorngrenzen alduft. Andernfalls wird die Erholung als Erholung zweiter
Ordnung oder Polygonisation bezeichnet.

Die Kristallerholung beruht, wie gesagt, auf der Wechselwikung der Versetzungen untereinander. Dies
wird m@glich, da das Spannungsfeld der Versetzungen langreichitig ist. Die Kraft zwischen zwei Stu-
fenversetzungen mit parallelen Burgers Vektoren ist

Gb by
2Y(1i °)

Antiparallele Versetzungen ziehen sich gegenseitig an, uhwenn sie sich tre®en, vereinigen sie sich und
Idschen sich gegenseitig aus. Be nden sich diese Versetzemgnicht auf derselben Gleitebene, sondern
auf parallelen, so kommt es zur Bildung eines Versetzungsgols, der eine wesentlich geringere Energie
hat als die zwei einzelnen Versetzungen. Durch Klettern defVersetzungen kann schlie¥lich auch der
Versetzungsdipol ausgadscht werden.

Da das Spannungsfeld der Versetzungen langreichweitig iskommt es auch dann noch zu Wechselwir-
kungen, wenn die Versetzungen in zwei Gleitebenen liegenjalweiter voneinander entfernt sind.

F=¢b= COoS£cos2E

y
Cr
t L «J,-"//TKy
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Abbildung  14.3: Kraft auf eine Versetzung, die sich im Spannungsfeld eineriteeen Versetzung und auf einer
parallelen Gleitebene be ndet.

In der Abbildung 14.3 sind die Kraftkomponenten auf eine Veisetzung, die in einer Gleitebene parallel zu
der ersten liegt, dargestellt. Beide Versetzungen sollengrallele Burgers Vektoren haben und die Verset-
zung in der zweiten Ebene be ndet sich in dem Bereich, der duwh die 45--Linien gekennzeichnet ist. Es
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kommt zu einer Bewegung der Versetzungen, die zu der stabiteLage fihrt, in der beide Versetzungen

Bbereinander angeordnet sind. Diese Kon guration ist enegetisch ginstiger als die Ausgangslage. Bedeu-
tend wird diese Energieminimierung aber erst dann, wenn vie Versetzungen sich derart@bereinander

angeordnet haben. Die Reichweite des Spannungsfeldes ainéersetzung wird dann auf den Abstand der

Versetzungen herabgesetzt, wodurch die Energie der einzedn Versetzung minimiert wird.

Die beschriebene Anordnung entspricht der einer symmetrishen Kleinwinkelkorngrenze, genauer einer
symmetrischen Kleinwinkelkippkorngrenze. Die Energie déser Korngrenze &4t sich wie folgt bestimmen:

Be nden sich N Versetzungen pro cm in dieser Anordnung, so wird die Energi@ro FlAcheneinheit zu:

GK r ’
o = + .
kwke = N ;) In % Ex (14.1)

In dem Term r=2b von Gleichung 14.1 steckt die Orientierungsdi®erenz £ zwishen den Kérnern drin; es
gitjag= 2;1=£=N,

rer b

°kwke = E( K1j KzIn£)

mit

_ Ex . _ Gb
Ki= —j K2|n2 und Kz—m

Mit steigender Zahl der Versetzungen in der Korngrenze
wird die Energie pro Versetzung weiter verringert, wes-

2 Was sind die Voraussetzungen damit sich ei wegen auch die Kleinwinkelkorngrenzen bestrebt sind,
Kristall erholen kann? sich zu vereinigen. Es bilden sich in der Regel netz-
2 Durch welchen Voragng veéndert sich das wer_kartige Muste_r aus Kleinwinkelqungrenzen, Qie gine
Gefilge bei Kristallerholung? geringere Energie zeigen als die einzelnen Kleinwinkel-

korngrenzen. Durch die Vereinigung vieler Kleinwinkel-
korngrenzen kdnnen schlievlich GroYawinkelkorngrenzen
erzeugt werden.

2 Wie verAndert sich die Versetzungsdichte bei
LKristaIIerhqung?

Bleibt anzumerken, da¥s diese Betrachtungen genausévfSchraubenversetzungen und gemischte Verset-
zungen Giltigkeit haben.

14.1.1 Polygonisation

Die Erholung beginnt in den am stdrksten verformten Bereichen des Werksto®s. Diese Bereietzeigen
die gréd¥ite Versetzungsdichte und damit ist die geringste Energiediig, um an diesen Stellen die Verset-
zungsbewegung thermisch zu aktivieren.

ModellmAl4ig kann der Vorgang der Polygonisation die Entstehung von linwinkelkorngrenzen in einem
plastisch gebogenen Kiristallsfick verdeutlichen. Nach der Biegung des Kiristalls wird in den Kristall ein
Bberschu¥.N * von Versetzungen beobachtet. Dieser Angt mit dem Kr @mmungsradius rx gemévs der
Nyeschen Beziehung zusammen

1
N+ =
er
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Abbildung  14.4: In einem unter Biegebeanspruchung stehendem Kiristall den Versetzungen in Gleitebenehber-
einander angeordnet. Hierdurch entstehen Kleinwinkelkgrenzen, die sogenannten Polygonisationéivde (rechts).

Diese Beziehung erfdlt man, wenn man die LAngen der Ober- und Unterseite des Kristalls vergleicht, d&
sich genau um die Zahl der durch die Biegung verursachten zdézlichen Ebenen unterscheiden. Bei der
Gleitung bilden die Versetzungen energetisch @nstigere Anordnungen, die Kleinwinkelkorngrenzen. Da-
durch gehen die zurchst kontinuierlich gebogenen Netzebenen in Polygonige Boer. Die Polygonisation
ist damit mit der Bildung von Subkorngrenzen in einem Zusammenhang zu sehen. Die Polygonisation
kann durch Laue-Aufnahmen nachgewiesen werden. Das Mosaiked Laue-Re°exe wird schmaler, wenn
es zur Polygonisation kommt. Dafir spalten die Re°exe jedoch in mehrere auf, entsprechend dé\nzahl
der Subkérner, die durch die energetisch gnstigere Versetzungsanordnung gebildet werden.

Abbildung  14.5: Die Lage der VersetzungeBbereinander ist energetischéinstiger, daher gleiten die Versetzungen
zu diesen Positionen und bilden Kleinwinkelkorngrenzen (tes).

Die Erholung erfolgt durch thermische Aktivierung und bengtigt somit keine Inkubationszeit. Damit ist

ihre Kinetik von der Rekristallisation grunds Atzlich verschieden. Erholung macht sich bei kleinen Gihzei-
ten sofort bemerkbar und klingt mit der Zeit ab. Im Gegensatz dazu macht sich die Rekristallisation erst
spéter bemerkbar. Sie Buft dann aber in der Regel schnell und vollséndig ab.

Im Allgemeinen fidhren beide Vorgdnge zuéhnlichen Eigenschafténderungen, wie der Hirte. Daher ist
besonders bei der Anwendung der Vordnge und in gleichem MaYse bei der Interpretation darauf zu achn,
welcher ProzeYs mit der beobachteteAnderung einer Eigenschatft in Verbindung steht. Bblicherweise #hrt
der Vorgang der Erholung zur Keimbildung der primaren Rekristallisation.

14.2 Prim Are Rekristallisation

Wiahrend Kristallerholung solange abBuft, wie Punktdefekte und Versetzungen im Material in Nicht-
gleichgewichtskonzentration vorhanden sind, wird die Rekistallisation entweder durch die im Material
gespeicherte Versetzungsenergie im Fall der pridren Rekristallisation, oder durch die gespeicherte Korn-
grenzenenergie im Fall der sekundren Rekristallisation angetrieben.

Die Korngrévse nimmt bei der Rekristallisation zu, wobei dieses Wachstn von der vorausgegangenen
Verformung abhAngt. In sogenannten Rekristallisationsdiagrammen wird de Korngré¥e in Ablangigkeit
vom Grad der vorausgegangenen Umformung und der @hdauer aufgetragen.
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Abbildung  14.6: In einem Rekristallisationsdiagramm ist die Alétmgigkeit der Korngé%ze von der Temperatur und dem
Verformungsgrad dargestellt. Br ein leichteres Versindnis sind hier zutzlich drei Schnitte durch dieses Diagramm
als zweidimensionale Darstellung angegeben.

Zum einen erkennt man durch diese Diagramme, da¥s eine minid@aVerformung vorausgegangen sein
muY¥a, damit die Rekristallisation einsetzen kann. Man sprich hier von der kritischen Verformung. Je

grévser die vorausgegangene Verformung ist, um so geringer isiedninimale Temperatur, bei der die

Rekristallisation einsetzt.

Das Gefige entsteht durch einen Keimbildungs- und Keimwachstumsergang. Damit setzt die Rekri-

stallisation dann ein, wenn mit der Bildung der Keime und ihrem Wachstum weniger Energie in den
Korngrenzen aufgebracht werden mu4 als durch die Reduzierg der Versetzungsdichte gewonnen wird.
Wirde ein Werksto® in nur einem Gleitsystem verformt, kommt es zu den eben beschriebenen Vogngen

der Versetzungsbewegung. Ist jedoch ein zweites Gleitsysin an der Verformung beteiligt, dann treten

durch die Verformung Deformationsbdnder auf. In diesen Knickkédndern bilden sich im neuen Gelige

Subkdrner, die durch Kleinwinkelkorngrenzen voneinander getennt sind. Diese Kleinwinkelkorngrenzen
kédnnen dann wieder zu GroYawinkelkorngrenzen umgruppiert ween, die ein neues Korn von der Matrix

trennt.
f
— ﬁ

Abbildung 14.7: Bildung eines Subfirns aus einem Bereich starkter Gitterl@mmung (z.B. Knickband).

Damit ein Keim wachsen kann, mu¥ er eine gewisse @ifse haben, sowie eine Orientierungsdi®erenz zur
umgebenden Matrix aufweisen. Er mu¥ also von der Matrix duttc eine GroYawinkelkorngrenze getrennt
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sein. Man stellt sich den Vorgang der Keimbildung so vor, dadas Klettern von Versetzungen thermisch
aktiviert wird. Diese Versetzungen klettern zu naheliegemlen Subkorngrenzen, auf diese Weise werden
Kleinwinkelkorngrenzen aufgeBst und Subkérner vereinigen sich. Durch mehrfache Wiederholung erlagt
der Keim schlie%lich seine kritische Gbvse.

Abbildung  14.8: Werden aus einer Kleinwinkelkippkorngrenze die Vemaengen entfernt, so mu¥s sich eines der
angrenzenden iérner drehen (sehr wenig). Hierdurch #ssen die dadurch entstehendaberlappenden Bereiche durch
Di®usion (ist dort der bestimmende ProzeYs) umgeordnet werd®urch diesen Vorgang erflt men ein groYses Korn.

Die Abbildung 14.8 zeigt die schematische Rekristallisatbnskeimbildung durch Vereinigung von
Subkdrnern, die auch als Koaleszenz bezeichnet wird. Die im zwein Teilbild angedeutete Drehung des
rechten Subkorns erfolgt durch Au°dsung der mittleren Subkorngrenze und durch Klettern der Ve-

setzungen in den angrenzenden Subkorngrenzen. Genau, wim iFall der Erholung beginnt auch die

Rekristallisation in den am stérksten verformten Bereichen.

Dieser ProzeYs der Koaleszenz wird iéu¥serst geringem MaYze auch bei der Erholung ablaufen. Nuirfden

Fall der extrem langsamen Erholung wird dieser Proze% beobhatet. Die anschlie¥sende Rekristallisation
geschieht dann ohne Neubildung der Subdrner und man spricht von in-situ Rekristallisation . Und an

dieser Stelle wird wieder klar, da¥s deBbergang von Erholung zu Rekristallisation °ie¥end ist.

14.2.1 Die energetische Ursachen der Rekristallisation

Vermindert sich die freie Enthalpie eines Kristalls durch die Bewegung einer Korngrenze, so kann dies als
die Wirkung einer Kraft auf die Korngrenze beschrieben weraén. Es gibt also einen Zusammenhang mit
der wirkenden Kraft und der Bewegung einer Korngrenze. Vershiebt sich ein FlAchenelementdA einer
Korngrenze um eine Streckedr, so Andert sich die freie Enthalpie um den Betrag

dG = j pdAdr = pdVv

wobei die Korngrenze hierbei einen VolumenanteildV @berschreitet. Die Grévzep = | dG=dV wird als
treibende Kraft bezeichnet. Man kann sie als pro Volumeneiheit gewonnene freie Enthalpie oder auch als
Kraft interpretieren, die pro Fl Acheneinheit wirkt. Dies kommt einem Druck auf die Korngrerze gleich.
Die treibende Kraft fi die primére Rekristallisation ist die in den Versetzungen gespeidarte Verfor-
mungsenergie. Die Energie einer Versetzung proAngeneinheit ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

- 1 s _ 3 _3_-
Eeq = Esz bzw. Eq = ZGbZ— 2E el

Druck im Allgemeinen ist eine Kraft, die auf eine FlAche wirkt. Die Kraft kann wiederum in Abh Angigkeit
von der Linienenergie pro LAngeneinheit beschrieben werden. Damit ist der Druck eine Enktion von
Energie und der Versetzungsdichte

p= %E= %sz
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Fiv eine Versetzungsdichte in einem stark verformten Materal von %= 10'® mi 2 und G =5 ¢10* MPa,
b=10i 19 m betragt die treibende Kraft pro Einheits® Achep = 10 MPa.

14.2.2 Rekristallisationskeimbildung

Bisher wurde lediglich erwéhnt, da¥ die Rekristallisation durch einen Keimbildungspoze¥s initiiert wird.
Bei dieser sogenannten Rekristallisationskeimbildung sid drei Kriterien zu erf lllen. Diese werden auch
als Instabilit Atskriterien bezeichnet und sollen im Folgenden vorgesté#lwerden.

1. Thermodynamisches Instabilit Atskriterium
Der Keim mu¥ eine kritische GaY.e aufweisen, die sich aus der Energiebilanz von freier Obdchen-
zu freier Volumenenthalpie ergibt. Der wachsende Keim solunter stabilen Wachstum seine freie
Enthalpie minimieren. Unter Verwendung der treibenden Kraft p bei der Rekristallisation p = %E
gilt fér den kritischen Keimradius

aT
T p %GB

Aufgrund der geringen treibenden Kraft ist die Keimbildungsrate aufgrund von thermischen Fluk-
tuationen jedoch zu kein, um die Rekristallisation anzulasen. Die Keime sind in @berkritischer
Grévse bereits im verformten Gelige vorhanden - zum Beispiel in Form einer Zelle, oder einesus-
korns. Es sind aber Erholungsvor@nge mitig, um diese Zellen als Keim zu aktivieren, wodurch klar
wird, da¥s die Erholung der Rekristallisation vorausgeht.

2. Mechanisches Instabilit ~ Atskriterium
Die treibende Kraft mu¥a ein lokales Ungleichgewicht erfalen, damit eine Korngrenze eine ausge-
zeichnete Bewegungsrichtung eghrt. Diese Bedingung ist bereits durch eine inhomogene Veet-
zungsverteilung erfilt.

3. Kinetisches Instabilit  Atskriterium
Die Grenz°Ache des Keims muY beweglich sein. Dies ist aber niir iGroYawinkelkorngrenzen der Fall,
da zum Beispiel Kleinwinkelkorngrenzen eine wesentlich kmpaktere Struktur aufweisen. Mit zu-
nehmender Versetzungsdichte in der Korngrenze nimmt ihre Bweglichkeit ab (dazu sgter mehr).
Die Erzeugung einer beweglichen Gro%winkelkorngrenze isiebder Rekristallisationskeimbildung
der schwierigste Teilschritt. Hierfilr stehen mehrere Wege zur Auswahl: Keimbildung an vorhande
nen Korngrenzen, Keimbildung an gro%en Partikeln, diskontiuierliches Subkornwachstum, Bildung
von Rekristallisationszellen, oder die Keimbildung an Veformungsinhomogenitdten, um nur einige

ZU nennen.

Diese drei genannten Kriterien missen bei der Rekristal-
lisationskeimbildung immer alle gleichzeitig erfllt sein.
2 Was sind die treibenden Kréfte bei Erholung Da diese durchaus auch nur lokal edllt sein werden,
bzw. Rekristallisation? fidhrt dies zu einer Bevorzugung der Keimbildung in aus-
2 Unter welchen Voraussetzungen kann sich ei gewahiten Regionen des verformten Gafdges, zum Bei-
Rekristallisationskeim bilden? spiel den unter Punkt 3 genannten.
Durch Subkornwachstum in Verformungsinhomoge-
nit Aten wachst der Orientierungsunterschied einer Korn-
grenze und damit auch ihre Beweglichkeit. Die Keimbildung an einer Korngrenze kann zum Beispiel durch
Ausbauchen der Korngrenze erfolgen. Dies erfolgt, wenn dikraft auf beiden Seiten der Korngrenze im
Ungleichgewichtszustand ist. Dies kann dann der Fall seinwenn die Zellgide auf beiden Seiten der
Korngrenze unterschiedlich gro¥% ist, wobei die Korngrenzéann in das Gebiet mit feinerer Struktur hin-
einwAchst. Dieser Mechanismus wird im Abschnitt Bber das Kornwachstum (s. Abschnitt 14.3) vertieft
und wird daher an dieser Stelle nicht weiter behandelt.
Die inhomogene Versetzungsdichte selbeihrt auch zu bevorzugter Keimbildung an der Korngrenze. In
gleicher Weise ist die Keimbildung an gro¥sen Partikeln im Galge beginstigt. Schlie¥lich kann in Metallen
mit geringer Stapelfehlerenergie Zwillingsbildung aufteten, die ihrerseits die Keimbildung beginstigt.
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Die genannten Prozesse werden jedoch nur dann aktiviert, wen Versetzungen lokal umgeordnet werden.
Damit wird abermals verdeutlicht, da¥s die Rekristallisationskeimbildung immer mit der Kristallerholung
verbunden ist. Dies ist der Grund filr die Inkubationszeit der Rekristallisationskeimbildung und der Re-
kristallisation @Bberhaupt. Wenn ein Material der Kristallerholung unterli egt, mu¥%s es aber nicht zwingend
zur Rekristallisation kommen, da die Erholung immer die treibende Kraft zur Rekristallisation herab-
setzt. Zum Beispiel kann bei Aluminium mit starker Erholung die Rekristallisation erschwert oder gar
unterdriickt sein.

14.2.3 Kinetik der prim  Aren Rekristallisation

Wie bereits erwdhnt, ist der verformte Zustand aufgrund des hohen Versetzngsgehaltes thermodynamisch
instabil. Die Rekristallisation f Bhrt diesen Zustand irreversibel in einen Gleichgewichtsastand iber. Ob-
wohl es keine Gleichgewichtstemperatur geben kann, wird oflie Temperatur als Rekristallisationstempe-
ratur bezeichnet, bei der die Rekristallisation innerhalbtechnisch realisierbarer Zeiten [ 1 h) vollstAndig
ablauft. Diese Festlegung ist nur sinnvoll, da die Rekristallsation thermisch aktiviert abl Auft, wodurch
ihre TemperaturabhAngigkeit durch einen Boltzmann-Faktor beschrieben werde kann (» [j Q=kT]). Da-
mit haben bereits geringeAnderungen der Temperatur einen gro¥en Ein°u¥ auf die Rektilisationszeit
und es kann eine Grenze geben, ab der die Rekristallisationmi Hinblick auf die technische Anwendung
schnell genug abdiuft. Es gibt einen Zusammenhang zwischen der Rekristallaionstemperatur und der
Schmelztemperatur einen Metalls, anhand dessen die Rektalisationstemperatur grob abgescHtzt wer-
den kann

Trekr: = (0:3:::0:4)Ts

In Tabelle 14.1 ist dieser Zusammenhangdr einige Metalle verdeutlicht.

Metall W Ti Fe Ni Cu Al Zn

Ts [*C] 3400 1668 1539 1455 1084 860 420
Trewr: [FC] 1200 450 450 350 200 100 5
Trekr:=Ts 04 037 039 036 034 032 04

Tabelle 14.1: Schmelz- und Rekristallisationstemperatur, sowie derertéltnis fir ausgevéhlte Metalle.

Die thermische Aktivierung der Rekristallisationsme-
chanismen wie Keimbildung und -wachstum bestim-

men ganz wesentlich die Kinetik der Rekristallisation. 2 Was sind Rekristallisationszeit und -
Also bedient man sich der bekannten Gesetzi#/sigkei- temperatur?

ten fér die Keimbildung und das Keimwachstum, um 2 Warum kann man von einer Rekristallisations-
die Kinetik der prim Aren Rekristallisation zu beschrei- temperatur sprechen, obwohl es dort keinen

ben. _ Phasenibergang gibt?
Hierzu de niert man die Keimbildungsgeschwindigkeit

N und die Wachstumsgeschwindigkeitv wie folgt:

dz=dt drR
: V= —

N = :
1; X t

Hierin sind X = V'\j—k' - der rekristallisierte Volumenbruchteil, z - die Anzahl der Keime pro Volumenein-
heit, t - die Zeit und R der Kornradius. N-ist damit die Zahl der in einer Zeit t im Volumen neu gebildeter
Keime.
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Abbildung  14.9: Anteil des rekristallisierten Geiges in AbHAngigkeit von der Dauer der Virmebehandlungt ek wird
als Rekristallisationszeit bezeichnet.

Der rekristallisierte Bruchteil X kann anhand der Avrami-Johnson-Kolmogorov-Gleichung angnahert
werden. Sie lautet

T

X =1j exp i (14.2)

trekr

tr ist die Rekristallisationszeit, die als die Zeit de niert wird, bei der gilt: X (t;ekr) = 0;63. q ist ein
Anpassungsparameter, der oft auch als Zeit-Exponent bezefnet wird.
Fir den idealisierten Fall, da¥s die Hrner als Kugeln wachsen, sie sich nicht bealhren, die Keimbildung
im gesamten Gefige homogen erfolgt und da% und N- wahrend des gesamten Vorgangs konstant bleiben
und als bekannt vorausgesetzt sind, lassen sich der rekrisllisierte Bruchteil X, der Zeit-Exponent g, die
Rekristallisationszeit t,e; Und die primar rekristallisierte Korngr 8v4ed herleiten. Fi den rekristallisierten
Bruchteil des Volumens X gilt dann:

h 1, [
X({)=1i exp i §I\Lv3t4

FIv t = trer gilt dann (s. GI. 14.2)

e Ta.
_ 1. . rekr _1 . . 1q
X=1j exp ij =1 exp[j 1 (14.3)
rekr
genauso gilt
h o, i
X (trekr) =1 i exp i NV tlo (14.4)
Ein Vergleich der von Gleichung 14.3 mit 14.4 liefert
A ! 1
7 1
§4NM3t¢ekr =1 trekr = %‘NA/3 (14.5)
mit d = 2Vt gilt dann fév die Korngr8Yaed:
d—2p3vﬂ%
= VL

Dies ist nur eine sehr grobe Mherung, die auch nur dann gemacht werden darf, solange die #¢ner sich
nicht gegenseitig bedhren.

Da die KeimbildungsgeschwindigkeitN- und die Wachstumsgeschwindigkeit thermisch aktivierte Vagange
sind, kénnen sie anhand ihrer AktivierungsenergienQy beziehungsweis&, beschrieben werden.

N.-= Noexp | %T“
V.= Voexp j &

KT
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Hieraus erkennt man sofort, da¥s die Rekristallisationszevon der Temperatur abhAngig ist.

y, 3 M3 T g is0n
t = _m/3 = ¢eX - 146
rekr 3 ]/N-OV% p AKT ( )
Die Rekristallisationszeit t., nimmt demzufolge exponentiell mit der Tempe-
trekr ratur ab. Aus der Steigung einer halb-logarithmischen Auftragung von tiek,
103 Boer 1=T erhdlt man die Aktivierungsenergie der Rekristallisation gema¥a Qy +
3Q,)=4.
102 Analog bestimmt man die Temperaturabhéangigkeit der rekristallisierten Korn-
10 grélse, die ebenfalls exponentiell mit der Temperatur zusamméeangt.
10°
T M T . R
48vy * i
d= 207 goyp i A (14.7)
Ny 4kT

Sowohl die Keimbildungsgeschwindigkeit als auch die Keimachstumsgeschwindigkeit beein°ussen die
Korngrélse, jedoch mit entgegengesetztem Vorzeichen. Eine éite Keimbildungsgeschwindigkeit hrt
zu einer Verringerung der KorngmiYse, wohingegen eine Steigerung der Wachstumsgeschwindigleine
gréaere Korngdse hervorruft. Oft sind die beiden AktivierungsenergierQy und Q, nahezu gleich groYs, in
diesem Fall sollte die primér rekristallisierte Korngr 8ve von der Temperatur unabingig sein. In einigen
Fallen fberwiegt jedoch Qn stark und dann ist bei zunehmender Gidhtemperatur eine Abnahme der
Korngré¥se zu beobachten.

SowohIN- als auchv nehmen mit zunehmender Verformung zu, wodurch die Rekristhisationszeit verkivzt
wird. NLnimmt jedoch stérker zu alsv, und so verringert sich die Korngmié¥e mit zunehmender Verformung.
Legierungszugdize bewirken in der Regel eine Abnahme der Wachstumsgeschwdigkeit v. Bei kleineren
Konzentrationen wird auch eine Verringerung der KeimbildungsgeschwindigkeitN- beobachtet.
Allgemein beginnt die Keimbildungsgeschwindigkeit mit séar kleinen Werten, nimmt dann stark zu, bis ein
Maximum erreicht ist. Schlievlich nimmt die Keimbildungsgeschwindigkeit mit zunehmender Gldhdauer
wieder ab.

o

01234t[d'|

Abbildung  14.10: Keimbildungsgeschwindigkeit als Funktion der Zeit.

Die Keimbildung ist aber nicht homogen im gesamten Volumen erteilt. Dadurch ver Andert sie sich im
Laufe der Zeit. Die Keimbildungsgeschwindigkeit oder die Wahstumsgeschwindigkeit sind nicht mehr
konstant und fallen mit der Zeit ab. Dies kann zum Beispiel duch Erholung verursacht sein. Andererseits
kann die Ursache auch darin begindet sein, da¥. das Wachstum nicht dreidimensional vedlft, da zum
Beispiel der Keime an Kornober®achen initiiert wird.
Die Abweichungen vom idealen Verlauf erkennt man deutlich,wenn In[1=(1; x)] doppelt-logarithmisch
gegen die Zeitt aufgetragen wird, Die resultierende Gerade sollte wegen
h oy, i
x()=1i exp i §|\|A/3t4 (14.8)

die Steigung 4 aufweisen. Im Regelfall werden jedoch wesédich geringere Steigungen beobachtet.
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14.2.4 Rekristallisation in Legierungen

In Legierungen haben die Fremdatome einen geringen Ein°u% &die Keimbildung, aber mitunter haben
sie einen gro¥en Ein°u¥s auf die Korngrenzengeschwindigkeit die Fremdatome sich eben dort bevorzugt
anlagern. Damit miAssen die Fremdatome bei der Bewegung der Korngrenze mit di@dieren, es sei denn,
die Kraft auf die Korngrenze ist so gro¥, da¥ diese von den Frdatomen losgerissen werden kann.
In diesem Fall kann sie sich frei bewegen. Ist dies jedoch rit der Fall, so Bben die Fremdatome eine
Haltekraft auf die Korngrenze aus, die von der Konzentration x der Fremdatome und der Geschwindigkeit
der Korngrenzev abhéngt.

v=m(pi pr(Vv:X))

Hierin sind p - treibende Kraft und pgr - Haltekraft. In mehrphasigen Legierungen kann die Rekristdlisa-
tion beschleunigt, aber auch vollséindig unterdriickt werden, je nach Zusammensetzung der Legierung.
Generell wird die Rekristallisation durch grobe Partikel geférdert und durch feine, gleichméviig verteilte
Teilchen stark behindert. Dieser Ein°u% der Teilchen erkdirt sich durch ihren Ein°u¥s auf die Verset-
zungen, als auch auf die Erholung, Keimbildung und Korngrezenbewegung. Grobe Teilchendrdern die
Keimbildung, feine behindern Erholung (Versetzungsbewegng) und die Korngrenzenbewegung durch
eine nicktreibende Kraft. Diese Zener-Kraft ist gegeben durch:
3, f

Pr =i 5 7 (14.9)
Hierin ist pr - die Haltekraft, r - Radius der Teilchen,f - Volumenanteil der Teilchen, f=r - Dispersions-
grad und ° - Korngrenzenenergie. Zum Beispiel bef = 1%, r =0;11m und ° = 0;6 Jm? folgt fir die
Haltekraft: pr ' 0;1 MPa. Dies entspricht der Gréd¥senordnung bei Kornvergdyzerung. Damit wird vor
allem diese stark beein°u¥at.

14.3 Kornvergr @Yserungserscheinungen

Nachdem die primédre Rekristallisation abgeschlossen ist, sind die wachsden rekristallisierten K@érner
aneinandergesto¥en und haben das verformte Gige aufgezehrt. Dieser Zustand weist im Vergleich zum
verformten Zustand eine spannungsfreie polykristalline Suktur auf und besitzt demzufolge eine deutlich
verringerte freie Enthalpie. Und dennoch be ndet sich diegr Zustand noch nicht im Gleichgewicht, da
die freie Enthalpie weiter verringert werden kann, indem die gro¥ze Oberdche der noch verldltnismAYaig
kleinen Kérner durch Kornwachstum verringert werden kann. Damdberhinaus fhren unebene Ober#chen
zu Spannungen, die ebenfalls im Zuge der Minimierung der fien Enthalpie abgebaut werden sollen. Den
jeweiligen Kornvergrd¥serungserscheinungen liegen jedoch verschiedene enésghe Ursachen als prirdy
wirkendem Mechanismus zu Grunde. Aus diesem Grund werden diUrsachen nicht an dieser Stelle
diskutiert, sondern in den einzelnen Abschnitten behandel

Die fiv alle Kornvergr@¥serungserscheinungen allgemeifitige Beziehung zwischen Krnern, die vergmyaert
werden und solchen, die von diesen aufgezehrt werden, sothinun Folgenden anhand eines zweidimen-
sionalen Modells dargelegt werden. An den Verbindungsstiein von drei Kdrnern missen die auf den
Ober° Achenspannungen basierenden Hifte auf die Korngrenzen im Gleichgewicht sein, damit die Ko-
“guration stabil ist. Andernfalls kommt es zu Verschiebungen einer Korngrenze, wie es im Folgenden
beschrieben wird. ZurAchst einmal kann in sehr guter Ndherung angenommen werden, da¥% die Ober-
°Achenspannung in einem Metall oder in einer einphasigen Legiung filk alle GroYawinkelkorngrenzen
etwa gleich gro¥s ist. Die Ober#chenspannungerf, die entlang der Korngrenzen angelegt sind, werden
an den Eckpunkten im Gleichgewicht stehen, vorausgesetztsegilt:

° =2° ¢cos(E=2)
und damit gilt cos(£ =2) = 1=2, woraus folgt (£=2) = 60* und £ = 120 *. Die Gleichgewichtskon guration

enthAlt drei Korngrenzen, die sich jeweils unter einem Winkel va 120° tre®en. Die Abbildung 14.11
veranschaulicht die geometrischen Begebenheiten.



14.3. KORNVERGR BASSERUNGSERSCHEINUNGEN

235

Abbildung  14.11: Gleichgewichtskon guration von drei aneinanderstet@den Korngrenzen.

In einem zweidimensionalen Modell ist der Gleichge-
wichtszustand vieler Kérner durch gerade Korngrenzen
gekennzeichnet, die sich unter einem Winkel von 120
schneiden. Die Ober#échenspannungen stehen alle im
Gleichgewicht und das Netzwerk aus Korngrenzen ist
mechanisch stabil.

In einem prim&r rekristallisierten Material tre®en sich
die Korngrenzen natdrlich nicht unter einem Winkel
von 12C. Dies ist sofort ersichtlich, wenn man ihre

2 Wie werden Rekristallisationskeime gebildet?

2 Unter welchen Voraussetzungen kann ein solche
Keim wachsen?

2 Kann es ein System geben, bei dem die Gleic
gewichtswinkel nicht alle gleich 126G sind?

Entstehungsgeschichte betrachtet, die nicht v alle Kérner gleichzeitig/simultan ablAuft. Damit werden
einige Kérner schon wachsen, dhrend andere nochéiber das Stadium der Keimbildung hinaus missen.
Die Kdrner bendhren sich damit zu verschiedenen Zeiten und haben dabei agfund ihres unterschiedli-
chen Lebensalters verschiedene @¥sen - wenn man von einer mittleren Kornwachstumsgeschwingkeit
ausgeht. Das rekristallisierte Gefige besteht aus verschieden gro¥endkhern mit einer irreguldren Form
und mit einer unterschiedlichen Anzahl von Facetten (Nachtarkgrnern).
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Abbildung  14.12: Zweidimensionales Korngéfie. Die Zahlen geben die Zahl der angrenzenden Nachlgrer wider

und die Pfeile die Bewegungsrichtungen der Korngrenzen.

In einem zweidimensionalen Modell werden die rner durch Polygonzidge beschrieben, wobei die An-
zahl der Seiten (Nachbarl@rner) jede Zahl givser als drei annehmen kann. Die Abbildung 14.12 zeigt
beispielhaft ein zweidimensionales Korngelige, wobei die Zahlen angeben, wieviele Nachbadkner das
jeweilige Korn besitzt (3,4,6,10,50) und die Pfeile zeigemie Richtung der Bewegung der Korngrenze an
(in Richtung des Kr dmmungsmittelpunktes). Aus der Gleichgewichtsbedingungfi die Ober®Achenspan-
nungen in den Punkten, wo sich drei Kdrner tre®en, kann gefolgert werden, da¥#¢ner mit mehr als sechs
Facetten (auch Ecken) durch Korngrenzen begrenzt werden, eren Teilstéicke zwischen zwei Tre®punkten
mit mehreren Kdrnern (Ecken) nach innen gekémmt sind. K drner mit weniger als sechs Nachbarn zeigen

Korngrenzen, deren Teils#icke nach au%en gelimmt sind.
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Abbildung  14.13: Stadien der Migration einer Korngrenze an einem Biwungspunkt von drei Korngrenzen.

Die Krdmmung nach au¥zen kommt wie folgt zustande: Die Abbildung 143 zeigt in zweidimensionaler
Darstellung drei Schemata von jeweils drei Kdrnern, die sich in einem Punkt be#hren. Die Kérner
A, B und C tre®en sind in einem Punkt, der Innenwinkel im Korn A ist kleiner als 120*. Dies fidhrt
zur Migration der Korngrenze, um an diesem Punkt einen Gleibgewichtswinkel von 12F einzustellen.
Da dies im Wesentlichen in der Nahe des Bemhrungspunktes geschieht, bedeutet diese Migration der
Korngrenze eine KiAimmung der selben in der Nihe des Berhrungspunktes. Da aber eine KBmmung
einer Korngrenze eine Kraft auf diese verursacht, die dies&r@mmung versucht auszugleichen und in
Richtung des Krixlmmungsmittelpunktes wirkt, kommt es zu einer Begradigungder Korngrenze, wodurch
der Innenwinkel des Korns A noch kleiner wird, als er urspéinglich schon war. Dieser Vorgang wiederholt
sich, bis das Korn A aufgezehrt ist.

Das Bestreben der Korngrenzen, ihre Korngrenzéche zu verringern, um hierdurch die freie Enthalpie des
Materials zu verringern, féhrt dazu, da% die Korngrenzen in Richtung ihres K&mmungsmittelpunktes
wandern und letzten Endes dazu, da% Brner mit weniger als sechs Ecken zugunsten derer mit mehr sl
sechs Ecken aufgezehrt werden. &ner mit mehr als sechs Ecken wachsen.

Im dreidimensionalen Fall kann man die Korngrenzen im Gleibgewicht haben, wenn die Kdrner sich
an einer Kante tre®en, wobei die Winkel 128 sein missen. Ein Gleichgewichtszustand ist auch in einem
Punkt m dglich, dann sind vier Kérner erforderlich und der Innenwinkel an einer solchen Konecke betragt
109 . Es sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, da¥s diese Behtungen davon ausgehen, da¥ die
Ober°® Achenspannungen an den Korngrenzen in etwa gleich groV. sii2les ist bei einphasigen Legierungen
und Metallen der Fall, bei mehr-komponentigen Legierungen igherlich nicht. Dann stehen verschiedene
Kédrner verschiedener Phasen unter anderen Innenwinkeln mginander im Gleichgewicht, da die Phasen
unterschiedliche Ober°Achenspannungen haben.

14.3.1 Stetige Kornvergr @Yerung

Die Zunahme des mittleren Korndurchmessers bei isothermehV Armebehandlungen kann durch ein ein-
faches Zeitgesetz beschrieben werden, das empirisch awst@lt wurde. Unter der Annahme, da¥s der
mittlere Kr dlmmungsradius der KorngrenzeR proportional zum Durchmesser des KornsD ist, sowie da¥a
die mittlere Korngrenzengeschwindigkeitv proportional zur zeitlichen Anderung des Korndurchmessers
dD=dt ist, kann das Gesetz wie folgt formuliert werden:

b ° Q¢

E - K]_B, Kl » eXp | ﬁ (1410)
Daraus folgt durch Integration:

D% D§ = K°t

Dg ist die Korngr 8%e der ursghinglichen rekristallisierten K@drner undt ist die Zeit der W Armebehandlung.
Unter der Voraussetzung, da¥z die Kornglse schon stark zugenommen hab(, ¢ D), gilt:

D=K ¢pf (14.11)
Die mittlere Korngr 8%e \échst also mit der Wurzel der Dauer der W&rmebehandlung. Experimentell
wurde diese Abhangigkeit jedoch selten beobachtet, @mlich nur féi reine Elemente und # Glihtem-
peraturen dicht am Schmelzpunkt. Es konnte experimentell g@zeigt werden, da¥% dieses Gesetz eigentlich
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folgende Form hat:
D = k"; n=0;1:::0;5 (14.12)

Der Exponent n wird in Abh Angigkeit von der Reinheit und der Temperatur beobachtet.

14.3.2 Energetische Ursachen der Kornvergr  @¥erungserscheinungen

Die treibende Kraft fiér die Kornvergrélzerungserscheinungen stammt wie gesagt aus den Korngremze
selbst und hat ihre Ursache in dem Drang des Systems die frelenthalpie zu verringern, was méglich ist,
wenn die Ober°ache der Kérner verkleinert wird. Dies ist am einfachsten einzusehenwenn der Fall der
unstetigen Kornvergr ~ @8¥erung betrachtet wird. In diesem Fall kann angenommen werden, da%in sehr
gro¥zes Korn in eine Umgebung aus kleinenggnern hineinwAchst. Nimmt man das Korn der Einfachheit
halber als Wikfel an, kann sein Durchmessed durch die Kantenldnge des Wirfels gut angerahert werden.
Die Korngrenzenenergie pro Volumeneinheit stellt die trebende Kraft auf die Korngrenze dar, wobei die
spezi sche Korngrenzenenergié [Jmi 2] zu bendcksichtigen ist.

_ 3d2° B 3°

P=® T 4
Der Faktor 3 ergibt sich, da jede der sechs Wifel® Achen zu zwei Kdrnern gehdrt. Ein @blicher Wert
filr einen Korndurchmesser istd = 101 * m und °© = 1 Jmi 2, so erhdlt man p = 0;03 MPa (= 3 ¢
10* Jmi 2). Bei der stetigen Kornvergr @¥serung wére dieser Wert viel kleiner, wodurch klar wird,
daVs die Kornvergéserungserscheinungen viel langsamer und bedlteren Temperaturen ablaufen als die
primAre Rekristallisation, die mit p = 10 MPa eine wesentlich giB¥ere treibende Kraft besitzt.
Die treibende Kraft ist durch den Druck auf die Ober° Ache der Korngrenze gegeben. Betrachtet man
zur Berechnung der Kraft die Anderung der Ober°Ache und des Volumens bei der Schrumpfung eines
Kugelsegments mit dem KugelradiusR, so ergibt sich:

_ 84R°dR _ 2°

4R dJR R
Ist R so gro¥s wie der Korndurchmesser, stimmen die beiden nach d&leichungen 14.13 und 14.14 be-
stimmten Werte fi p gut dberein. Im Allgemeinen ist die Kriylmmung der Korngrenze jedoch viel geringer
und folglich der Kr@ymmungsradius viel gider. Daher ist die treibende Kraft bei der stetigen Kornver-
gréserung (Gl. 14.14) um diesen Faktor kleiner als die treiberedKraft f ér die unstetige Kornvergré¥serung
(Gl. 14.13), soda¥ die stetige Kornvergiserung viel langsamer auft als die unstetige. Der Faktor, um
den die unstetige Kornvergml¥serung schneller ist als die stetige, liegt in der @&4enordnug von 5: : 10.
Die terti Are Rekristallisation wird von der Energie der freien Ober’ache getrieben. Wenn ein Korn die
kleinste Dimension der Probe (z. B. die Blechdicke) erreichhat, so verlAuft die Korngrenze senkrecht zur
Ober°Ache durch den gesamten Querschnitt. Das Korn wird dann trozdem noch wachsen, wenn es einen
hinreichend gro¥sen Orientierungsunterschied zum Nachbaokn und eine geringere Ober#ichenenergie als
dieses aufweist {; < ° ,). Die treibende Kraft ist gegeben durch:

2(°2j °1)Bdx _ 2¢°

Bh dx " h
Hierin sind: h - Blechhdhe, B - Blechbreite, °1, °» - Ober®Achenenergien der Nachbarfrner und dx -
Korngrenzendicke. Die treibende Kraft wird von der Ober°Ache auf die im Volumen verlaufende Korn-
grenze Bbertragen, weil die Bewegung der Korngrenze an der Obe#che eine Kdmmung verursacht.
Setzt man ¢°g = 0;1 Jmi 2 und h = 10i 4 m, so gilt p = 2 ¢10' * MPa (= 2 ¢10° Jmi 2). Da die
Ober° Achenenergie von der umgebenden Atmosgine abhéngt, kann durch geeignete Wahl der Gfihat-
mosphére ¢ ° vergrévsert oder verkleinert werden. In einigen Bllen ist es sogar néglich, das Vorzeichen
zu Andern und damit die terti Are Rekristallisation zu beein°ussen.

(14.13)

(14.14)

(14.15)

p:

14.3.3 Stetige Kornvergr @Yerung in Legierungen

EnthAlt eine Probe Ausscheidungen und wird die Probe bei einer Taperatur gegléht, bei der sich die
Ausscheidungen nicht au®sen, so ndet die stetige Kornvergé¥serung nur solange statt, bis sich eine
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maximale Korngrése eingestellt hat. Diesedngt von der Teilchengmse und von der Menge der Ausschei-
dungen (oder Dispersoide) ab. Die Korngélse ist kleiner als in einem einphasigen oder vergleichbaren
Werksto®. Die Hemmung der stetigen Kornvergéserung durch Ausscheidungen beruht auf der Wirkung
der Zener Kraft. Zum Losreiv.en der Korngrenze mu¥% eine Krafilberwunden werden.
_ 3. f

Pr =i 5 7
Die treibende Kraft fir die stetige Kornvergrédserung wird mit fortschreitender Kornvergé¥zerung immer
kleiner, da die Kridmmung der Korngrenzen immer geringer wird.
Die stetige Kornvergréserung kommt zum Stillstand, wenn die treibende Kraft und dé rdckhaltende
Kraft gleich gro¥% sind.

P = DBr
2° o f
s - 3 & (14.16)

Hierin sind: dp - Durchmesser undf - Volumenanteil der Dispersoide,® - Korngrenzenenergied - Korn-
durchmesser,® - Proportionalit Atskonstante zwischend und r. Daraus ergibt sich filv die (maximale)
Korngr 8l/se:

_21dp
=307 (14.17)
Da es oft zu einer VergBberung der Ausscheidungen kommt, steigt mitde auch der zu erwartende
maximale Korndurchmesser an. Dieser bleibt experimenteliedoch oft hinter den hier berechneten zugck,
da filr diese Berechnungen einige Vereinfachungen vorgenommevurden.

14.4 Korngrenzenbewegungen

Bewegt sich eine Korngrenze unter dem Ein°u¥s eineéiu¥eren Kraftp [Jmi 2], so gewinnt jedes Atom,
das dem wachsenden Korn angelagert wird, eine freie Enthalp, die auf das Atomvolumen bezogen ist.
Nahert man das Atomvolumen mit b®, so betrdgt die gewonnene freie Enthalpie pro Atompb®. Die Ge-
schwindigkeit einer Korngrenze ergibt sich aus der Di®erender thermisch aktivierten Di®usionsspénge
von schrumpfenden zum wachsenden Korn (und umgekehrt)

H : .

G
V= box. exp i % i exp i

Gw + pbg’ﬂ

T (14.18)

Hierin sind: °g - atomare SchwingungsfrequenzGy, - freie Aktivierungsenthalpie fi einen Di®usions-
sprung durch die Korngrenzex, - Leerstellenkonzentration an der Korngrenze. Die Gleichug 14.18 BVt
sich vereinfachen, da bei der Rekristallisation stetpl® ¢ kT gilt:

H f : .
Do . pb’ . Gw
\' bo%x, 1 1+ KT exp i KT
. pH*oox, Gw’ _
T exp i T mp (14.19)

Der Zusammenhang zwischen der Beweglichkeiin und dem Di®usionskoezxzientenD, fér Spridnge in
die Korngrenze wird durch die Nernst-Einstein-Beziehung keschrieben

- b2Dm _ b2DO .. Qm’
A s s o
= mgexp i Qn’ (14.20)
kT

Die Sprdnge durch die Korngrenze sind thermisch mitQ, aktiviert.
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Die Wachstumsgeschwindigkeit eines Korns in einem verforten Gefige kann als Funktion des Orien-
tierungsunterschiedes, der Lage der Korngrenze, des Verfmungsgrades und der Temperatur prinzipiell
gemessen werden. Diese Messungen zeigen vor allem, da¥s dienffrenzengeschwindigkeit von dem Ori-
entierungsunterschied beiderseits der Korngrenze al#ngt. Die besonders leicht beweglichen Korngrenzen
sind solche, die eine gro¥ae Anzahl von Koinzidenzgitterpuién in sich vereinigen. Kleinwinkelkorngrenzen
sind nur schwer beweglich. Da% die Beweglichkeit mit zunehemdem Orientierungsunterschied zunimmt
klingt plausibel, wenn man bedenkt, wie o®en die Struktur van Gro¥swinkelkorngrenzen ist. Bei Klein-
winkelkorngrenzen wird hingegen der umgekehrte Trend beddchtet. Dies wird durch die Abnahme der
Beweglichkeit der Korngrenze mit zunehmender Versetzungtichte erklart.

|
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Abbildung  14.14: Geschwindigkeit von GroYawinkelkorngrenzen in Ablgigkeit von der Orientierungsdi®erenz (Win-
kel).

Die Abbildung 14.14 zeigt die Korngrenzengeschwin-
digkeit als Funktion des Orientierungsunterschiedes £
bei Drehung um die [1 0 0] Achse eines kubisch#&chen-
zentrierten Systems. Die Maxima korrespondieren zu
den Koinzidenzgitterlagen mit einem Orientierungsun-
terschied von £ = 23*, 28" und 37*.

Die Aktivierungsenergie und die Beweglichkeit verhal-
ten sich umgekehrt proportional zur Korngrenzenge-

2 Warum kommt es zu Kornvergrél/serungen?

ten Kérner aus?

2 Wodurch und wie bewegt sich eine Korngrenze~

2 Wie sieht die Korngrenzenenergie als Funktion
des Orientierungsunterschiedes der benachba

schwindigkeit. Da% die Koinzidenzgitterlagen so be-

weglich sind, liegt daran, da¥s diese geschlossene, beziesweise kompakte Struktur, besonders wenig
Fremdatome aufnehmen kann. Im Vergleich zu anderen Oriengrungen wird damit die Korngrenzenbe-

weglichkeit deutlich weniger herabgesetzt. Damit ist die Qientierungsabhéngigkeit an die Reinheit der

Probe gekoppelt. In besonders reinen Proben wird diese Al#ngigkeit der Beweglichkeit der Korngrenzen
von der Orientierung nicht erwartet.

14.5 Unstetige Kornvergr @Yerung

Unter bestimmten Voraussetzungen kann durch eine Vrmebehandlung ein sehr inhomogenes Géde
entstehen, das aus vielen kleinen und wenigen extrem groY.erdiern besteht. Unter den gegebenen
Voraussetzungen wachsen die meisten g&ner praktisch nicht, oder extrem langsam. Die anderen Krner
wachsen und entwickeln sich zu extrem groYseng¢nern. Die Wachstumskinetik dabei ist sehrahnlich zu
der, die bei der stetigen Kornvergierung beobachtet wird. Die unstetige Kornvergslzerung, die auch
als sekund Are Rekristallisation bezeichnet wird, beginnt bei einer bestimmten Temperaturtg,. Mit
steigender Temperatur nimmt die Intensitadt des Wachstums der einzelnen iérner ab, da mehr Keime fir
die unstetige Kornvergrdvserung gebildet werden. Gleichzeitig nimmt mit wachsendefemperatur auch
das normale Kornwachstum zu, soda% bei sehr hohen Temperatun keine unstetige Kornverg@serung
mehr beobachtet wird.

Demzufolge entwickelt sich die unstetige Kornvergé¥serung nur in einem bestimmten Temperaturintervall.
Die Abbildung 14.15 zeigt im Vergleich die Korngmd¥se von stetig und unstetig wachsenden gnern in
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AbhAngigkeit von der Temperatur der WArmebehandlung.
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Abbildung  14.15: Variation der Korngése #ir unstetiges und stetiges Kornwachstum in Al#ngigkeit von der Tem-
peratur.

Die prinzipielle Frage lautet nun, warum einige Kdrner gut und die anderen schlecht wachsen dnnen,
das hei¥t, warum also die Matrix stabilisiert sein kann. Die Mtrix kann zum Beispiel durch Disper-
soide stabilisiert sein. Wenn diese nicht homogen verteiltsind, ergeben sich zwangdlu'g Bereiche mit
geringerer Dichte der Dispersoide, in denen verfitnismAYsig gro¥se #iner entstehen nnen. Eine andere
Ursache kann auf einer bei der stetigen Kornverghserung mdglicherweise entstandenen Rekristallisations-
textur beruhen. Diese Textur kann zum Beispiel auf einer Vorugsorientierung der Rekristallisationskeime
beruhen oder durch eine Auslese der@pstig orientierten K grner fber eine orientierungsabléingige Wachs-
tumsgeschwindigkeit verursacht sein. Wenn die Matrix eineTextur aufweist, dann werden zwischen den
Kdrnern im wesentlichen schwer bewegliche Kleinwinkelkorgrenzen sein. Hat nun doch ein Korn einen
gro%en Orientierungsunterschied zu seinen Nachbasknern und damit zur Matrix, so kann dieses Korn
leichter wachsen. Je perfekter die Textur ist, desto deuticher stellt sich die unstetige Kornvergmserung
in ihrem Erscheinungsbild dar. Es sei noch angemerkt, da¥: egben diesen auch andere Ursachemf ein
inhomogenes und stabilisiertes Korngafdge gibt, das die Grundvoraussetzung # die unstetige Kornver-
gréaerung ist.

Nach der unstetigen Kornvergmserung werden bevorzugt Korngrenzen mit niedriger Energieeobachtet.
Dies sind insbesondere die Koinzidenzkorngrenzen (z. B. § 3).

14.6 Dynamische Rekristallisation

Bei der Warmumformung kann die Rekristallisation auch wahrend der Verformung auftreten, wenn die
Temperatur grédser als die Wlfte der Schmelztemperatur ist und damit auch oberhalb derRekristallisa-
tionstemperatur liegt. Diese wéhrend der Verformung auftretende Rekristallisation wird als dynamische
Rekristallisation bezeichnet.
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Abbildung  14.16: Typische Spannungs-Dehnungs-Kurve mit mehreren Maxirdar Fliesspannung.

In einer Verfestigungskurve kBnnen ein oder mehrere Maxima der Fliesspannung beobachteterden.
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Dieser Vorgang ist technologisch wichtig, da véhrend der Umformung die Fliesspannung klein gehalten
werden soll, damit hierdurch die bei der Umformung wirkenden Kr Afte auf einem niedrigen Niveau ge-
halten werden kénnen. Da mit steigender Fliesspannung die Korngd¥ze abnimmt, kann durch geeignete
Wahl der Parameter das Gefige gezielt eingestellt werden.



Ordnung und Unordnung

Die Begri®e Ordnung und Unordnung sind schwer faYbar. Aus de zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik (dS = Q=T , O0: in einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie niersa
ab, oder anders gesagt: Es gibt keinen Vorgang der nichts weres bewirkt, als die Abkdhlung eines
Warmereservoirs und der Erzeugung voréquivalenter mechanischer Arbeit) geht hervor, da% bei der
Erzeugung von Ordnung eine mehr als gleichwertige Erzeug@gvon Unordnung (Entropie) erfolgt. Beiden
Begri®en liegt damit keine Erhaltungsg®/se zugrunde, sondern man kann sie am ehesten als Bilanggen
verstehen.

Anhand von Kristallstrukturen | At sich der Begri® der Ordnung leicht erkennen. Die Struktten schreiben
fest vor, auf welchem Gitterplatizen Atome sitzen. Dies ist in der theoretischen Vorstelling leicht zu
sehen, aber schon beinBbergang zu einem realen Kristall wird klar, da¥ reale Ordnog immer ihre
Grenzen hat. Die atomare Anordnung kann zum Beispiel in ihre perfekten Wiederholung gestit sein
(Leerstellen, Fremdatome, Versetzungen, sowie Korn- und Phsengrenzen) oderduYsere Spannungen
verzerren das Gitter. Den perfekten Kristall kann es nicht geben und damit genauso wenig eine perfekte
Ordnung. Geht man nun von einem Mischkristall aus, so ldnnen die verschiedenen Atome regellos auf
den Gitterpl Atzen verteilt sein, oder nach einem speziellen Muster diesbelegen. Im letzteren Fall, da
ein Muster erkannt wird, kann dieser Struktur ein hdherer Grad an Ordnung zugesprochen werden, ohne
davs dieser quanti ziert wird. Diese Muster werden al$berstruktur bezeichnet und werden experimentell
beobachtet.

15.1  Bberstrukturen

Wenn die Legierungspartner nach besonderen Mustern auf die iGerpl Atze verteilt werden, so entstehen
sogenannte Untergitter, die zum Beispiel nur eine Komponete enthalten. Dieses Untergitter hat
eine gWliere Elementarzelle als das eigentliche Kristallgitter.Man spricht dann von geordneten
Substitutionsmischkristallen. Diese treten zum Beispieldann auf, wenn die Bindungsvertéltnisse zwischen
den Legierungspartnern und den Atomen gleicher Sorte versébden stark sind. Ist die Bindung zwischen
den ungleichen Legierungspartnern srker, als die zwischen gleichen Atomen, so versucht jedest@m, sich
mit Atomen der anderen Komponente zu umgeben. Die Vertauschngsenergie # den Fall der reguldren
LAsung (siehe Abschnitt??) ist negativ.

2 =2

1
AB i 5(2AA +2g)¢ O (15.1)

Anhand der Vertauschungsenergie wird bemessen, ob ein Sgsh entmischt, oder wie in diesem Fall die

Legierungsbildung begistigt.

Bisher wurde die Betrachtung an dieser Stelle abgebrochennd entschieden, ob das System mischt, oder
Tendenz zur Entmischung zeigt. Die Temperatur bewirkt eine Bewegung der Atome - auch innerhalb

eines Kiristallverbundes. Hierdurch wirkt die Entropie einer geordneten Atomverteilung entgegen.

Mit abnehmender Temperatur kann der Ordnungsgrad daher weier erhght werden. Dies wird aber

wesentlich durch die Vertauschungsenergie bestimmt. Ist @se mmlich sehr klein (also das Streben

u@% 243
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nach Ordnung schwach ausgegt) so mu¥a das System sehr weit unter die Solidustemperatabgekdhlt
werden, bis ein geordneter Zustand stabil vorliegen kann. Aerdings wird die geordnete Struktur durch
Platzwechselvorginge (Di®usion) eingestellt, die mit abnehmender Temperatr weniger stark ausgepagt
sind. Die Kinetik der Ordnungsbildung wird damit durch die V ertauschungsenergie und die Temperatur
bestimmt.
Bei bestimmten Zusammensetzungen einer Legierungdnnen sich die Atome zu streng periodischen
Strukturen anordnen, bei denen zum Beispiel jedes Atom mit @er maximalen Zahl von Legierungsatomen
umgeben ist.

O @

a N &
- -

Abbildung  15.1: Perfekt geordnete ein- (oben) und zweidimensionale ¢em) Struktur eines zweikomponentigen
Systems mit gleichverteilter Konzentration der Atomsorten.

In einer Kette kann bei einer 50-prozentigen Zusammensetmg der Legierung jedes Atom ein
Legierungsatom als échsten Nachbarn haben. In diesem Fall wechseln sich beidetémsorten einander
ab. In einer zweidimensionales Struktur hat jedes Atom viernéchste Nachbarn. Auch in diesem Fall
kann jedes Atom ein Legierungsatom als Achsten Nachbarn haben, wenn die Zusammensetzung 50-
prozentig ist. In dreidimensionalen Strukturen hAngt die Zahl der nAchsten Nachbarn eines Gitterplatzes
von der Gittersymmetrie ab, die damit zu beréicksichtigen ist. In einem kubisch raumzentrierten Gitter
gibt es ein Atom auf der Ecke der kubischen Elementarzelle uth ein Atom im Zentrum derselbigen.
Aufgrund der Gittersymmetrie wird das Atom auf dem Eckplatz auf alle acht Ecken des Wirfels gebracht.
Allerdings be nden sich die Eckatome in acht Wikfeln, wodurch diese Lagen nur mit &8 zur Besetzung
der Elementarzelle beitragen. Das kubisch raumzentrierteGitter wird oft auch durch zwei ineinander
gestellt einfach kubische Gitter beschrieben, die im Folgeden als Untergitter bezeichnet werden. Das
eine Gitter wird durch die Eckatome gebildet und das Andere dirch die innenzentrierten Atome. Wird
das Untergitter, welches durch die Ecken des urspinglich kubisch raumzentrierten Gitters beschrieben
wird, mit A-Atomen und das andere Untergitter, welches durch die innenzentrierten Atome des eigentlich
kubisch raumzentrierten Gitters beschrieben wird, mit B-Atomen besetzt, so bilden beide Untergitter
einfach kubische Gitter aus A- beziehungsweise B-Atomen (sAbb. 15.2). Dieser Ordnungszustand ist
mdglich, wenn das Vertiltnis von A- zu B-Atomen in der Legierung 50 Prozent betrdgt. Setzt sich diese
Ordnung #ber viele Elementarzellen fort, so spricht man von einer fengeordneten Bberstruktur; die
Dimension dieserBberstruktur erstreckt sich bin in makroskopische Bereicte.

o O o

@) @) @)

Abbildung  15.2: Ordnungsphase eines zweikomponentigen Systems, die auskddbisch raumzentrierten Struktur
abgeleitet wird - auch B2-Phase.
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Diese Bberstruktur wird auch als Typ AB bezeichnet. Sie tritt nur i n kubisch raumzentrierten Gittern
auf. Das kubisch °Achenzentrierte Gitter kann hingegen nicht mit einer 50 praentigen Zusammensetzung
in eine perfekt ferngeordnete Struktur dberfdhrt werden. Man kénnte je zwei Teilgitter mit den A und B
Atomen besetzen, jedoch erfilt man dann immer eine Schichtstruktur, wodurch die kubische Symmetrie
verloren geht. Die Kristallsymmetrie ist dann tetragonal.

Fiv die Systeme CuAg, FePt oder NiAl (um nur einige wenige zu nanen) wird diese Ordnungsphase
experimentell beobachtet. Man bezeichnet sie als LgtPhasen.

2 Was besagt die Vertauschungsenergie?

2 \Welche Bberstrukturen werden im kfz Gitter
beobachtet?

Abbildung  15.3: Ordnungsphase eines zweikomponentigen Systems, die auskdeisch °Achenzentrierten Struktur
abgeleitet wird - auchL1y-Phase.

Diese Bezeichnungen entstammen dem Strukturbericht, & den Barrett und Massalski eine Beziehung
zwischen dem Strukturbericht-Typen und der komplexitat der Verbindung entwickelt haben.

Strukturbericht Kristall-Typ

A Elemente

B AB-Verbindungen

C AB ,-Verbindungen

D Am Bp-Verbindungen
E,F.G,H... K komplexere Verbindungen
L Legierungen

(0] organische Verbindungen
S Silikate

Tabelle 15.1: Nomenklatur des Strukturberichts zur teilweisen Klassiierung der Kristallstruktur.

Die Symbole des Strukturberichts dienen zur teilweise Klasi zierung der Kristallstruktur. Die Zahlen
hinter den Buchstaben geben die historische Reihenfolge dér, mit der sie erstellt wurden. Dummerweise
ist diese Schema nicht immer @tig, so wie fér A15 (Cr3Si).

Fir das kubisch °Achenzentrierte Gitter wird eine Bberstruktur f éir eine Zusammensetzung der Legierung
von 1:3 gefunden. Die Legierungen mssen also vom Typ AB sein. Das kubisch Achenzentrierte Gitter
wird auch durch vier Teilgitter beschrieben; eins welches drch die Ecken gebildet werden und drei weitere,
die durch die °Achenzentrierten Atome auf den Basisdchen (c), den Seiten (b), und den Stirn%chen (a)
beschrieben werden. Die Basis des kubischdthenzentrierten Gitters besteht aus vier Atomen, die sichauf
den zuvor beschriebenen Lagen be nden. Diese vier Atome bith die Basen der néglichen Untergitter.
In einem kfz-Gitter be nden sich die °Achenzentrierten Atome in jeweils zwei Elementarzellen. Bi
sechs %chenzentrierten Atomen be nden sich damit drei in jeder Eementarzelle. Hinzu kommt das
Atom auf den Eckplatzen (macht zusammen vier). Mit der Beschreibung der Untegitter ist auch die
Bberstruktur beschrieben, in der eine Atomsorte auf dem Unergitter sitzt, welches durch die Ecklagen
des urspiinglich kubisch °Achenzentrierten Gitters beschrieben wird und in der die dei Untergitter, die
durch die urspriinglich ° Achenzentrierten Atome gebildet werden durch die andere Atmsorte besetzt ist.
Alle vier Untergitter haben eine einfach kubische Symmetre.
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Abbildung  15.4: Ordnungsphase eine&B 3-Systems (rechts), die aus einer kubischdthenzentrierten Struktur (links)
abgeleitet wird - auchL1;-Phase (rechts).

Die kubisch °Achenzentrierte Struktur wird als A1-Typ bezeichnet (was i elementare Kristalle gilt und
erstaunlicherweise auch #ir Verbindungen, die ungeordnet sind). Die zuvor besprochee Bberstruktur
wird als L1,-Phase bezeichnet.

Noch einmal zum kubisch raumzentrierten Gitter: Dies wird als A2-Typ bezeichnet, egal ob es nur mit
einer Atomsorte, oder mit statistisch verteilten Atomen auf den Gitterpl Atzen gebildet wird. Ordnet sich
die Struktur derart, da¥% die Untergitter, die durch die Ecken und die innenzentrierten Atomen beschrieben
werden kénnen, mit verschiedenen Elementen besetzt werden, so bédenet man die Struktur als B2-Typ.
Typische Beispiele sind °j CuZn und ~ j AuCd. Weitere Bberstrukturen, die auf A2 basieren sind die
Heusler Legierungen (CyuMnAl), die als eisenfreie Ferromagnete technische Anwenchg nden.

T[°C]
1000

900
800

700
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400
300
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100010 20 30 40 50 60 70 80 90 L
Cu X in% Au

Abbildung 15.5: Cu-Au-Phasendiagramm mit den Ordnungsphas@usAu (L1,-Phase), CuAu Il (@berstruktur von
L1o), CuAu | (L1o-Phase) undCuAus.

Im System Cu-Au werden die L]y und die L1,-Phasen beobachtet, wie es aus den Phasendiagrammen
ersichtlich ist. ZusAtzlich tritt eine langreichweitige BYberstruktur auf, CuAu Il. Diese Bberstruktur
entsteht durch einen Wechsel in der Atombesetzung des Gittes. Die Legierung CuAu Il ist auf
den Wikfelebenen abwechselnd mit Cu oder Au besetzt. Nach jederdfiften Wikfelebene wechselt
die Besetzung, das hei%t es tritt eine Antiphasengrenze aubDie einzelnen Strukturen zwischen den
Antiphasengrenzen bestehen damit ausginf aneinander gereihten CuAg I-Strukturen (L1o)
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Abbildung  15.6: Einheitszelle derCuAu Il Struktur, mit einer Superperiode vonM = 5 (10 kristallographische
Einheitszellen).

Die kristallographische Einheitszelle besteht aus zehn miheitszellen der tetragonalen CuAu I-Struktur,
die entlang derb-Richtung aneinander gereiht sind. Die Kupfer-Atome werde an den Antiphasengrenzen
durch den Vektor 1=2(a+ €) auf die Positionen der Gold-Atome ,verschoben\. Diese eindimensionale
Bberstruktur wird auch f ér CuzAu |l beobachtet, wobei in diesem Fall die kristallographische Einheitszelle
aus 18 Einheitszellen besteht i1 = 9). F @ andere Systeme, wie zum Beispiel Cu-Pd, Au-Zn werdendf
den AzB-Typ auch langreichweitige zweidimensionaleﬁberstrukturep beobachtet.

Aus dem Phasendiagramm ist ersichtlich, da¥s die Phasen diéberstrukturen aufweisen in engen
Homogenitétsbereichen liegen. Dies ist die Regelif solche Phasen. Diese intermetallischen Verbindungen
werden oft auch als intermedire Mischkristalle bezeichnet, um sie hierdurch von strengtéchiometrischen
und wertigkeitsbestimmten Legierungen abzugrenzen. Anhat des Phasendiagramms ist ebenfalls
ersichtlich, da¥s zwischen den geordneten Phasen und der Sublze ein Bereich liegt, der durch das
vollstAndige Fehlen der Fernordnung gekennzeichnet ist. Nur unte 410*C liegt CuAu im geordneten
Zustand vor. Dariber, bis zur Schmelztemperatur von 889C liegt das System als homogener Mischkristall
vor, bei dem die Cu und Au Atome statistisch auf den GitterplAtzen verteilt sind.

15.1.1 Nachweis von Wberstrukturen

Bberstrukturen lassen sich anhand von Streuexperimenten achweisen. Dies setzt allerdings voraus,
da%. die an der Verbindung beteilligeten Atome einen unter$gedlichen Streuquerschnitt in Bezug
auf die verwendete Strahlung (z. B. Rintgen oder Neutronen) haben. Infolge dieser unterschieithen
Streueigenschaften der beiden Atomsorten verlieren die Asldschungsregeln ihre @ltigkeit, Eine B2-
Struktur liefert ein Beugungsbild einer einfach kubischenStruktur, wobei die eigentlich verbotenen Re°exe
(Innenzentrierung) auftreten.

Der nukleare Strukturfaktor lautet hoi

X
Fn()= by exp izd (15.2)
d

d - Vektor zum Atom in der Elementarzelle (Position des Streuzntrums); z - Streuvektor. Bei
der Berechnung der Intensi#it eines Bragg-Re°exes muYs also die Position und die Art destdms
bendcksichtigt werden.

Es gilt zum Beispiel flv ¢ = 2%(1; 0; O):

2yl
FN = ba+bg exp|;4§a
= batbs expliVd=bai bs (15.3)
Tl ¢ = 24(1; 1; 0):
: H .
211
Fn = bA+bBexp|E §+§ a
= b+ bg exp[2a]=ba+ bs (15.4)
.und filr ¢ = 24(1; 1; 1):
: H .
2 1 11
Fn = bA+bBexp|g §+§+§ a
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= ba+ bg exp[3]=byi bs (15.5)

Diese Berechnungen erfolgen immer unter der Annahme, da% sl&-Atom auf (0; 0; 0) sitzt, sonst wird
der Strukturfaktor wie folgt berechnet:

Fn = balexpli ivdk+ )] +exp[i ivdh+ k)] +exp[i i{h+ )] +1]
+bg [expli ivAh + k + 1)] + exp[ ivah] + exp[; i%aK +exp[i i%l] (15.6)

d=a —| —/d=a %
e o o o o
A A A & N4 w (] v )
> O O w
d=a
T o
J

- ot - Pand a pan)
o) 0O P'S o) a Por) L O L4 O L 1)
/ W/ w A w /
o - o S o PS
PS o) P'S o) a o)
@ Q @ (O] (] S pP g -w g -w py -w
PS o - o P'S o
an o0 an an o an
w () w w () L 4 -w g -w pary w pr g
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Abbildung = 15.7: Regellose Atomverteilung im quadratischen Gitter (ks) und geordnete Atomverteilung (rechts).
Durch die Bberstruktur entsteht eine gbvsere Elementarzelle der Untergitter, die Bragg-Re°exei liineren Winkeln
verursachen.

. A . H H H . — 2Ya(Re - .
2 Wie werden Bberstrukturen nachgewiesen? Allgemein gilt mit ¢ = <=(h; k; 1):

2 Wodurch kommt es zur Ausldschung von
Re°exen bei Streuexperimenten?

Fn bai bs fl¥ h+ k+ | ungerade

bn + bs fik h+ k+ | gerade

Wenn die Streuquerschnitte der beiden Atome gleich sindlfy = bg), midssen sich die Auswahlregelndr ein
zentriertes Gitter ergeben, ansonsten kommt es zu nicht veschwindender Intensitdt an der zugeordneten
Position.

Beispiel: NaCl-Struktur; die Na und Cl-Atome bilden jeweils ein kubisch °Achenzentriertes Gitter.
dna = a(0; O; 0)
1
dei = a(i; 0; 0)
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Abbildung  15.8: Struktur von NacCl.

Die Auswahlregeln i ein kubisch °Achenzentriertes Gitter besagen, da¥z Re°exe dann entstehe
wenn die Millerschen Indicesh, k und | entweder alle gerade oder alle ungerade sind. Damit gilt
fir den Strukturfaktor von NacCl:

Fn' = bya + boexplie dof]
"oy, Hy 0
= bu+hboexp i—(hkl)ca 500 (15.7)

Wenn alle h, k und | gerade sind gilt: Fy = bya + bey und wenn alle ungerade sind gilt:Fy =
l:Na i tbl-

Wiren by, und b gleich, so wirden wieder die Auswahlregeln #y ein einfach kubisches Gitter
gelten. In diesem Fall allerdings mit einer Elementarzelle%a. Durch Auftreten von Bberstrukturen
wird die Elementarzelle ja gidVser.

Bberstrukturen lassen sich aber auch anhand des elektrisem Widerstandes nachweisen, der an der
Legierung gemessen werden kann. Da der Widerstand unter andem von der Stdrung der Periodizitat
des Gitters bestimmt wird, nimmt der Widerstand stark ab, wenn das Gitter einen hohen Ordnungsgrad
aufweist. Die streng periodischeBberstruktur Auvert sich im Vergleich zum Mischkristall (trotz gleicher
Anzahl von Atomen) durch einen mit unter erheblich geringeren Widerstand.
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Abbildung  15.9: Spezi scher elektrischer Widerstand als Funktion der Zusanensetzung. DieL1, und L1, Phasen
zeigen deutlich geringere Wiederstandswerte als die homogégtatistisch besetzte) Mischung.
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Warum fir die geordnete CuAw Legierung, fiv die ebenfalls eineBberstruktur beobachtet wird, kein
Abfall des spezi schen elektrischen Widerstandes beobatét wird konnte bisher nicht zweifelsfrei geklart
werden.

15.2 Fernordnung

Bisher war stets von vollstdndiger Ordnung die Rede. Gemeint ist damit, da¥s di#berstruktur @berall und
vollstAndig ausgebildet ist. Dies ist schon aufgrund der Entropieeines Systems (Temperaturen sind endlich
:-) nicht der Fall. ZweckmAYsigerweise wird ein Ordnungsgrad eingéifirt, der genau diesem Problem
Rechnung tragt.

Der Grad langreichweitiger Ordnung wird durch ein VerhAltnis S de niert, das zwischen Null und Eins
liegt (s. Gl. 15.9). Hierbei bedeutet S = 1 vollst Andige Ordnung und S = 0 das vollstAndige Fehlen
jeglicher Ordnung.

Der Grad der Fernordnung ist de niert druch den Bruchteil der A-Atome, die auf dem richtigen
Untergitter sitzen in Bezug zu den A-Atomen auf dem falschenUntergitter (wobei das richtige Untergitter
durch die Ordnung bestimmt ist).

1 - .
Pa = §(1+ S) richtiges Untergitter

1 .
P = E(li S) falsches Untergitter

Fiv die regellose Verteilung istPa; = Paz = 2 und S = 0. Filv die volistAndige Ordnung istS = 1 und

Paz =0o0der S=j 1undPa; =0. Der Fall S = 1 entspricht einer 100% ig falschen Besetzung und ist
damit wieder vollstAndig geordnet. Damit gilt

il-S-1 (15.8)
Der Fernordnungsparameter ist nach einem Vorschlag von Brgg-Williams gegeben durch:

Pat i X

S= 1i x

(15.9)

x ist der Anteil der A-Atome in der Legierung. Im Fall einer kubi sch raumzentrierten Struktur vom
Legierungs-Typ AB (x = 0;5) gilt:
Pari 0,5
S= ————— =2Pa1j 1 15.10
0.5 AL ( )

Genau wie das Vorhandensein vorBberstrukturen kann auch der Fernordnungsgrad durch (Réntgen-)
Strukturuntersuchungen ermittelt werden.
Die Grélse vonS héngt erwartungsgen@és von der Temperatur und der Vertauschungsenergie ab. Die
TemperaturabhAngigkeit von S erhAlt man, indem E(S) = TSM(S) minimiert wird. Damit kann der
Boltzmannsche Verteilungssatz wie folgt aufgeschrieben @rden:

Pn  1i S nes:

(15.11)

P 1+s O T

In Gleichung 15.11 ist n2S die Energiedi®erenz zwischen den beiden #zen des A-Atoms. Die
Entordnungsenergie nimmt mit dem Ordnungsgrad ab. Die Glechung 15.11 kann umgeformt werden:
ba s

kT

1i S
1+S

=exp = exp[B]
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... nach S umstellen ergibt:

1;i S=exp[B](1+ S)

2 Wodurch unterscheiden sich Nah- und
1=exp[B]+ s¢expB]+ S Fernordnung?
1i exp[B]= S(exp[B]+1) 2 Was geht schneller: Ordnung einstellen ode
au°@sen?
_ 1i expB]
" 1+exp[B]

dies wird nun intelligent erweitert

£. D. £B .
S — EXp£| 7Ul EXp£7U
exp i 2 +exp &
B* s
= j tanh 5 T tanh KT (15.12)
= j tanh(x) (15.13)
mit 25 = x folgt S = ZI* (2 ist negativ)
2kT x

= W =tanh( x) (15.14)

Gleichung 15.14 ist in Abbildung 15.10 graphisch dargestéil Der Verlauf von S(T) kann aus dieser
Darstellung ermittelt werden

T
il h()
tanh(x
T T
3 c T2 T]_ 4
0.8 B
%
ke]
I
P06 -
(=]
c
=}
5
5 0.4+ =
£
(]
L
0.2+ B
AN
il
L 1 1 1
% 1 2 3 4

Abbildung  15.10: Graphische Bsung der Gleichung 15.14if verschiedene Temperaturefic > T, > T 1. Flr T3 < T
wird keine Lésung gefunden.

ZunAchst einmal beginnt die Funktion tanh(x) bei x = 0 mit der Steigung 1, °acht ab und tanh( x) geht
gegen 1 fir gro¥sex. Die Steigung 1 am Nullpunkt de niert die kritische Temperatur.
o
KT, = %J (15.15)
Filr grévsere Temperaturen, die in diesem Bild in der Steigung von tén(x) drin stecken, gibt es keinen
Schnittpunkt zwischen der Funktion tanh(x) und der Temperatur-Linie. Demzufolge existiert bei dieser
Temperatur keine Lésung, die auf einen OrdnungsparameterS fghrt. L dsungen (also Schnittpunkte
zwischen tanh) und der Temperatur-Geraden) gibt es v tiefe Temperaturen (T < T¢). Je tiefer
die Temperatur (geringere Steigung), desto gévser ist der Wert fv S, bei dem sich die beiden
Funktionen gleichen (Schnittpunkt). Aus diesen Wertepaaren wird die schon ervéhnte Abhangigkeit des
Ordnungsparameters von der Temperatur gewonnen.
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Abbildung 15.11 zeigt die Abhéngigkeit des OrdnungsparametersS von der Temperatur T fir geordnete
Legierungen vom Typ AB und AB3. Der FernordnungsgradAndert sich bei T, unstetig im Fall von AB 3,
was einem Phasefbergang erster Ordnung entspricht.

L}
1.0

0.5

Fernordnungsgrad S

Il &
0 0.5 1
reduzierte Temperatur T/T ¢

Abbildung  15.11: Temperaturabténgigkeit des Fernordnungsgrades.

15.3 Nahordnung

Wenn in verschiedenen Bereichen eines Kristalls die Unteitfer zwar vollst Andig geordnet aber
mit der jeweils anderen Atomsorte besetzt sind, kommt es zu Poblemen bei der De nition eines
Fernordnungsparameters. In diesem Fall sind zwar alle Atore in eine Bberstruktur eingebaut, aber
die verschiedenen Bereiche sind nicht mehr alle gleich gedmet. An den Grenzen der Bereiche ist
die nAchste-Nachbar Reihenfolge gegtt. Diese Grenzen werden als Antiphasengrenze bezeichnebie
Abbildung 15.12 veranschaulicht einen solchen Fall.
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Abbildung  15.12: Vollstdndig ferngeordneter Kristall der in Bereiche aufgeteilt ist,iel zwar jeder fir sich vollséndige
Fernordnung aufweisen, sich von ihren jeweiligeichten Nachbarn jedoch durch Antiphasengrenzen agbrenzéie
ferngeordnete Struktur entspricht delL1,-Phase.

Eine derartige Struktur kann zum Beispiel entstehen, wenn de Keimbildung zur Ordnungseinstellung
in verschiedenen Bereichen beginnt. Zu dieser Zeit sind di&eime nicht korreliert. Die Auswahl der
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Besetzung der Teilgitter bei der Keimbildung beruht auf dem Zufallsprinzip. Die perfekt geordneten, aber
unter Umsténden auf unterschiedlichen besetzten Untergittern beseten Bereiche werden als Domnen
bezeichnet. Das weitere Wachstum der Dornen flhrt schlievlich dazu, da% diese aneinandersto¥zen.
Aufgrund der zufdlligen Auswahl der Untergitter bei der Keimbildung kénnen diese an den Grenzen
entweder in Phase oder auYer Phase sein. Im zweiten Fdlhdert sich die Besetzung der Untergitter an
der Grenze sprunghaft (Antiphasengrenze).

Im statistischen Mittel treten die verschiedenen Besetzumgen der Untergitter mit der selben HAu gkeit
auf. Damit w#re wegen der statistischen Besetzung abe3 = 0, was in diesem Fall dem wahren Grad der
Ordnung in keiner Weise Rechnung tégt, da alle Teilgitter des Kiristalls vollst Andig geordnet sind.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma wird durch die De nition des N&ordnungsparameters gefunden:

= A1 (15.16)
On i G

Hierin sind: g - Anteil der B-Atome als Nachbar von A-Atomen; q, - Anteil von B-Atomen als Nachbar von
A-Atomen im vollst Andig ungeordneten Zustand;g,, - Anteil von B-Atoman als Nachbar von A-Atomen
im vollstAndig geordneten Zustandegy, ist fi die jeweilige Legierung eine Konstante, zum Beispiel gilt
filv AB-Legierungen gy, = 1.

Die Idee hinter dem Nahordnungsparameter ist, da¥ jedes Atn-Paar als rdchste Nachbarn betrachtet
werden. Damit gibt der Nahordnungsparameter 3. die Nachbarschaftsverléltnisse eines beliebig
herausgegri®enen A-Atoms an. Hierbei wird angegeben, ob aties Atom in Bezug auf seine #chsten
Nachbarn in einer geordneten Struktur eingebunden ist, odenicht. Langreichweitige Beziehungen werden
hierbei véllig auvser Acht gelassen. Prinzipiell kann dieser Nahordmgsparameter auch aufdbernachste
Nachbarn erweitert werden.

Wenn Bberstrukturen vorhanden sind (also S = 1 gilt), so wird der Nahordnungsparameter %= 1 sein.
Allerdings ist der Wertebereich des Nahordnungsparametes beschénkt, es gilt: 0 - %4- 1.

Der Nahordnungsparameter Hngt erwartungsgenmé: ebenfalls von der Temperatur ab. Unterhalb
der kritischen Ordnungstemperatur weisen S(T) und 3%{T) einen &hnlichen Verlauf auf. Der
Nahordnungsparameter geht beiT. aber nicht sofort auf Null, sondern bleibt oberhalb von T, endlich und
fAllt langsam mit steigender Temperatur ab. Dies liegt an derzufalligen Anordnung der Nachbaratome, die
eben auch eine Achste Nachbar Ordnung hervorbringen kann, die der geordrten Anordnung entspricht.

Ordnungsgrad

\j

reduzierte Temperatur T/T

Abbildung  15.13: Temperaturablingigkeit von Fernordnungsgrad& und Nahordnungsgrad®in Abhéngigkeit von
der auf T, reduzierten Temperatur.%ist auch fiilv T > T endlich, da geordnete Achste Nachbarbeziehungen im
statistischen Mittel vorkommen.

Bei fehlender Bberstruktur ist es extrem schwierig Nahordnung nachzuwesen. Dies gelingt zum Beispiel
durch die Analyse des Untergrundes in der Mhe von Rantgenre°exen. Dieser ist an der Re°exposition
niedriger und an den Positionen, woBberstrukturre®exe zu erwarten sind erhght. Die Auswertung von
Widerstandsmessungen liefert hingegen keine zuvei$sigen Aussagemiber die Nahordnung, da sowohl
ein Zu- als auch ein Abnehmen des Widerstandes mit zunehmemt Ordnungsgrad beobachtet wird.
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15.4 Ordnungsdom Anen

Da die verschiedenen Untergitter im Allgemeinen gleichweig sind, kénnen die A- oder B-Atome bei
einer an verschiedenen Stellen beginnenden Keimbildung dagleiche Untergitter besetzen. In diesem Fall
kommt es beim Zusammenwachsen der Ordnungsda#imen zur Bildung von Antiphasengrenzen.

o) o) o) o 0O o) 0O o 0O o
O O O O O O O O O O
o PS o o o o o o a o a o
L4 L4 L4 L4 L4 L4 L4 L4 L4 L4 L4 L4
O O S
O O L4
o P o
L4 L4 L4
0O o) S
O O L4

Abbildung  15.14: Bildung (links) und Wachstum (mitte) von Ordnungsdorinen. Die Besetzung unterschiedlicher
Untergitter in den Ordnungsdordinen fihrt beim Aneinandersto%en der wachsenden Démen zur Bildung von
Antiphasengrenzen (mitte und rechts).n bezeichnet die Fichennormale der Antiphasengrenze und ist der
Verschiebungsvektor, der den Phasensprung beschreibt.

Eine beliebige Antiphasengrenze kann durch zwei Vektoren éschrieben werden. Dies sind der Vektor,
der FlAchennormalens der Antiphasengrenze und weiterhin der Vektort, der eine Verschiebung einer
Atomsorte von einem Untergitter auf das Andere beschreibt. Die Verschiebung d ist Ausdruck eines
Phasensprungs. Diese Verschiebung kann aber auch durch eirvon au¥%en angelegte Spannung erzeugt
werden. In diesem Fall ist die Phasengrenze durch eine Verseing erzeugt worden. Der Burgers-Vektor
ist kleiner als der Translationsvektor der Bberstruktur.

Jede im Kristall endende Antiphasengrenze wird von einer Vesetzung begrenzt. Auch in diesem Fall wird
die Antiphasengrenze vollséndig durch x und 4 beschrieben, wenn man sich die Grenze als étkweise
gerade denkt.
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Abbildung  15.15: Bberstruktur, die mehrere Antiphasengrenzen endlt (links). Diese umschlievsen entweder eine
Ordnungsdon#éne, oder verlaufen zwischen Versetzungen bzw. Korngrenzen.
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15.4.1 Energie von Antiphasengrenzen

Die FlachenenergieEapg der Antiphasengrenze Hngt von dem Vektor ¢ ab, der den Phasensprung
beschreibt. Eapg ist minimal, wenn 4 in der Antiphasengrenze liegt. In diesem Fall wird die
Antiphasengrenze durch eine Translation erzeugt, es weraekeine Atome hinzugefigt oder weggenommen
- wodurch ersichtlich wird, da¥i die FAchenenergie iy diese Kon guration einen minimalen Wert annimmt.
Wenn die Antiphasengrenze durch eine Translation erzeugt wd hat sich lediglich eine Versetzung durch
den Kiristall und damit durch die Ordnungsdomane bewegt. i alle anderen Orientierungen vond ist
die Energie der Antiphasengrenze gbv.er; in diesen Bllen ist ¢ ¢a 6 0.

ZUM N ACHDENKEN:

2 Was ist eine Antiphasengrenze?

2 Unter welchem Umstand entsteht eine Anti-
phasengrenze bei Versetzungshewegung?

2 Kdnnen sich zwei Antiphasengrenzen
annihilieren?

2 Warum ndet bei der Ordnungseinstellung kein
L langreichweitiger Materialtransport statt? J

Abbildung 15.16: Die Untergitter | und Il (A), sowie Il und IV (B) einesAB 3 Systems. Die Pfeile kennzeichnen die
den Phasensprung erzeugenden Vektores)(

Abbildung 15.16 zeigt die vier Untergitter der L1y Struktur. Die drei Vektoren, die die Verschiebung der
einen Atomsorte von dem Untergitter, welches durch die Eckéome gebildet wird, auf eins der anderen
Untergitter beschreibt lauten:

b = 2[1 10] (15.17)
t = g[l 01] (15.18)
s = g[o 11] (15.19)

Wenn die Antiphasengrenze in derx j y-Ebene liegt, ista =[001] und damit liegt ¢, in der Ebene der
Antiphasengrenze. Nur #r diesen Fall gilt (4, ¢n) = 0. Die Antiphasengrenze ist vom sogenannten Typ
1, alle Anderen sind vom Typ 2. Prinzipiell gibt es vier mégliche Ordnungsdonénen; die urspingliche
und die drei, die durch die Verschiebung entlangt; t, und t3 hervorgehen (s. Abb. 15.16).

Die freie Energie der AntiphasengrenzeFape kann unter Beriicksichtigung der ndchsten Nachbarn
abgeschitzt werden und damit die freie Energie als Funktion der Orientierung der Antiphasengrenze
wie folgt schreiben (ohne Herleitung):

2 2
" 221n1S

Fape (4=[110]) = @ hErnirng

(15.20)

Fik 7 = [001] ist Fape = 0, was einer bevorzugten Lage der Antiphasengrenze in den Wfelebenen
entspricht. Unter Ber ficksichtigung von Bberndchsten Nachbarn bleibt Fape filr diese Orientierung zwar
endlich, nimmt aber dennoch ein Minimum ein.
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2010

Abbildung  15.17: Linien konstanter freier Energi€ape filr eine durcht = $[110] erzeugte Antiphasengrenze in
AB 3 als Funktion der FAchennormalelhk].

Die Orientierungsabhdngigkeit von Fapg ist in Abbildung 15.17 durch Linien konstanter freier Energie

filr eine durch 4 = a=2 [110] erzeugte Antiphasengrenze als Funktion der Bchennormalen = [hkl]

dargestellt. Neben dem Minimum i & = [00 1] gibt es Maxima fév [100] und [0 1 0], sowie Sattelpunkte
fiv [110] und [110].

15.5 Ordnungskinetik

Der zeitliche Ablauf, der die Einstellung von Ordnungszustnden beschreibt, wird in einer Legierung durch
atomare Platzwechsel(Di®usion) bestimmt. Die wéhrend dieses Prozesses ablaufenden Platzwechsel rufen
keine gro%en Konzentrationsunterschiede hervor, oder gbben sie aus, da der Materialtransport nicht
langreichweitig ist. Damit unterscheidet sich die Einstelung von Ordnung wesentlich von Prozessen, wie
Entmischungs- oder Ausscheidungsvor@ngen. Grob kann die Einstellung von Ordnung in drei Phasen
eingeteilt werden:

1. Keimbildung
2. Keimwachstum bis die Ordnungsdongnen aneinander sto%en

3. Vergréberung des Dondénengefiges bis zum geordneten Kristall ohne Antiphasengrenzen

Gleichzeitig zu diesen Vorgingen kann sich der Ordnungsgrad innerhalb einer Dodine Andern. Dieser als
homogene Ordnungseinstellung bezeichnete Vorgangiat sich wie folgt beschreiben:

dt

= K" ®Pa2Pg1 i K# ®a1Pg2 (15.21)

Wie schnell die Reaktion abBuft hAngt damit von er Besetzung der Untergitter und den
GeschwindigkeitskontantenK" und K # ab.
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pot. Energie
T

IV=h|e|S

. falsches . .
Untergitter Reaktionskoordinate

/ri/chtiges
Abbildung 15.18: Potentielle Energie eines Atoms auf einem richtigéaw. falschen Untergitterplatz. Der Platzwechsel
vom falschen zum richtigen Untergitter K #) wird mit zunehmendem Fernordnungsgra& erleichtert, da das falsche
Untergitter energetisch unginstiger wird (V = “j"jS).

Letztere werden durch eine Arrheniusgleichung beschrieben

K"= % exp j % und K#= %5exp j

Q+V’
kT

(15.22)

Mit S=(Pa1 i X)=(1i x) (Gl. 15.9) liefert dies die zeitliche Anderung des Fernordnungsgrades, wie er
in Abbildung 15.19 filr eine AgzB-Legierung mit T, = 205 K dargestellt ist.

Bei kleinen Ordnungsgradienten istdS=dt = 0 und bei mittleren Fernordnungsgraden S gibt es ein
Maximum von dS=dt, welches knapp unterhalb vonT. besonders ausgepigt ist. Weit unterhalb von T,
ist die GeschwindigkeitdS=dt (fév t = 0) negativ. Dies bedeutet, da¥. eine gi/sere Schwankung abgewartet
werden mu¥ bevor die Ordnung weiter ansteigt, die dann sclayslich auf einen endlichen Ordnungsgrad
fidhrt.
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Abbildung 15.19: Zeitliche Anderung des Fernordnungsgrades eineAB3; Legierung als Funktion des
Fernordnungsgrades fiir verschiedene Temperaturen.
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In der Praxis kann aber nicht unterschieden werden, ob sich iea Ordnungszustand wir zuvor
beschrieben homogen einstellt, oder ob die Dodnen wachsen. Das DoAnenwachstum wird analog zur
Rekristallisationskinetik beschrieben. Man nimmt an, da¥es zu Beginn des Prozessé¢ DomAnenkeime
pro cm® gibt, deren Gréve mit der konstanten Geschwindigkeitv in jede Richtung wéchst (bis die
Domanen aneinadersto¥sen).

Jede Dondne wAchst dann um dV = 4¥»#t2dt und der geordnete Volumenantiel X wéchst in den
ungeordneten (1j X) hinein.

dX = 4Yu@Nt2dt(1i X) (15.23)

Damit gilt f &r den geordneten Volumenanteil

. ,
X =1 exp i %/4V3N(T)t3 (15.24)

Das Wachstum soll genév. der Voraussetzung linear erfolgen, also gilt
_ D(T) (CE®)
kT a

Hierin ist: D - Di®usionskonstante; ¢E - Energie pro Atomvolumen. Bei tiefen Temperaturen wird D
exponentiell klein und fiek T * T, verschwindet ¢ E, also zeigt die Temperaturabrngigkeit von v ein
Maximum unterhalb von T..

Qualitativ ist der zeitliche Verlauf des Ordnungsgrades mt

Z
s=  SX (S)dvv (15.26)

(15.25)

nicht wesentlich von demjenigen verschieden, demdr die homogene Ordnungseinstellung beobachtet wird.

_ Dies spiegelt sich nicht zuletzt in der Tatsache
ZUM N ACHDENKEN: wider, da¥s in der Praxis schwer zwischen beiden

2 Beein®usst die Entropie den Mechanismen unterschieden werden kann. Mehr noch:
Gleichgewichtszustand oder nur die Kinetik? Es hat den Anschein, daY. beide Prozess, die auf
2 Wie Andert sich die Triebkraft fir die Nahordnung (homogene Ordnungseinstellung) und

Fernordnung (Wachstum von Ordnungsdonménen)
i ) i i abzielen, nebeneinander ablaufen, was zum Teil sogar
2 Wie best|m.mt die Temperatur die gegeneinander statt Thdet.
LOrdnungselnsteIIung? _J Die Vergrdberung der Ordnungsdorénen flhrt nach
dem Ende des Dondnenwachstums zu einer weiteren
Verringerung der Energie, da nach Abschlu¥s des
Wachstums Antiphasengrenzen vorhanden sind, die eine zé$zliche Energie beherbergen (dieser Vorgang
ist damit Aquivalent zur sekunddren Rekristallisation zu sehen). Einzelne Dordnen vergésern sich
auf Kisten benachbarter Doménen. Die treibende Kraft beruht auf der Verringerung der Flache der
Antiphasengrenzen. Damit kann die spezi sche Energie alleAntiphasengrenzen genutzt werden, um die
treibende Kraft zu berechnen:

Ordnungseinstellung wahrend derselben?

Eapc L2

S (15.27)

CE"

Hierin sind: a® - Atomvolumen; L - DomanendurchmesserEaps - spez Energie der Antiphasengrenzen.
Gleichung 15.27 fihrt zu

dt kT L
Die Integration von Gleichung 15.28 ergibt das Zeitgesetzdas von der Ostwald-Reifung bekannt ist

L2 L% = Kt (15.29)

2
_dL _ D(T) .Eapc @ _ % (15.28)



