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Einf Äuhrung

Grundlage der physikalischen Werksto®eigenschaften ist die Physik (und Chemie) fester KÄorper mit ih-
ren Lehren Äuber den Aufbau der Materie. Dieser wird von den Bindungstypen und Kristallstrukturen
bestimmt. Dar Äuberhinaus ist bei Metallen vor allem ihr Einsatzgebiet vonInteresse und die Metallkunde
beschreibt Legierungen, GefÄuge und die Mikrostruktur von Ein- und Polykristallen. Die T hermodyna-
mik beschreibt die Phasenzusammensetzung und deren Bildung, sowie die Kinetik von Prozessen (z.B.
Di®usion und Kinetik).
Ziel: Die physikalischen Werksto®eigenschaften vermitteln dasphysikalische VerstÄandnis der VorgÄange

in metallischen Werksto®en. Hierbei sind Defekte, die die strenge RegelmÄa¼igkeit der Atomanord-
nung stÄoren, von besonderer Bedeutung. Als Strukturfehler-bestimmte Eigenschaften gelten hierbei
etwa die mechanische Festigkeit, die hohe KoerzitivfeldstÄarke von Permenentmagneten, die hohe
PermeabilitÄat von Weichmagneten, die kritischen StrÄome in Supraleitern, um nur einige weinge zu
nennen.

De¯nitionen und Begri®e

Kristalline Materialien weisen eine wohlde¯nierte Krista llstruktur auf. Es gibt aber auch amorphe Metalle,
die nicht-kristallin sind und dennoch strukturell beschri eben werden kÄonnen. Im Rahmen der Betrachtun-
gen kommt dem FestkÄorper eine zentralle Rolle zu, wohingegen Schmelze und Gasphase nur als GrenzfÄalle
und mit untergeordneter Bedeutung Beachtung ¯nden.
Die Eingliederung der Metalle in die Familie der FestkÄorper erfolgt Äuber ihre spezi¯schen Eigenschaften,
die die Metalle auszeichnen; dies ist vor allem ihre hohe elektrische Leitf Äahigkeit. Gleichzeitig weisen Me-
talle ein gutes Re°exionsvermÄogen, eine gute thermische LeitfÄahigkeit auf und sind in der Regel plastisch
verformbar.

Metallische Bindungen

Metallische Bindungen haben ihre Ursache in der elektrostatischen Wechselwirkung der von den Atomen
abgegebenen Valenzelektronen mit allen positiven AtomrÄumpfen des Kristalls. Die Bindungspartner sind
nicht starr gekoppelt, die freien Valenzelektronen haben eine hohe Beweglichkeit und sind nicht lokali-
siert. Hinzu kommen die ÄUbergangsmetalle, Metalle mit einer unvollstÄandig gefÄullten d-Schale (also alle
au¼erhalb der acht Hauptgruppen des Periodensystems). Sie sind durch eine hohe Bindungsenergie ge-
kennzeichnet. ZusÄatzliche BindungskrÄafte werden durch die Wechselwirkung zwischen inneren d-Schalen
erzeugt.

Makroskopischer Metallk Äorper

Metalle kÄonnen aus nur einem oder aber aus mehreren Elementen bestehen. Im letzten Fall spricht man
auch von Legierungen. Der makroskopische MetallkÄorper wird zudem nÄaher eingruppiert.
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Einkristall Ein durchgehender Kristallaufbau kennzeichnet diesen Zustand
Polykristall Dieser Zustand wird durch mehrer Kristall-

"
KÄorner\ gebildet.

Proben weisen eine Mikrostruktur, ein GefÄuge, auf. Die Kristall-
"
KÄorner\ unterscheiden

sich untereinander in Orientierung, Form und GrÄo¼e, im Fall eines homogenen Systems;
sowie Kristallstruktur und Zusammensetzung (bei Legierungen) im Fall eines heteroge-
nen Systems. In einem Heterogenen System hei¼en die in sich homogenen Bestandteile
Phasen

Der Zusammenhang zwischen verschieden orientierten KÄornern wird durch die Korngrenzen beschrieben.
Im thermodynamischen Gleichgewicht existieren keine Korngrenzen und ebenso keine Versetzungen, wohl
aber Kristallbaufehler, wie zum Beispiel: thermische und strukturelle Leerstellen, strukturelle Antipha-
sengrenzen sowie strukturelle Stapelfehler.
Gef Äuge Das GefÄuge, oder die Mikrostruktur, ist die Gesamtheit aller nicht im thermodynamischen

Gleichgewicht be¯ndlichen Kristallbaufehler eines Metalls
Struktur Die Struktur beschreibt die Atomanordnung in einem FestkÄorper

ZUM N ACHDENKEN:
² Was ist ein Metall?

² Wie unterscheiden sich Ein- und Polykristall?
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Thermodynamik von Legierungen

Ein System verÄandert sich solange, bis es das thermodynamische Gleichgewicht erreicht hat, wobei die
Einstellung des Gleichgewichtes kinetisch mÄoglich sein mu¼. Das thermodynamische Gleichgewicht ist
erreicht, wenn die Entropie ein Maximum einnimmt. Die Entro pie entspricht der Zahl von mikroskopi-
schen RealisierungsmÄoglichkeiten. Das Eta-Theorem (Boltzmann) beschreibt diesen Zusammenhang.
Die Entropie bei einer gegebenen Energie istS = k ln ! . Hierin ist k - Boltzmann-Konstante; ! - Anzahl
der RealisierungsmÄoglichkeiten. Damit ist die Entropie ein Zustand der Unordnung.

Entropie S = k ln !

BA x

S
! =

N !
NA !NB !

S = k ln
·
¡

NA

N
ln

NA

N
¡

NB

N
ln

NB

N

¸

mit x =
NB

N
und

NA

N
= (1 ¡ x)

S = ¡ k [(1 ¡ x) ln(1 ¡ x) + x ln x]

solange das Argument· 1 ist
ist ln[ ] · 0

Legierungen sind im thermodynamischen Gleichgewicht, wenndie Entropie maximal wird. Dies bedeutet
die grÄo¼te Zahl an RealisierungsmÄoglichkeiten beziehungsweise die grÄo¼tmÄogliche Unordnung.
Das thermodynamische Gleichgewicht bei Legierungen stelltsich meist bei konstanter Temperatur T,
das hei¼t im Kontakt mit einem WÄarmebad, oder bei konstantem Druckp ein. WegenG = U + pV ¡ TS
wird in diesem Fall die freie Enthalpie G (auch Gibbs'sche freie Energie) ein Minimum.

Zur Erinnerung:
freie Energie F = U ¡ TS isotherme Prozesse (ersetztG wenn p = konst.)

Enthalpie H = U + pV isobare Prozesse
freie Enthalpie G = U ¡ TS + pV isotherme und isobare Prozesse

gro¼kanonisches Potential © =U ¡ TS ¡ ¹N isotherme Prozesse mit konstanter Teilchenzahl

Hierin ist: U - innere Energie;T - Temperatur; S - Entropie; p - Druck;
V - Volumen; ¹ - chemisches Potential;N - Teilchenzahl

Die innere EnergieU im FestkÄorper setzt sich aus mehreren Bestandteilen zusammen:

Bindungsenergie
Kristallbaufehler

¾
potentiell

Atomschwingungen
Rotationsenergie

¾
kinetisch
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4 1. THERMODYNAMIK VON LEGIERUNGEN

! Gleichgewichtsbedingung G = min

dG = 0

dG = dU + pdV + V dp¡ TdS ¡ SdT

mit T, p = konst.

dG = dU ¡ TdS + pdV
| {z}

vernachlÄassigbar in FK

= dU ¡ TdS = 0

tiefe T : dU wichtig ! FestkÄorper stabil
hohe T : TdS wichtig ! Unordnung dominiert; ° Äussig, gasfÄormig

In Legierungen laufen Reaktionen ab, bisdG = 0 ist.

G =
X

i

¹ i ni ) dG =
X

i

¹ i dni = 0 (1.1)

Die ÄAnderung erfolgt um die Zahl n von Atomen der Komponente i . ¹ i ist das chemische Potential der
Komponente i . Bis das Gleichgewicht erreicht ist werden Atome der Komponente i hinzugefÄugt oder
weggenommen und dabei das chemische Potential geÄandert.
FÄur ein Zweisto®system ist die freie EnthalpieG =

P
i ¹ i x i n (x i = ni =n gibt die Konzentration der

Teilchen an; n - totale Teilchenzahl)

G = ( ¹ 1x1 + ¹ 2x2) n mit x2 = 1 ¡ x1

G = [ ¹ 1x1 + ¹ 2(1 ¡ x1)] n

Dabei sind ¹ 1 und ¹ 2 Funktionen von T, p, und x. FÄugt man bei konstanter Temperatur und Druck
eine Komponente 1 mit dem chemischen Potential¹ 1

0 und eine Komponente 2 mit ¹ 2
0 in ein durch x

gegebenes VerhÄaltnis zusammen und es passiert sonst nichts, so ergibt sichdie freie Enthalpie G(x)
einfach summarisch

G(x) =
£
¹ 1

0x1 + ¹ 2
0x2

¤
n (1.2)

soda¼G(x) in einem Diagramm durch eine Gerade zwischen¹ 1
0 und ¹ 2

0 dargestellt wird.
Werden beide Komponenten jedoch vermischt ineinander aufgelÄost, also zu einer Phase vereinigt, dann
treten sie miteinander in Wechselwirkung, weshalb fÄur die freie Enthalpie G = H ¡ TS ein zusÄatzlicher
Term zu berÄucksichtigen ist.

D-T   S
G

G

m

2m0

0
1

GD

BA x

G = G + ¢ GM
| {z }

beruht auf der Mischungsenthalpie als auch auf -Entropie

¢ GM = ¢ H M ¡ T¢ SM (1.3)

G = G + ¢ H M ¡ T¢ SM (1.4)

Mischungen, die der Voraussetzung genÄugen, da¼ die Wechselwirkung zwischen den Komponenten denen
in den reinen Komponenten entsprechen, soda¼ sich die innere Energie des Systems durch Mischung nicht
Äandert (¢ UM = 0) hei¼enideale Mischung (ideale LÄosung). Es wird also nicht impliziert, da¼ es in
idealen Mischungen keine Wechselwirkungen zwischen den Komponenten gibt.

1.1 Wahrscheinlichkeit und Entropie

Gegeben seien vier Teilchen. Werden diese auf zwei Voluminaverteilt, so ergibt dies 16 verschiedene
RealisierungsmÄoglichkeiten, auch MikrozustÄande genannt. Man erhÄalt die Anzahl aus der Aufsummierung



1.1. WAHRSCHEINLICHKEIT UND ENTROPIE 5

der Binomialkoe±zienten (Gl. 1.5) f Äur jede Verteilung.

µ
n
k

¶
=

n!
k!(n ¡ k)!

(1.5)
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Diese MikrozustÄande treten alle gleich hÄau¯g auf. Allgemein gilt f Äur die Anzahl der MikrozustÄande kn ,
wobei n - Anzahl der Teilchen, die aufk - Anzahl der ZustÄande verteilt werden. Die 16 eben beschriebenen
MikrozustÄande sind in Abbildung 1.1 zusammen angefÄuhrt.
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Abbildung 1.1: MÄoglichkeiten vier Teilchen auf zwei Teilvolumina zu verteilen. Dabei cwtrittist eine gleichmÄa¼ige
Verteilung Äuber beide Teilvolumina viel hÄau¯ger auf, als eine ungleichmÄa¼ige. Dies liegt daran, da¼ die gleichmÄa¼ige
Verteilung die grÄo¼tmÄogliche Anzahl von RealisierungsmÄoglichketen aufweist.

Ein Makrozustand hingegen ergibt sich aus einer verschiedenen Anzahl von MikrozustÄanden. ZunÄachst
einmal wird in einem Makrozustand nicht mehr unterschiedenwelches Teilchen sich wo be¯ndet, sondern
lediglich wieviele Teilchen in welchem Volumen sind. Damitergeben sich fÄur das vorherige Beispiel fol-
gende MakrozustÄande: 4:0; 3:1; 2:2; 1:3 und 0:4 aus den MikrozustÄanden. Der mittlere Zustand 2:2 ist
mit sechs MikrozustÄanden der wahrscheinlichste.

Grad der Unordnung :
Die Zahl der mÄoglichen MikrozustÄande zu einem Makrozustand ist
ein quantitatives Ma¼ fr den Grad der Unordnung dieses Zustands.

Fazit: Das sÄamtliche Teilchen sich in nur einem Teilvolumen aufhalten ist zwar prinzipiell m Äoglich, aber
sehr unwahrscheinlich. Noch deutlicher wird dieser Zusammenhang bei einer noch grÄo¼eren Teilchenzahl,
z.B. N = 100.
Sind alle 100 Teilchen in einer HÄalfte des Volumens, so gibt es dafÄur nur einen Mikrozustand. Sind
hingegen die Teilchen gleichmÄa¼ig auf beide Volumina veteilt (je 50), so gibt es fÄur diesen Makrozustand
1¢1029 RealisierungsmÄoglichkeiten (MikrozustÄande). Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 1.2 verdeutlicht.
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Abbildung 1.2: Die Anzahl der MikrozustÄande eines Systems mit 100 Teilchen in AbhÄangigkeit von der Teilchenzahl
in einer bestimmten HÄalfte des Volumens.

Beispiel: Expansion eines Gases

Ein Gas (Volumen 1 l) be¯nde sich in einem GefÄa¼, das mit einem ZweitenÄuber ein Ventil und einem
Rohr verbunden ist. Solange das Ventil geschlossen bleibt be¯nden sich alle MolekÄule in dem GefÄa¼. In
dem zweiten GefÄa¼ be¯nde sich ein Vakuum. Sobald das Ventil geÄo®net wird expandiert das Gas und
erfÄullt beide GefÄa¼e mit dem selben Druck.

Zustand 1: alle MolekÄuke im ersten GefÄa¼
Zustand 2: MolekÄule in beiden GefÄa¼en gleichmÄa¼ig verteilt

Wieviel wahrscheinlicher ist der Zustand 2?
Zustand 1 hat lediglich einen Makrozustand. Es sind ja alle MolekÄule im ersten GefÄa¼. Die Anzahl der
MikrozustÄande richtet sich nach der Anzahl der Teilchen in dem GefÄa¼. Nach derÄO®nung des Ventils
verteilen sich die Teilchen gleichmÄ¼ig auf beide GefÄa¼e. Nachkn und der Tatsache, da¼ in 1 l Luft etwa
1023 Teilchen enthalten sind, gilt dann fÄur die Anzahl der MikrozustÄande:

kn = 2 1023
= 2 230 (1.7)

Die Wahrscheinlichkeit ist der Quotient aus den gewÄunschten MikrozustÄanden zu der Gesamtzahl aller
MikrozustÄande. Damit ist die Wahrscheinlichkeit den Zustand 1 nachÄO®nung des Ventils (und Expansion
des Gases) anzutre®en gleich 1=kn = 2 ¡ 230. Die Wahrscheinlichkeit fÄur den Zustand 2 ist per De¯nition
gleich 1. Dieser Zustand beschreibt das thermodynamische Gleichgewicht und mu¼ daher vorhanden sein.

VÄollig anders wÄurde es sich darstellen, wenn die Wahr-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wie stark nimmt die Entropie zu, wenn sich die
Verteilung der Teilchen von zunÄachst 45% auf
einer Seite zu 50% auf beiden Seiten ausgleicht,
bei einer Gesamtzahl von N = 6¢1023?
Hinweis: Verwenden Sie die Stirling-Formel

scheinlichkeit fÄur den Zustande mit gleichmÄa¼iger Ver-
teilung der MolekÄule, also fÄur den Zustand mit jeweils
exakt der HÄalfte der Teilchen in jedem Teilvolumen be-
stimmt werden sollte. Die Wahrscheinlichkeit der Vertei-
lung, genauer der Binomialverteilung P(xjp; n) mit n -
Anzahl der MolekÄule, x - Anzahl der Teilvolumina und
p der konstanten Ereigniswahrscheinlichkeit, berechnet
sich dann zu:

P(xjp; n) =
µ

n
x

¶
px (1 ¡ p)n ¡ x

=
n!

x!(n ¡ x)!
px (1 ¡ p)n ¡ x

=
n!

n
2 !(n ¡ n

2 )!
0; 5

n
2 + n ¡ n

2 =
n!

n
2 ! n

2 !
0; 5n (1.8)
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Mit Hilfer der Stirling-Formel kann die Fakult Äat einer sehr groÄss en Zahl genÄahert werden. Die Stirling-
Formel lautet:

n! '
p

2¼n
³ n

e

´ n
exp

·
£

12n

¸
(1.9)

Hierin gilt 0 · £ · 1. Unter Voraussetzung von gro¼en Teilchenzahlen, was bei einem Gas immer
gerechtfertigt ist und durch Einsetzen von Gleichung 1.9 inGleichung 1.8 folgt:
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n
2 ! n

2 !
0:5n '

p
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¡
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0; 5n

Die Exponential-Terme aus Gl. 1.9 fehlen hier bereits, da lim
n !1

exp
£

£
12n

¤
! 1
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n
2 ! n

2 !
0:5n '

¡
n
e

¢n
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2e
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0; 5n =

p
2

¡
n
e

¢n

p
¼n

¡
n
2e

¢n 0; 5n

=

p
2

p
¼n

1
¡

1
2

¢n 0; 5n =

p
2

p
¼n

(1.10)

Der in Gleichung 1.10 fÄur die Wahrscheinlichkeit fÄur eine Verteilung von jeweils exakt der HÄalfte der
MolekÄule in jedem Teilvolumen geht fÄur gro¼e MolekÄul-Anzahlen gegen Null lim

n !1

p
2p

¼n ! 0. Dies ist

leicht einzusehen, da es im thermodynamischen Gleichgewicht immer Fluktuationen gibt, die das Gleich-
gewicht zwar nicht verschieben, wohl aber einen Austausch zulassen, der durch die Voraussetzung zu
dieser Berechnung aber untersagt war.
Dieser Zustand 2 ist dennoch wahrscheinlicher, als der Zustand 1, da es zu diesem Zustand mehrere Mi-
krozustÄande gibt. Die Anzahl der MikrozustÄande berechnet sich nach Gleichung 1.5 zu (s. auch Gl. 1.10):

µ
n

n=2

¶
'

p
2

p
¼n

1
¡

1
2

¢n

Dies umformen und mit der Anzahl der MikrozustÄande von Zustand 1 vergleichen fÄuhrt auf:
p

2 2n
p

¼n
> 1

LÄosung
Der Zustand 2 ist

¡ n
n= 2

¢
(konkret

¡ 2230

(2 230 )=2

¢
) -mal wahrscheinlicher. Ein Zustand geht von selbst nur in

einen gleichwahrscheinlichem, oder einen wahrscheinlicherenÄuber. Anders ausgedrÄuckt: Die Entropie eines
Systems kann nie abnehmen.

ZUM N ACHDENKEN:
² Was ist der Unterschied zwischen einem Makro-

und einem Mikrozustand?

² Warum kann die Entropie eines Systems nicht
ohne Energieaufwand kleiner werden?
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1.2 Mischungsprozesse

Betrachtet wird die freie Enthalpie einer binÄaren Legierung AB beim Mischen der Atome. Ein Zustand
1 der durch NA A-Atome und NB B-Atome gekennzeichnet ist geht in einen Zustand 2Äuber, der aus
einer Mischung von A- und B-Atomen besteht. Damit berechnet sich die Teilchenzahl aus der Summe
N0 = NA + NB . Die Freie Enthalpie der Mischung belÄauft sich auf:

¢ GM = ¢ H M ¡ T¢ SM + p¢ V M

| {z }
=0

(1.11)

1.3 Ideale L Äosung

Am Modell der idealen Mischung lassen sich viele GrundzÄuge des Verhaltens von Zweisto®systemen
deutlich machen. Bei einer idealen Mischung tritt beim Vermischen weder ein Volumenzuwachs auf
(¢ V M = 0), noch gibt es eine WÄarmetÄonung (¢ H M = 0), jedoch gibt es einen Entropiezuwachs, da
durch das Vermischen die reinen Sto®e in einen Zustand geringerer Ordnung gebracht werden. Damit
ergibt sich die freie Enthalpie einer idealen Mischung zu (vgl. Gl. 1.4):

G = G ¡ T¢ S (1.12)

Die Gleichgewichtsbeziehungen von zwei Phasen® und S in einem System aus zwei Komponenten wer-
den aus dem Vergleich der freien Enthalpien der Phasen deutlich (® - feste Phase; S - Schmelze). Im
Allgemeinen hat bei einer gegebenen hohen Temperatur die °Äussige Phase eine hÄohere Energie und damit
auch eine hÄohere Enthalpie und eine hÄohere Entropie, als eine feste Phase (H S > H ®; SS > S®).

BA x BA x BA x BA x

T1 T2 T3

+Sa

T4 T5

T3

T5

T4

T1

T2
+Sa

S

BA x

a
a

S
S

a

a

S

S

GD

A Bx

a S

T

a S

a

Abbildung 1.3: Freie Enthalpie Kurven einer festen und °Äussigen Pase in AbhÄangigkeit von der Zusammensetzung fÄur
verschiedene Temperaturen. Im unteren Teil ist das daraus konstruierte Temperatur - Konzentrations Zustandsdiagramm
gezeigt.

Bei niedrigen Temperaturen ist der Term TS in G = H ¡ TS klein, es Äuberwiegt H , soda¼H ® < H S

fÄur alle Zusammensetzungen und damitG® < G S gilt. Das System ist dann fest, da es die geringste freie
Enthalpie hat, wenn es ganz aus einer festen Phase besteht (T5 in Abb. 1.3). Im Gegensatz dazu wird bei
hÄoheren Temperaturen (T1) der Term TS so gro¼, da¼ fÄur alle Zusammensetzungen SS > S® gilt. Dann
gilt auch GS < G ® und es ist alleine die °Äussige Phase stabil.
Dazwischen gibt es einen Temperaturbereich zwischenT2 und T4, in welchem sich beide Kurven von
GS(x) und G®(x) schneiden. FÄur sinkende Temperaturen (T1 : : : T2 : : : T5) schneiden sich die Kurven bei
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T2 bei x = 0. Hier sind erstmalig beide Phasen im thermodynamischen Gleichgewicht, die Temperatur
entspricht dem Schmelzpunkt der reinen Phase A, wÄahrend fÄur alle anderen Zusammensetzungen (x 6= 0;
T2) alleine die Schmelze stabil ist. Analog stehen alleine beiT4 beide Phasen im Gleichgewicht, wÄahrend
fÄur x < 1 alleine die feste Phase stabil vorliegt.
Durch die Absenkung der Temperatur werden die freie Ent-

GD

T [ K ]

fest

flüssig

fest

gasförmig

gasförmigflüssig

Abbildung 1.4: Freie Enthalpie der drei Aggre-
gatzustÄande eines beliebigen Systems.

halpie Kurven der beiden Phasen® und S angehoben. Durch
den unterschiedlich steilen Verlauf der Kurven in AbhÄangig-
keit von der Temperatur, wie er in Abbildung 1.4 dargestellt
ist, wird die freie Enthalpie der Schmelze wesentlich stÄarker
erhÄoht, als die der festen Phase, wodurch es zu dem Schnei-
den der Kurven kommt. Die freie Enthalpie der festen Phase
Äandert sich mit der Temperatur unwesentlich, da die Atome
durch den Kristallverbund an ihre Pl Äatze gebunden sind. In
der °Äussigen, oder gar gasfÄormigen Phase, kÄonnen die Ato-
me wesentlich leichter ihre PlÄatze tauschen, wodurch mit
steigender Temperatur eine grÄo¼ere Unordnung (Entropie)
eingestellt wird.
Betrachtet man nun ein System mit mittlerer Zusammen-
setzung x bei einer Temperatur zwischen den beiden eben
diskutierten zum Beispiel T3 (T2 > T 3 > T 4). Dann gilt im
gezeigten Fall zwarG®(x) < G S(x) und die Phase® hat die
kleinere freie Enthalpie als die Schmelze, jedoch wird dadurch nicht der Gleichgewichtszustand dargestellt.
Dieser Sachverhalt wird im Abschnitt Äuber die Doppeltangentenregel erklÄart.
Doch zurÄuck zur Mischungsentropie, die die freie Enthalpie der Mischung im Wesentlichen bestimmt. Im
Folgenden soll die freie Enthalpie der Mischung in AbhÄangigkeit von der Konzentration der Komponenten
bei der Mischung bestimmt werden. Die freie Enthalpie der Mischung ist gegeben durch:

¢ SM = S2 ¡ S1 = k ln ! 2 ¡ k ln ! 1

Hierin ist ! die Zahl der unterscheidbaren Anordnungen, im ungemischten Zustand 1 ist ! 1 = 1 (s. auch
Bsp. zur Expansion eines Gases). Im gemischten Zustand 2 be¯nden sichNA -Atome und NB -Atome auf
NA + NB Gitterpl Äatzen, woraus sich (NA + NB )! M Äoglichkeiten ergeben diese anzuordnen. Von diesen
sind ! 2 = ( NA + NB )!=(NA ! NB !) unterscheidbar.

¢ SM = k ln
(NA + NB )!

NA ! NB !

Wenn NA und NB gro¼e Zahlen sind, so kann Stirlings Theorem angewendet werden:

ln(n!) '
µ

n +
1
2

¶
ln n ¡ n +

1
2

ln(2¼)

' n ln n (1.13)

... und daraus folgt:

ln
(NA + NB )!

NA ! NB !
= ( NA + NB ) ln( NA + NB ) ¡ NA ln NA ¡ NB ln NB

= ¡ NA ln
NA

NA + NB
¡ NB ln

NB

NA + NB

mit x i := N i
N A + N B

= ¡ N0xA ln xA ¡ N0xB ln xB

= ¡ N0(xA ln xA + xB ln xB )

Die Mischungsentropie

¢ SM = ¡ kN0(xA ln xA + xB ln xB ) (1.14)
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ist damit immer negativ, da gilt: xA < 1 ! ln xA < 0. Da die Mischungsentropie fÄur mittlere Konzentra-
tionen ein Maximum aufweist wird f Äur die freie Enthalpie der Mischung ein Minimum beobachtet. FÄur
die freie Enthalpie der Mischung gilt:

¢ GM = ¡ T¢ SM = ¡ kTN0(xA ln xA + xB ln xB ) (1.15)

Bei x = 0 und x = 1 wird eine unendliche Steigung beobachtet, wie es in Abbildung 1.5 dargestellt ist.

Abbildung 1.5: Freie Enthalpie der Mischung einer idealen LÄosung als
Funktion der Konzentration.

GD

BA xZUM N ACHDENKEN:
² Warum kommt es bei der idealen Mischung

zu einem linsenfÄormigen Phasendiagramm
(s. Abb. 1.3)?

² Warum Äandert sich die freie Enthalpie einer fe-
sten Phase nicht so stark mit der Temperatur,
wie die einer °Äussigen Phase (s. Abb. 1.4)?

Aufgrund der unendlichen Steigung derG(x)-Kurve bei
x = 0 und x = 1 ist es extrem schwierig sehr reine Ma-
terialien herzustellen, da fÄur das letzte Fremdatom eine
unendlich gro¼e Energie benÄotigt wird, um dies zu ent-
fernen.

1.3.1 Die Doppeltangentenregel

Ein System mittlerer Zusammensetzung in dem Temperaturbereich zwischen den beiden Schmelzpunk-
ten der reinen Komponenten erreicht seine geringste freie Enthalpie (und damit das Gleichgewicht) in
Gestalt eines zweiphasigen Zustandes. Dieser wird aus der Schmelze S und der festen Phase® gebildet.
Die Schmelze hat dann die ZusammensetzungxS und die feste Phasex®. xS und x® werden durch eine
gemeinsame Tangente an beide freie Enthalpie Kurven bestimmt. Die Konstruktion mit der Tangente an
beide freie Enthalpie Kurven wird als Doppeltangentenregel bezeichnet. Zwischen den beiden Zusammen-
setzungenxS und x® gibt es keinen einphasigen Zustand, sondern stets eine Mischung aus fester Phase
® und Schmelze S, da dies energetisch gÄunstiger ist.

GD

BA x

a

S

a S+Sa
xa x xS

Abbildung 1.6: Zur Konstruktion der Doppeltangentenregel.

Es ist anschaulich leicht einzusehen, da¼ ein zweiphasigesSystem bestehend aus der Schmelze und der
festen Phase energetisch gÄunstiger ist. Die freie Enthalpie dieses zweiphasigen Zustandes wird durch eine
lineare Variation der Ausgangswerte bestimmt - dies ist dieGerade zwischen den Werten, die durch
die Doppeltangente bestimmt wurde. Aufgrund der Mischungsentropie liegen die tatsÄachlichen Werte
mÄoglicherweise sogar tiefer, als durch die Tangente angegeben. Die Tangente selber liegt aber zwischen
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den BerÄuhrungspunkten in jedem Punkt unter den G®(x) oder GS(x) Kurven und weist damit geringere
Werte auf.

Beweis des anschaulichen Sachverhaltes

Die Phase S bekommt beixS die Enthalpie GS(xS) und analog bekommt ® bei x® die freie Enthalpie
G®(x®). Die freie Enthalpie G(x) der zweiphasigen ZustÄande wird dann durch die gemeinsame Tangente
dargestellt.

BA x

S
RÄuckblende: Entropie beim Mischen:

¢ S = ¡ k [x1 ln(x1) + x2 ln(x2)]

= ¡ k [x ln x + (1 ¡ x) ln(1 ¡ x)]

Die freie Enthalpie des idealen Gemisches ist: (vgl. Gl. 1.2):

G(x) =
£
¹ 1

0x1 + ¹ 2
0x2

¤
n

=
£
¹ 1

0x + ¹ 2
0(1 ¡ x)

¤
n

GD

BA x

mit

G = G ¡ T¢ S

)

G(x) =
£
¹ 1

0x1 + ¹ 2
0x2

¤
n + kT [x ln x + (1 ¡ x) ln(1 ¡ x)]

= x
£
¹ 1

0n + kT ln x
¤

+ (1 ¡ x)
£
¹ 2

0n + kT ln(1 ¡ x)
¤

(1.16)

Dies ist die sogenannte Kettenline, ihre Steigung lautet:

@G(x)
@x

= ¹ 1
0 ¡ ¹ 2

0 + kT ln
x

1 ¡ x
= ¹ 1 ¡ ¹ 2 (1.17)

Die Tangente kann also in beiden FÄallen sowohl anhand der Steigung±G®(x)=±xder Kurve G®(x) an der
Stelle x® als auch anhand der Steigung±GS(x)=±x der Kurve GS(x) an der Stelle xS formuliert werden,
nÄamlich:

G(x) = G®(x®) + [ ¹ 1(x®) ¡ ¹ 2(x®)] (x ¡ x®)n (1.18)

sowie

G(x) = GS(xS) +
£
¹ 1(xS) ¡ ¹ 2(xS)

¤
(x ¡ xS)n (1.19)

mit G = [ ¹ 1x + ¹ 2(1 ¡ x)]n folgt f Äur Gleichung 1.18:

G(x) =
£
¹ 1(x®) + ¹ 2(x®)(1 ¡ x®) + [ ¹ 1(x®)x ¡ ¹ 1(x®)x® ¡ ¹ 2(x®)x + ¹ 2(x®)x®]

¤
n

= ¹ 1(x®)x + ¹ 2(x®) ¡ ¹ 2(x®)x

= ¹ 1(x®)x + ¹ 2(x®)(1 ¡ x) (1.20)

In gleicher Weise folgt aus Gleichung 1.19:

G(x) = ¹ 1(xS)x + ¹ 2(xS)(1 ¡ x) (1.21)

Werden die Gleichungen 1.20 und 1.21 gleichgesetzt, so giltfÄur x = 1 ) ¹ 1(x®) = ¹ 1(xS) und fÄur
x = 0 ¹ 2(x®) = ¹ 2(xS). Dies bedeutet, da¼ die chemischen Potentiale in beiden Phasen eben bei den
durch die gemeinsame Tangente bestimmten Zusammensetzungen x® und xS gleich sind, wodurch das
Gleichgewicht nachgewiesen ist.
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Einschub: Termische Leerstellen

FÄur reale Systeme verÄandert sich die freie Enthalpie eines Einkristalls, der ausN Atomen besteht, sobald
zusÄatzliche Leerstellen auftreten. Angenommen es handelt sichum NV Leerstellen. Dann mÄussen zunÄachst
einmal diese Leerstellen gebildet werden, wofÄur eine Leerstellenbildungsenthalpie ¢H V erforderlich ist.
ZusÄatzlich ist mit diesen Leerstellen eine Bindungsentropie ¢Sth verbunden, da die Schwingungsfrequen-
zen der nÄachsten Nachbarn durch die Leerstelle geÄandert werden kann. FÄur die N + NV Gitterpl Äatze
berechnet sich die freie Enthalpie dann gemÄa¼:

¢ G0 = ¢ H 0 ¡ T¢ S0

= NV ¢ HV ¡ NV T¢ Sth ¡ kT ln
(N + NV )!

N ! NV !

= NV (¢ HV ¡ T¢ Sth ) + kT
·
N ln

N
N + NV

+ NV ln
NV

N + NV

¸
(1.22)

Die Bildung von Leerstellen im anfangs perfekten Einkristall ergibt sich spontan im thermodynamischen
Gleichgewicht

@¢ G0

@NV
=
!

0

= (¢ HV ¡ T¢ Sth ) +
@

@NV

·
kT

µ
N ln

N
N + NV

+ NV ln
NV

N + NV

¶¸

= ( : : :) + kT [N ln N ¡ N ln(N + NV ) + NV ln NV ¡ NV ln(N + NV )]

= ( : : :) + kT
·
¡ N

1
N + NV

+ ln NV + NV
1

NV
¡ ln(N + NV ) ¡ NV

1
N + NV

¸

= ( : : :) + kT
·
ln NV ¡ ln(N + NV ) + 1 ¡

N
N + NV

¡
NV

N + NV

¸

= ( : : :) + kT
·
ln

NV

N + NV
+ 1 ¡

µ
N + NV

N + NV

¶¸

= ¢ HV ¡ T¢ Sth + kT
·
ln

NV

N + NV

¸
(1.23)

Die Zahl der gebildeten Leerstellen kann zum Beispiel auf derGrundlage der thermische Ausdehnung
eines Kristalls durch dilatometrische Messungen, beziehungsweise durch Messung der Gitterkonstante
durch RÄontgenexperiment bestimmt werden. Hierzu sind jeweils Messungen des ursprÄunglichen Kristalls
ohne Leerstellen und des selben Kristalls nach der Leerstellenbildung nÄotig. Die Di®erenz bestimmt die
Zahl der Leerstellen. Zum Beispiel ¯ndet man in Aluminium bei T = 600±C etwa 103 Leerstellen.

1.4 Reale L Äosung

Bei realen Mischungen bedingen die Wechselwirkungen zwischen den Komponenten im Allgemeinen eine
endliche Mischungsenthalpie (MischungswÄarme) ¢ H M 6= 0, sowie einen zusÄatzlichen Beitrag zur Mi-
schungsentropie ¢SM , wodurch der Verlauf der freien Enthalpie G(x) beein°u¼t wird und somit stark
von dem fÄur ideale Mischungen abweichen kann.
Die meisten realen Mischungen erfÄullen die Voraussetzung, da¼ die Komponenten ungeordnet und sta-
tistisch verteilt vorliegen. Solche Mischungen werden alsregulÄare Mischungen (regulÄare LÄosungen) be-
zeichnet. Sie sind dadurch charakterisiert, da¼ ihre Mischungsentropie ¢SM der einen idealen Mischung
entspricht. Nur solche Mischungen sollen im Folgenden betrachtet werden.
Die Mischungsenthalpie resultiert aus den Wechselwirkungen zwischen den Komponenten und ist damit
proportional zu deren Konzentration

¢ H M / x1x2

¢ H M (x) = ²x 1x2 = ²x 1(1 ¡ x1)

= ²x (1 ¡ x)
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wobei ² eine Konstante ist, die sich aus den Wechselwirkungsenergien zwischen den einzelnen Kompo-
nenten herleiten lÄa¼t. Errechnet man hieraus die freie EnthalpieG, so folgt:

¢ Greg (x) = Gid (x) + ¢ H M (x) (1.24)

H M (x) ist eine parabolische Funktion vonx mit ihrem Maximum (beziehungsweise Minimum) beix = 0 ; 5,
je nach dem Vorzeichen der Konstante², die sowohl positive, als auch negative Werte annehmen kann.
Eine negative Mischungsenthalpie ¢ H M bedeutet, da¼ beim Mischen WÄarme freigesetzt und damit
dem System entzogen wird (der Vorgang verlÄauft exotherm); sie ist kennzeichnend fÄur eine attraktive
Wechselwirkung zwischen den Komponenten und deutet auf eine Tendenz zur Verbindungsbildung hin.
Eine positive Mischungsenthalpie ¢ H M hingegen bedeutet, da¼ beim Mischen WÄarme zugefÄuhrt wird
(der Vorgang verlÄauft endotherm). Sie ist kennzeichnend fÄur eine Verminderung der Bindungsenergien
und deutet auf eine Tendenz zur Entmischung hin. Zur Erinnerung: keine Mischungsenthalpie (¢H M = 0)
! ideale LÄosung.

H    (x)D
reg

H    (x)D
reg

2m0

G(x)
m0

1

G    (x)
reg

id
G  (x)

m0
1

2m0

G(x)

id
G  (x)

G    (x)
reg

m0
1

2m0
2m0

m0
1

G(x)

G    (x)
reg

id
G  (x)

id
G  (x)

G(x)

G    (x)
reg

T2

T1 T1

T2

1 2T  <T

GD

GD GD

GD

BA x BA x

Abbildung 1.7: Freie Enthalpie eines Gemisches fÄur verschiedene Temperaturen (T1 < T 2) fÄur positive (links) und
negative Mischungsenthalpie (rechts).

Bindungsenergie eines Mischkristalls
Paarweise Wechselwirkung zwischen nÄachste Nachbar Atomen;n - Zahl der nÄachsten Nachbarn.

A-Atom hat xA PAA -Bindungen mit A-Atom bei WW-Energie ²AA

xA PAB -Bindungen mit B-Atom bei WW-Energie ²AB

B-Atom hat xB PB -Bindungen mit B-Atom bei WW-Energie ²BB

xB PBA -Bindungen mit A-Atom bei WW-Energie ²BA

Damit l Äa¼t sich die Bindungsenergie bestimmen

U =
1
2

£
xA PAA ²AA + xA PAB ²AB + xB PBA ²BA + xB PBB ²BB

¤
(1.25)

mit ²AA + ²AB = 1 = ²BA + ²BB und PAB xA = PBA xB

U =
1
2

£
xA ²AA ¡ xA ²AA PAB + xA ²AB PAB + xB ²BB ¡ xB ²BB PBA + xB ²BA PBA ¤
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=
1
2

£
xA ²AA + xB ²BB + 2xA PAB ²AB ¡ (xA ²AA + xA ²BB ) PAB ¤

=
1
2

£
xA ²AA + xB ²BB + 2xA ²P AB ¤

(1.26)

mit ² = ²AB ¡
1
2

(²AA + ²BB ) (1.27)

Hierin ist ² die Vertauschungsenergie. Aus dem Prinzip der Energieminimierung wird nun festgelegt,
welche Bindungsenergien gÄunstiger sind. Ist ² < 0 so gilt ²AB < 1

2 (²AA + ²BB ). In den AA und BB
Bindungen steckt mehr Energie drin, als in zwei AB Bindungen. Werden die AA und BB Bindungen
gebrochen um zwei AB Bindungen zu bilden, ist das System in einem energetisch gÄunstigerem Zustand
und der Weg zur Legierungsbildung ist frei. Andersherum, wenn ²AB > 1

2 (²AA + ²BB ) gilt bleibt das
System entmischt, da es so seinen energetisch gÄunstigsten Zustand erreicht, indem es aus den energetisch
niedrigeren Bindungen besteht. Damit gilt:

² < 0 ! ¢ H M < 0 ! Energiegewinn! Legierungsbildung
² > 0 ! ¢ H M > 0 ! Energieverlust ! Entmischung
² = 0 ! ¢ H M = 0 ! ! ideale LÄosung

In der Konsequenz von ¢Greg = ¢ H +¢ Gid hat eine negative Mischungsenthalpie ¢H M < 0 (exotherm)
eine Vertiefung der Kurve Greg (x) gegenÄuber von Gid (x) zur Folge, Äandert deren grundsÄatzlichen Verlauf
aber nur wenig. Eine positive Mischungsenthalpie ¢H M > 0 (endotherm) fÄuhrt bei hohen Temperaturen
zu einer Ver°achung der Kurve Greg (x) gegenÄuber Gid (x) und bei tiefen Temperaturen sogar zu einer
Kurvenform mit zwei Minima, einem zentralen Maximum und Wendestellen.

HM

HM

HM
G

BA x BA xBA x

G

G

-TS

-TS

-TS

G

e<0 e=0 e>0

Abbildung 1.8: Freie Enthalpie eines Gemisches fÄur negative (links) und positive Mischungsenthalpie (rechts), sowie
den Fall der idealen LÄosung (Mitte).

Diese qualitativen Unterschiede im Verlauf derG(x)-Kurven von regulÄarer und idealer Mischung fÄuhren
zu entsprechenden Implikationen fÄur die Gestalt der betre®enden Zustandsdiagramme. Solangebeide
G(x)-Kurven eine Äahnliche Gestalt aufweisen fÄuhrt die Diskussion der Phasengleichgewichte mittels Kon-
struktion der gemeinsamen Tangenten auch fÄur ein reales Zweisto®system auf ein Zustandsdiagramm mit
einem linsenfÄormigen Koexistenzbereich, wie es fÄur den Fall der idealen Mischung hergeleitet wurde -
siehe Abbildung 1.3. Eine solche Gestalt des Zustandsdiagramme ist ein Hinweis auf Isomorphie zwischen
den reinen Systemen.
Die Abweichungen derG(x)-Kurven beider Phasen kÄonnen in beiden Phasen auch unterschiedlich stark
ausgeprÄagt sein, soda¼ die Kurven unterschiedlich stark gekrÄummt sind und zweimal zum Schnitt kom-
men kÄonnen. In diesem Fall lassen sich jeweils im linken und rechten Teil des Zustandsdiagramms je
eine gemeinsame Tangente an die Kurven legen, die jeweils zwischen ihren BerÄuhrungspunkten die freie
Enthalpie G(x) von zweiphasigen GleichgewichtszustÄanden darstellen.
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T1

a
G  (x)

S
G  (x)

TE

S
G  (x)

a
G  (x)

TE

a
G  (x)

S
G  (x)

a
G  (x)

T1

TE

T2

T2

TE

S
G  (x)

A
B C

D

E

A
B C

D

E

GD GD

GD

A BxA Bx

T T SSPhase Phase

aPhase Phase a
x x x x x x x x x xA B E C D A B E C D

G®(x) stÄarker als GS(x) gekr Äummt
x < x A einphasig °Äussige ZustÄande (S)
xA < x < x B zweiphasige ZustÄande (S/®)
xB < x < x C einphasig feste ZustÄande (®)
xC < x < x D zweiphasige ZustÄande (®/S)
xD < x einphasig °Äussige ZustÄande (S)

G®(x) schw Äacher als GS(x) gekr Äummt
x < x A einphasig feste ZustÄande (®)
xA < x < x B zweiphasige ZustÄande (®/S)
xB < x < x C einphasig °Äussige ZustÄande (S)
xC < x < x D zweiphasige ZustÄande (S/®)
xD < x einphasig feste ZustÄande (®)

Abbildung 1.9: Auswirkung der Abweichung der freien Ent-
halpiekurven vom Idealen Verlauf.

In beiden FÄallen berÄuhren sich Liquidus- und Soliduslinie in einem Extremum im Punkt E (Abb. 1.9).
An diesem Punkt haben °Äussige und feste Phase im Gleichgewicht die selbe Zusammensetzung. Damit
vollzieht sich der PhasenÄubergang fÄur ein Gemisch der ZusammensetzungxE von S ! ® oder umgekehrt
ohne ÄAnderung der Zusammensetzung. Dieses Gemisch bezeichnet man daher alskongruent schmelzend.

ZUM N ACHDENKEN:
² Unter welchen Voraussetzungen hat eineG(x)-

Kurve ein Maximum und zwei Minima?

² Wenn die Wechselwirkung zwischen zwei glei-
chen Atomen stÄarker ist als die zwischen zwei
ungleichen, welchen Verlauf zeigt die G(x)-
Kurve und welche Tendenz zeigt das System
(Entmischung/Legierungsbildung)?

1.4.1 Spinodale Entmischung

Schlie¼lich kann bei realen Mischungen auch der Fall eintreten, da¼ in-
folge einer relativ gro¼en positiven MischungswÄarme ¢ H M die Funkti-
on G(x) im Bereich mittlerer Zusammensetzungen ein Maximum, oder
zunÄachst eine negative KrÄummung aufweist.
Ein solcher Verlauf wird vornehmlich bei tiefen Temperaturen vorkom-
men (T1 < T 2 < T 3 < T 4). An der G(x)-Kurve f Äur T3 lÄa¼t sich eine
Tangente zwischen den Minima ziehen (Punkte). In diesem Bereich ent-
mischt o®enbar die Legierung, da das System dann die geringste freie
Enthalpie hat, wenn es aus zwei Phasen besteht.

T3

BA x

F
1T

T2

T4

Diese entmischten Phasen haben die ZusammensetzungxA und xB (s. Abb. 1.10).
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Abbildung 1.10: Temperatur-Konzentrations Phasendiagramm und freie Enthalpie Kurven fÄur ein System, da¼ spi-
nodal entmischt.

Wird eine homogene feste Phase® der ZusammensetzungxA abgekÄuhlt, dann wird bei T3 die Solvuslinie
im Punkt A Äuberschritten und es scheidet sich innerhalb der Phase®, die nun als ®0 zu unterscheiden
ist, eine zweite feste Phase®00 der ZusammensetzungX D aus. Die Zusammensetzung beider Phasen
Äandert sich entsprechend der Solvuslinie, vorausgestzt, da¼ sich das Gleichgewicht einstellen kann, was in
FestkÄorpern nicht immer der Fall ist.
Die Grenze des Zweiphasen-Gebietes kann unter der Voraussetzung berechnet werden, da¼ die Minima der
freien Enthalpie Kurve auf einem Niveau liegen. Dann nÄamlich sind die BerÄuhrungspunkte der Doppel-
tangete an den Positionen der Minima. Dieses Szenario trittdann ein, wenn dieG(x)-Kurve symmetrisch
ist, also die Werte der freien Enthalpie der reinen Substanzen gleich sind. Damit gilt fÄur den Bereich der
Entmischung, also die Lage der Minima:

@¢ GM

@x
=

@¢ GM

@xB
= 0 (1.28)

¢ GM = n²x A xB + kT(xA ln xA + xB ln xB )

mit xA = 1 ¡ xB folgt: xA xB = (1 ¡ xB )xB = xB ¡ x2
B

¢ GM = n²(xB ¡ x2
B ) + kT ((1 ¡ xB ) ln(1 ¡ xB ) + xB ln xB ) (1.29)

@¢ GM

@xB
= n" (1 ¡ 2xB ) + kT

µ
¡ ln(1 ¡ xB ) ¡

1 ¡ xB

1 ¡ xB
+ ln xB +

xB

xB

¶

= n²(1 ¡ 2xB ) + kT (ln xB ¡ ln(1 ¡ xB )) (1.30)

= 0

Durch Gleichung 1.30 wird die Grenzkurve zwischen dem einphasigen Bereich und dem entmischten
Bereich beschrieben.
Der Vorgang der Entmischung kann entweder durch einen Keimbildungsproze¼ ablaufen, indem sich ein
Keim mit der Gleichgewichtszusammensetzung bildet, oder durch spinodale (spontane) Entmischung, bei
der die Gleichgewichtszusammensetzung sich im Laufe der Zeit einstellt.
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3T

x

G

x1 xBx'1 x"1xA

1

2

Abbildung 1.11: Ausschnitt aus der freien Energie Kurve eines entmischenden Systems mit positiver Mischungsent-
halpie. Gekennzeichnet sind die Bereiche der normalen (1) und spinodalen (2) Entmischung.

Hat eine Phase eine Zusammensetzung nahe einem Minimum der freien Enthalpie Kurve, so fÄuhrt ei-
ne lokale Entmischung grundsÄatzlich zu einer ErhÄohung der freien Enthalpie (linker grauer Bereich in
Abb. 1.11; Pfeil i1 ). Bei Entmischung des Punktes, wo eine Zusammensetzungx1 von i1 abgekÄuhlt wird,
entmischt das System in zwei Phasen mit den Zusammensetzungen x1

0 und x1
00. Die freie Enthalpie des

Gemisches ist durch die Sehne vonG(x1
0) und G(x1

00) gegeben. Eine solche Entmischung wÄare instabil
und das System kehrt zur homogenen Mischung zurÄuck.
Hat eine Phase hingegen eine Zusammensetzung nahe des Maximums der G(x)-Kurve, so ist mit jeder
lokalen Entmischung ein Gewinn an freier Enthalpie verbunden (oberer grauer Bereich in Abb. 1.11; Pfeil

i2 ), der mit fortschreitender Entmischung zunimmt. Das System entmischt spinodal (spontan).
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Abbildung 1.12: Temperatur-Konzentration Phasendiagramm fÄur ein entmischendes System. Unterhalb der Solidus-
linie entmischt das System und zusÄatzlich tritt unterhalb der @2 G

@x2 -Linie die spinodale Entmischung auf (kreuzweise
schra±erter Bereich).

Damit entmischt ein System mit einer positiven Mischungsenthalpie zwischen den Wendepunkten der
freien Enthalpie Kurve spinodal. Die Wendepunkte sind in den Abbildungen 1.10 und 1.11 durch Kreuze
gekennzeichnet. Die Wendepunkte sind gekennzeichnet durch @2G=@x2 = 0. Innerhalb diesen Bereiches,
der durch die Spinodale begrenzt wird ist@2G=@x2 < 0 und es kommt zur spinodalen Entmischung.
Auch die Spinodale lÄa¼t sich bestimmen. Da sie innehalb der Wendepunkte derG(x)-Kurve auftri® ist
lediglich die zweite Ableitung der Gleichung 1.29 zu bestimmen.

@2¢ GM

@xB
= ¡ 2n² + kT

µ
1

xB
+

1
1 ¡ xB

¶
(1.31)

= 0
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Bei der spinodalen Entmischung hat man kleine Kon-
ZUM N ACHDENKEN:

² Unter welchen Voraussetzungen entmischt ein
System spinodal?

² Warum ist bei der spinodalen Entmischung eine
lokale Entmischung zwischen den Minima und
Wendepunkten instabil und zwischen den Wen-
depunkten verstÄarkt?

² In welche Phasen (Konzentration) entmischt ein
System, wenn es spinodal entmischt?

zentrationsschwankungenÄuberall in der Probe, die im
nicht-spinodal entmischten Bereich nicht auftreten. Der
Endzustand ist in beiden FÄallen rein physikalisch gese-
hen der Gleiche, jedoch ist die Morphologie des Phasen-
gemisches vÄollig verschieden. Dieser Sachverhalt wird im
Kapitel Äuber Di®usion vertieft.
Die Spinodale Entmischung wird aber nicht in jedem Sy-
stem auftreten. Voraussetzung, da¼ ein System spinodal
entmischt ist die Isomorphie der reinen Elemente.

1.5 Herleitung bin Äarer Zustandsdiagramme

Die Äuberwiegende Zahl metallischer Systeme ist im °Äussigen Zustand vollstÄandig mischbar. Daneben gibt
es Systeme mit begrenzter Mischbarkeit, sowohl im Festen, als auch im FlÄussigen. Ein solches System mit
begrenzter Mischbarkeit wird als monotektisch bezeichnet(z. B. Fe-Pb).

A B

T

x

a+b

S +

S +S1

1 b

2

Abbildung 1.13: Beispiel fÄur ein monotektisches System mit begrenzter Mischbarkeit im FlÄussigen und Festen.

Im Festen tritt viel h Äau¯ger der Fall begrenzter LÄoslichkeit auf. Durch thermische Aktivierung wird
nÄamlich die Tendenz zur LÄosung mit steigender Temperatur begÄunstigt. Liegt die MischungslÄucke nur bei
tiefen Temperaturen vor, so erstarrt die Schmelze stets zumMischkristall und erst bei weiterer Abk Äuhlung
zerfÄallt die L Äosung in ein Phasengemenge. Liegt die Maximaltemperatur derMischungslÄucke oberhalb
der Soliduslinie, dann kommt es zu einer neuen Form des Zustandsdiagramms. Am Schnittpunkt der
Soliduslinie mit der Grenze der MischungslÄucke stehen drei Phasen miteinander im Gleichgewicht und es
wird aus der Phasenregel F = n¡ P + 1: F = 0
Es gibt fÄur vollst Äandig mischbare Systeme im Prinzip drei Formen fÄur den Koexistenzbereich von °Äussiger
und fester Phase. Dies ist zum einen der zigarrenfÄormige (monoton fallende) Verlauf, wie er fÄur ideale
Mischungen beschrieben wurde. In diesem Fall kommt es zur Bildung des peritektischen Zustands-
diagramms .
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Abbildung 1.14: Entwicklung eines peritektischen Zustandsdiagramms fÄur Systeme mit zigarrenfÄormigem Koexistenz-
bereich von Schmelze und fester Phase, sowie steigendem Temperaturbereich der MischungslÄucke im Festen und ihre
Fortsetzung im FlÄussigen.

Zum Anderen kann der Verlauf von Solidus- und Liquiduslinie ein Minimum aufweisen, wie es fÄur reale
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Mischungen bereits diskutiert wurde. In diesem Fall kommt es zur Bildung deseutektischen Zustands-
diagramms .

TA

BA x BA x

TA TA

a1 a2 a1 a2+a1 a2

BT BT BTS+a S+a

a1 a2+

S+a S+a S+a2

S+a

T

BA x

a a

S

S S 1

Abbildung 1.15: Entwicklung eines eutektischen Zustandsdiagramms fÄur Systeme mit einem Minimum der Solidus-
und Liquiduslinie fÄur mittlere Konzentration, sowie steigendem Temperaturbereich der MischungslÄucke im Festen und
ihre Fortsetzung im FlÄussigen.

Ein peritektisches System ist dadurch gekennzeichnet, da¼eine feste Phase® mit der Konzentration
xP bei der peritektischen Temperatur TP unter Zersetzung schmilzt. Das kann durch die peritektische
Reaktion S + ®1 ! ®2 beschrieben werden. Die peritektische Temperatur liegt immer zwischen den
Schmelztemperaturen der beiden reinen Komponenten. Peritektische Systeme entstehen gewÄohnlich dann,
wenn die Schmelztemperaturen der beiden Komponenten starkverschieden sind.
Ein eutektisches System ist dadurch gekennzeichnet, da¼ eine mehrkomponentige Schmelze mit der eu-
tektischen ZusammensetzungxE wÄahrend der Erstarrung bei der eutektischen TemperaturTE in ihre
Komponenten zerfÄallt. Das kann durch die eutektische Reaktion S! ®1 + ®2 beschrieben werden.
Die dritte prinzipiell m Äogliche Form eines Zustandsdiagramms ist der Fall, da Solidus- und Liquiduslinie
ein Maximum zeigen. In diesem Fall besteht die Tendenz zur Bildung einer intermetallischen Phase bei
der Erstarrung der Schmelze.
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Abbildung 1.16: Entwicklung eines Zustandsdiagramms mit intermetallischer Phase fÄur Systeme mit einem Maximum
der Solidus- und Liquiduslinie fÄur mittlerer Konzentration, sowie steigendem Temperaturbereich der MischungslÄucke im
Festen und ihre Fortsetzung im FlÄussigen.

Die entstehende intermetallische Phase kann in einem weiten Konzentrationsbereich vorliegen, oder
scheinbar zu einer streng stÄochiometrischen Zusammensetzung entarten. Aber schon an dieser Stelle sei
darauf hingewiesen, da¼ es eine RandlÄoslichkeit gibt, die solche Phasen verbietet. Aufgrund thermody-
namischer ÄUberlegungen mu¼ es immer eine RandlÄoslichkeit und damit f Äur Phasen auch eine endliche
Breite geben, auch wenn in realen Phasendiagrammen oft sogenannte Strichphasen eingezeichnet wer-
den. In diesen FÄallen ist die Breite der Phase so gering, da¼ sie entweder nicht gemessen, oder nur nicht
dargestellt werden kann. Ein Teilchen kann nicht bei kleinen Konzentrationen neben einer imaginÄaren
Strichphase ein anderes chemisches Potential haben, als bei geringfÄugig grÄo¼erer Konzentration (aus der
anderen Seite der Strichphase). DerÄUbergang im chemischen Potential kann beliebig steil werden, aber
er mu¼ stetig sein. In Analogie kann eine Randphase nicht rein sein und es gibt immer eine, manchmal
geringe, RandlÄoslichkeit.
Alle anderen mÄoglichen Formen von Zustandsdiagrammen, die durchaus kompliziert aufgebaut sein
kÄonnen, lassen sich aus diesen Grundtypen herleiten. In AbhÄangigkeit von den Wechselwirkungen zwi-
schen den Komponenten ¯ndet man fÄur grÄo¼ere Wechselwirkung zwischen den gleichen Komponenten
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im Vergleich zu zwei verschiedenen (WAB < WAA = W BB ) die Bildung des eutektischen Zustandsdia-
gramms, wÄahrend man fÄur den anderen Fall (WAB > WAA = W BB ) die Bildung intermetallischer Phasen
beobachtet. Wenn dann noch die Wechselbeziehungen zwischen den Komponenten komplizierterer Natur
sind (WAB 6= WAA 6= WBB ) wird die Bildung peritektischer Zust Äande beobachtet (s. Abb. 1.17).
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Abbildung 1.17: Zustandsdiagramme in AbhÄangigkeit der Wechselwirkungen zwischen den Komponenten.

ZUM N ACHDENKEN:
² Warum kann es keine Bereiche geben, wie sie

in Abb. 1.14 und 1.15 durch gestrichelte Linien
gekennzeichnet sind?

² Wie wÄurde dieser fehlerhafte Bereich fÄur ein Sy-
stem mit intermetallischer Phase (Abb. 1.16)
aussehen?

1.5.1 Thermodynamik der Legierungen

Die Zustandsdiagramme lassen sich prinzipiell thermodynamisch herleiten und
deuten. Oft werden die einzelnen freie Enthalpie-Kurven der festen Phasen zur
besserenÄUbersicht zu einer einzigen zusammengefasst. G®1 , G®2 u. s. w., die fÄur
jede feste Phase in einem mehrkomponentigen System existieren (also nicht dem
gleich als erstes behandelten vollmischbaren System), werden lediglich anhand
ihrer gemeinsamen Minimalwerte beschrieben. Die festen Phasen werden von
links nach rechts durchnummeriert.
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BA x

a2

a
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1.5.2 Vollmischbare Systeme

Betrachtet man zunÄachst den Fall der vollstÄandigen LÄoslichkeit. Bei sehr hohen Temperaturen istGS < G ®

fÄur alle Konzentrationen (in Abb. 1.18 wurde GS durch S und G® durch ® zur besserenÄUbersicht ersetzt)
und das System liegt im gesamten Konzentrationsbereich °Äussig vor (T1).
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Abbildung 1.18: Entwicklung des vollstÄandig mischbaren Zustandsdiagramms aus freie Enthalpie Kurvenbei verschie-
denen Temperaturen.

Mit abnehmender Temperatur ist irgendwann der Punkt erreicht, an dem beide freie Enthalpie-Kurven
denselben Wert haben, alsoGS = G®. Bei dem hier betrachteten Fall mit zigarrenfÄormigem Koexistenzbe-
reich von Schmelze und fester Phase kann dies nur beix = 0 oder x = 1 eintreten. In diesem Fall passiert
dies bei x = 0 und daraus folgt, da¼ die freie Enthalpie-Kurven am Schmelzpunkt der reinen Phase A
denselben Wert aufweisen. FÄur diese Temperatur liegt alleine die feste Phase® bei x = 0 vor, w Äahrend
alle anderen Konzentrationen bei der Schmelztemperatur der Phase A, T2, noch im °Äussigen Zustand
vorliegen. Bei weiterer Absenkung der Temperatur (z. B.T3) erhÄalt man getrennte Konzentrationsberei-
che, in denen entweder die Schmelze S oder die feste Phase® die geringere freie Enthalpie haben. Hier
be¯nden sich S und® im thermodynamischen Gleichgewicht. Zwischen diesen Bereichen wird die kleinste
freie Enthalpie durch ein Gemenge aus Schmelze und fester Phase (S +®) erreicht (vgl. Doppeltangen-
tenregel). Die Konzentrationen, die durch die Tangente zwischen denG(x)-Kurven der S- und ®-Phase
bestimmt werden legen den Solidus- und Liquiduspunkt bei dergegebenen Temperatur fest. Damit ent-
spricht der Existenzbereich der auftretenden Phasen gemÄa¼ demG(x)-Verlauf einem isothermen Schnitt
durch das Zweiphasengebiet eines zigarrenfÄormigen T(x)-Zustandsdiagramms. Bei weiterer Absenkung
der Temperatur verlagern sich die BerÄuhrungspunkte der Tangente, das hei¼t der Konzentrationsbereich
des Zweiphasengebietes verschiebt sich, bis schlie¼lich bei Erreichen der Schmelztemperatur der niedriger
schmelzenden Komponente B (T4) die freie Enthalpie der Phase® kleiner als die der Schmelze S fÄur alle
mittleren Konzentrationen 0 · x < 1 ist und fÄur x = 1 beide freien Enthalpien gleich sind GS = G®.
Unterhalb dieser Temperatur ist fÄur alle Konzentrationen 0 · x · 1 die freie Enthalpie der festen Phase
® kleiner als die der °Äussigen Phase S (G® < G S). Daraus folgt, da¼ unter dieser Temperatur (T4) alleine
die feste Phase® vorliegt; z. B. T5. Durch konsequente Anwendung dieser Betrachtungen fÄur mÄoglichst
viele Temperaturen kann das Zustandsdiagramm konstruiertwerden.
Auf diese Weise - unter Betrachtung der freie Enthalpie-Kurven der beteiligten Komponenten - werden
auch kompliziertere Zustandsdiagramme entwickelt. Kompliziertere Zustandsdiagramme treten dann auf,
wenn es im festen Zustand eine MischungslÄucke gibt.
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1.5.3 Eutektische Systeme

Die freie Enthalpie der Schmelze S in AbhÄangigkeit von der Konzentration x hat einen nahezu para-
belfÄormigen Verlauf. Nun existieren zwei feste Phasen®1 und ®2, die entmischen. Wenn deren freie
Enthalpie Kurven in ihren Minima und Existenzbereichen Äahnliche Werte aufweisen, das hei¼t sie liegen
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a 2

+S a 1

a 2+a 2a 1a 1
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Abbildung 1.19: Entwicklung des eutektischen Zustandsdiagramms aus freie Enthalpie Kurven bei verschiedenen
Temperaturen.

bei jeweils kleinerer und grÄo¼erer Konzentration im Vergleich zum Minimum der freien Enthalpie Kurve
der Schmelze, dann kommt es zur Bildung des eutektischen Zustandsdiagramms. Im weiteren Verlauf
werden beide freie Enthalpie Kurven der festen Komponenten®1 und ®2 zu einer zusammengefasst.
Solange die freie Enthalpie der Schmelze S kleiner als die der festen Phasen® ist, liegt die Schmelze bei
hohen Temperaturen (z. B.T1) vor. Sobald die Schmelztemperatur der hÄoher schmelzenden Komponente
unterschritten ist, kommt es zu getrennten Konzentrationsbereichen. Solange nur eine Tangente an beide
GS und G® Kurven gelegt werden kann, existieren wie im Fall der vollstÄandigen Mischbarkeit drei Pha-
sengebiete (T2). Sobald aber dieG® Kurve an zwei unterschiedlichen Stellen unter derGS Kurve liegt,
kann eine weitere Tangente an beide Kurven gelegt werden undes kommen zwei neue Phasengebiete
hinzu (T3). Damit existieren ausgehend von den beiden reinen Komponenten jeweils zwei Konzentrati-
onsbereiche mit fester Phase (®1 und ®2) und Koexistenzbereiche (S+®1 und S+ ®2) neben der Schmelze
(S). Bei weiter absinkenden Temperaturen werden diese Bereiche grÄo¼er, bis irgendwann der in der Mitte
schrumpfende Bereich der Schmelze S aufgezehrt ist. An dieser Temperatur (TE ) sind beide Tangenten
kollinear, das hei¼t, die Tangenten liegen an drei Punkte an (einmal an der GS(x) und zweimal an der
G®(x) Kurve). Unterhalb dieser Temperatur verschwindet die Schmelze aus dem Zustandsdiagramm, da
die GS(x) Kurve f Äur alle Konzentrationen oberhalb der G®(x) Kurve oder der Tangente an ihren beiden
Minima liegt. Die beiden Minima deuten schon auf die eingangs erwÄahnte MischungslÄucke im Festen hin
(T5)
Doch noch einmal zurÄuck zu TE : An dieser Temperatur schneidet die Tangente drei Punkte. An diesem
Punkt wird letztmalig eine Tangente an die GS(x) Kurve gelegt werden kÄonnen, da fÄur kleinere Tempe-
raturen die freie Enthalpie der Schmelze stets grÄo¼er als die der festen Phasen ist. Dies ist damit auch
die niedrigste Temperatur des Systems, bei der noch Schmelze vorliegt, daher kommt auch der Name;
Eutektikum hei¼t das Niedrigstschmelzende. Im Phasendiagramm gibt es bei dieser Temperatur eine
horizontale Linie zwischen den Begrenzungslinien der Randphasen.
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Abbildung 1.20: Verschiedene 'eutektisch-artige' Sy-
steme. Der Unterschied in der Bezeichnung resultiert
aus der Art und Anzahl der beteiligten Phasen (°Äussig
/ fest)

An dieser Stelle sei noch auf die verschiedenen Erscheinungsformen 'eutektisch-artiger' Zustandsdiagram-
me verwiesen. Es wird anhand der beteiligten Phasen unterschieden:

¤ Monotektisch ist gekennzeichnet durch zwei °Äussige Phasen in Koexistenz.

¤ Eutektoid ist gekennzeichnet als Festphasenumwandlung.

¤ Metatektisch ist gekennzeichnet durch die Reaktion einer festen Phase zueinem Gemisch aus
fester und °Äussiger Phase.

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie sehen die freien Enthalpie-Kurven aus,

die einem monotektischen Phasendiagramm zu
Grunde liegen?

1.5.4 Peritektische Systeme

Die beiden freie Enthalpie-Kurven der festen Phasen kÄonnen jedoch unterschiedlich sein, das hei¼t, sie
haben deutlich unterschiedliche Existenzbereiche. BeideMinima der freien Enthalpie Kurve der festen
Phasen liegen auf einer Seite in Bezug auf das Minimum der freien Enthalpie Kurve der Schmelze. Die
Minima weisen darÄuberhinaus vergleichbare Werte der freien Enthalpie auf. In diesem Fall kommt es zur
Bildung des peritektischen Phasendiagramms.



24 1. THERMODYNAMIK VON LEGIERUNGEN

BA x BA x BA x BA xBA x

T1 T2 Tp T4 T5

a 1 +a 2a 1 a 2a 1 a 1+a 2a 1+S

T5

T1

+a 2a 1 a 2

+S a 1

a 2 a 2
+S

a 1 +a 2a 1

T2

Tpa 1 +S a 2
T4

a 2a 1
a 2a 1

a 2a 1
a 2a 1

a 2a 1

GD

A Bx

a

T

S

S

+S SS

S

S

S

S

a

S

Abbildung 1.21: Entwicklung des peritektischen Zustandsdiagramms aus freie Enthalpie Kurven bei verschiedenen
Temperaturen.

Auch hier gilt: solange die GS Kurve f Äur alle Konzentrationen den geringsten Wert aufweist, liegt al-
leine die Schmelze im thermodynamischen Gleichgewicht vor. Bei weiter absinkender Temperatur bricht
zunÄachst ein Minimum der freien Enthalpie Kurve der festen Phase nach unten durch. Damit werden,
wie zuvor besprochen (vgl. 1.5.2 und 1.5.3) drei Konzentrationsbereiche gescha®en, in denen®, S und
das Gemenge aus beiden Phasen vorliegen (T2). FÄur weiter sinkende Temperaturen liegt die Tangente an
der GS(x) Kurve und am Minimum der G®1 (x)-Kurve an (z. B. T2), bis der Fall eintritt ( TP ), da¼ beide
Minima der G®(x)-Kurve, also die Minima beider festen Phasen und das Minimum der freien Enthalpie
Kurve der Schmelze, an einer gemeinsamen Tangente anliegen. An dieser Temperatur liegt zum ersten
Mal die zweite feste Phase im Gleichgewicht vor, man bezeichnet diese Temperatur als peritektische Tem-
peratur. FÄur fortan kleiner werdende Temperaturen wird der Konzentrationsbereich der Schmelze immer
kleiner und der Bereich der zweiten festen Phase®2 grÄo¼er (T4). An dieser Temperatur kann an dieGS(x)
und an das Minimum der G®2 (x)-Kurve eine gemeinsame Tangente gelegt werden. Eine zweite Tangente
liegt zwischen den Minima der freien Enthalpie Kurve der festen Phasen. WÄahrend letztere fÄur kleiner
werdende Temperaturen erhalten bleibt, verschiebt sich die erste immer mehr in Richtung der Randphase,
wobei der Konzentrationsbereich, den sieÄuberspannt, immer kleiner wird. Unterhalb des Schmelzpunktes
der zweiten Komponente, wo beide freie Enthalpie-Kurven den selben Wert zeigen,G® = GS, existiert
keine Schmelze mehr.

1.5.5 Intermetallische Phasen

FÄur den Fall, da¼ die freie Enthalpie-Kurven der beiden festen Phasen stark unterschiedliche Minima
aufweisen, und beide auf einer Seite in Bezug auf das Minimumder freien Enthalpie Kurve der Schmelze
liegen, oder gar drei feste Phasen vorliegen, es also zwei MischungslÄucken im Festen gibt, kommt es zu
der Bildung intermetallischer Phasen.
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Abbildung 1.22: Entwicklung eines Zustandsdiagramms mit intermetallischer Phase aus freie Enthalpie Kurven bei
verschiedenen Temperaturen. In diesem Fall besteht das Zustandsdiagramm aus zwei Eutektika.

Nacheinander nehmen die Minima derG®i Kurven kleinere Werte an, als sie dieGS-Kurve aufweist. In
diesem Fall treten immer fÄur den Fall, da¼ fÄur ein Minimum GS = G® gilt, die Phasen in reiner Form das
erste Mal auf und fÄur kleiner werdende Temperaturen kommt der Koexistenzbereich mit der Schmelze
hinzu. Bemerkenswert ist, da¼ dieser Koexistenzbereich auf beiden Seiten des Minimums existiert, da
auf beide Seiten eine gemeinsame Doppeltangente an die Kurven gezeichnet werden kann. (z. B.T2 fÄur
®2). Diese Bereiche existieren, bis ein weiteres Minima durchdie GS-Kurve stÄo¼t. Bemerkenswert ist, da¼
dieser Koexistenzbereich auf beiden Seiten des Minimums existiert, da auf beide Seiten eine gemeinsame
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Abbildung 1.23: Entwicklung eines Zustandsdiagramms mit intermetallischen Phasen aus freie Enthalpie Kurven
bei verschiedenen Temperaturen. In diesem Fall besteht das Zustandsdiagramm aus einem Eutektikum und einem
Peritektikum.
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Doppeltangente an die Kurven gezeichnet werden kann. (z. B.T2 fÄur ®2). Diese Bereiche existieren, bis ein
weiteres Minima durch die GS-Kurve stÄo¼t. FÄur weiterhin kleinere Temperaturen tritt dann der Fall ein,
da¼ zwei Doppeltangenten irgendwann kollinear liegen (T4 fÄur S+ ®1 + ®2). Der Ablauf ist dann analog zu
dem bisher Betrachteten fÄur eutektische Systeme, mit der Besonderheit, da¼ in diesemZustandsdiagramm
zwei Eutektika auftreten.
Je nach Lage der Minima zueinander erhÄalt man intermetallische Phasen, die entweder direkt aus der
Schmelze oder peritektisch erstarren. Im Fall der peritektischen Erstarrung einer intermetallischen Phase
liegen zwei Minima der drei freie Enthalpie-Kurven der festen Phasen auf einer Seite des Minimums der
GS-Kurve. Die dritte feste Phase hat ihr Minimum auf der gegenÄuberliegenden Seite. Diese Konstellation
fÄuhrt zu der peritektischen Bildung der Phase®2 (s. Abb. 1.23).
Genauso, wie bei der einfachen peritektischen Phasenbildung wird die intermetallische Phase gebildet,
wenn eine Tangente gemeinsam an die beiden Minima der festenPhasen ®1 und ®2 sowie an das da-
neben liegende Minimum der Schmelze gelegt werden kann (T3). Bei weiter sinkender Temperatur wird
irgendwann auch die letzte feste Phase®3 stabil (T4) und es kommt zur Bildung des zwischen Schmelze
und Phase®3 liegenden Koexistenzbereichs. In dem Moment, wo eine Tangente an die Minima ®2 und
®3 gelegt werden kann erstarrt die Restschmelze eutektisch (T5). Bei noch tieferen Temperaturen liegen
nur noch feste Phasen®1, ®2 und ®3 sowie die dazwischen liegenden Phasengemische vor.

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie verhalten sich die G®- und GS-Kurven in

AbhÄangigkeit von der Temperatur?

² Warum kÄonnen die G®-Kurven der festen Pha-
sen zu einer zusammengefasst werden?

1.5.6 Konstruktionsfehler von Phasendiagrammen

Bei der Konstruktion von Phasendiagrammen schleichen sichimmer wieder Fehler ein, nicht alle verÄo®ent-
lichten Phasendiagramme sind in allen Punkten korrekt.

T

a 2

a 2+S

a 2+S

+S a 3 +S a 4

a 1
a 2

a 1

a 3 +a 3 a 4+a 1 a 3

a 4

A x B

S

+
1

3
4

2

5

Abbildung 1.24: Beispiel fÄur ein fehlerhaftes Phasendiagramm. Grau unterlegt sind die fehlerhaften Bereiche (siehe
Text).

In dem in Abbildung 1.24 sind einige Fehler enthalten, die imFolgenden erlÄautert werden sollen:

Fehler i1 Die Phasengrenze zeigt an, da¼ hier nur zwei Phasen miteinander im Gleichgewicht stehen (®2

und S). Auf einer Linie im Phasendiagramm gilt (F = n ¡ P + 2, f Äur p=konstant: F = n ¡ P + 1)
n = 2; P = 2 ! F = 2 ¡ 2 + 1 = 1. F = 1 bedeutet, da¼ ein Freiheitsgrad beliebig ist und der
andere durch das Phasendiagramm vorgegeben ist. Also wennx fest liegt, ist T frei wÄahlbar und
umgekehrt. Es gibt demnach einen Freiheitsgrad, da zwei Phasen bei einer ganzen Reihe von frei
einstellbaren Temperaturen miteinander im Gleichgewichtstehen. Dies ist aber ein Widerspruch zu
der horizontalen Linie (F = 0). Abgesehen davon macht es wenigSinn, zwischen S +®2 und S + ®2

eine Phasengrenze einzuzeichnen.
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T
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1

1

1

0
11

2

1

2

Einschub:
Im einphasigen Gebiet gilt: n = 2; P = 1 ! F = 2. Hier sind T
und x frei wÄahlbar. Auf einer Grenzlinie zwischen zwei einphasi-
gen Gebieten gilt: n = 2; 2 ! F = 1. Eine Zustandsvariable ist
frei wÄahlbar, die andere fest durch das Zustandsdiagramm vorge-
geben. An besonderen Punkten, wie z. B. dem Eutektikum gilt:
n = 2; P = 3 ! F = 0. Hier sind alle Zustandsvariablen durch
das Zustandsdiagramm fest vorgegeben. Im nebenstehenden Bild
ist die Phasenregel fÄur verschiedene Punkte nachgerechnet.

Fehler i2 Die zwei-Phasen-Region existiert bis zur reinen Komponente®, dort darf aber keine Mischphase
in einem Temperaturintervall vorliegen, da dies wieder diePhasenregel verletzt. F = n¡ P + 1 mit
n = 2; P = 1 ! F = 2. An dieser Stelle ist die Konzentration x fest vorgegeben und in einem
solchen System mu¼ ein PhasenÄubergang bei einer festen Temperatur statt¯nden (F = 1).

Fehler i3 Vier Phasen (®1, ®2, ®3 und ®4 kÄonnen nicht im Gleichgewicht stehen da dies die Phasenregel
verletzt. F = n ¡ P + 1 = 2 ¡ 4 ¡ 1 = ¡ 1

Fehler i4 Eine Phase, die mit weiteren im Gleichgewicht steht kann beieiner Temperatur nur eine
Zusammensetzung haben (siehe Fehler 2).

Fehler i5 Die schrÄage Linie verletzt die Phasenregel, da drei Phasen nur dann miteinander im Gleichge-
wicht stehen kÄonnen, wenn die Temperatur festgehalten wird. F = n¡ P + 1 = 2 ¡ 3 ¡ 1 = 0; bei
einer schrÄagen Linie wÄare F = 1 gefordert.

In Abbildung 1.25 ist eine MÄoglichkeit gegeben, wie die Fehler des fehlerhaften Phasendiagramms aus
Abbildung 1.24 aus thermodynamischer Sicht eliminiert werden kÄonnen. Wie Phasendiagramme in der
RealitÄat aussehen legt das Experiment fest, hier wird nur auf der Grundlage des falschen Diagramms ein
¯ktives Diagramm dargestellt, welches die gleichen Strukturen aufweist, wie das Zugrundegelegte.

T a 1
a 2
a 3

0
1
2
3
4
5

a 4
a 5

6
7
8
9

+S a 1
a 2+S

+S a 3
+S a 4

a 5+S
a 1 a 2+

a 3a 2+

10
11
12
13
14

+a 4a 1
+a 4 a 5

A x B

S

1

2 3

6
7

7

12 8

13 4 14

5
109

11

0

Abbildung 1.25: Korrekturvorschlag des fehlerhaften Phasendiagramms aus Abb. 1.24.

Neben der Phasenregel gibt es noch weitere Regeln, die bei der Konstruktion von Phasendiagrammen zu
beachten sind. Hier sind sÄamtliche Konstruktionsregeln zusammengefa¼t:

¤ Phasenregel : F = n ¡ P + 2

¤ Grenzregel : Jedes Phasengebiet kann nur an andere Gebiete sto¼en, in denen sich die Anzahl
der im thermodynamischen Gleichgewicht stehenden Phasen maximal um § 1 Äandert. (FÄur jeden
weiteren Freiheitsgrad - z. B. wenn das Phasendiagramm vonT, p, x und : : : abhÄangt darf bei
Phasengrenzen eine weitere Phase mit 'ausgetauscht' werden)

¤ Kr Äummungsregel : Die VerlÄangerung der Phasengrenzlinien von einphasigen Regionen
mÄussen so liegen, da¼ sie ihre logische VerlÄangerung in den dazugehÄorigen Zweiphasengebieten
haben.

¤ LÄoslichkeitsregel : Alle Komponenten sind zu einem gewissen Teil in den anderenlÄosbar -
auch wenn die LÄoslichkeit sehr klein sein mag (es gibt keine Strichphasen!).
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2
Kristallstrukturen

Kristallstrukturen kennzeichnen einen FestkÄorper. Ein Kristall ist nur dann stabil, wenn seine Gesam-
tenergie kleiner als die Gesamtenergie der freien Atome oder MolekÄule ist, aus denen er aufgebaut ist.
Die Atome in einem FestkÄorper kÄonnen unterschiedlich vernetzt sein, wobei zwischen amorphen und
kristallinen Strukturen unterschieden wird.

2.1 Amorphe Festk Äorper

In amorphen Strukturen existiert keine langreichweitige Ord-
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nung. Die Atome sind regellos angeordnet. Dennoch kann man
von einer kurzreichweitigen Nahordnung sprechen. Aufgrund
der BindungskrÄafte sind die Atome nicht beliebig weit vonein-
ander entfernt, sondern sto¼en aneinander. Da es keine ausge-
zeichneten Bindungsrichtungen gibt, sto¼en die Atome in regel-
loser Struktur aneinander. Es kommt auch nicht zu Strukturbil-
dungen, da die Atome in diesen Lagen eingefroren sind und ihre
Position nur unter Energieaufwand Äandern kÄonnen. Betrachtet
man ein bestimmtes Atom, so ¯ndet man in einem Abstand
von einem Atomdurchmesser eine grÄo¼ere HÄau¯gkeit von Ato-
men. Dichter am betrachteten Atom kÄonnen die anderen Atome
nicht liegen, weil die Atome nicht den gleichen Platz einneh-
men kÄonnen. Der nÄachste Ring von Atomen liegt wieder weiter
au¼en, wobei die Lage der Atome durch den inneren Ring be-
grenzt werden. Damit kommt es zu einer HÄau¯gkeitsverteilung
der Atome, wie sie rechts angegeben ist. In gewissen Abstands-
Bereichen zu einem Atom in einem amorphen FestkÄorper ist die
Wahscheinlichkeit erhÄoht, ein Atom anzutre®en.
Der amorphe Zustand geht aufgrund von thermischen Fluktuationen nach genÄugend langer Zeit (GrÄo¼en-
ordnung 103 a) in eine kristalline Struktur Äuber.

2.2 Symmetrien

Die De¯nition von Kristallstrukturen erfordert Kenntniss e Äuber Symmetrien. Es gibt eine Reihe von
Symmetrieoperationen, die die Beschreibung von Kristallstrukturen erleichtern:

² Translationssymmetrie

² Spiegelsymmetrie

² Inversionssymmetrie

² Drehsymmetrie

29



30 2. KRISTALLSTRUKTUREN

Translationssymmetrie Spiegelsymmetrie Inversionssymmtrie

ja

ja nein

Rotationssymmetrie

1

2

2

4

1

3

1

2

3

1

2

3

4 6

5

n=2

n=3 n=6

n=4

Alle gezeigten Symmetrieoperationen fÄuhren das Gitter in sich selber Äuber. Durch eine Translation des
Gitters in Richtung eines Gittervektors sehen ursprÄungliches und verschobenes Gitter gleich aus. Das Selbe
gilt f Äur die Spiegelung an einer Achse. An einem Inversionszentrum kÄonnen alle Gitterpunkte gespiegelt
werden, wobei genau gegenÄuber des gespiegelten Punktes ein Gitterpunkt zu ¯nden ist.Jedes Gitter kann
einmal um 360± gedreht werden und es geht in sichÄuber. Es gibt aber auch Gitter, die nach Drehungen
um 60± (n=6), 90 ± (n=4), 120± (n=3) und 180± (n=2) in sich Äubergehen, wie es oben gezeigt ist.

EinschubZÄahligkeit der Drehsymmetrie

Da ein Gitter immer eine Translation besitzt mu¼ jede weitere Symmetrieoperation damit vertrÄaglich
sein.
Der Punkt A sei ein Symmetrieelement, z.B. eine Achse senkrecht zum

-a a

aa

a a

B' B''b

A' A A''

Papier und senkrecht zur Translation mit dem Betrag a. ZusÄatzlich soll
die TranslationsstreckeAA" unter dem Winkel § ®wiederholt werden und
somit entlang AB" (bzw. AA'! BB') verlaufen. Die vier StreckenAA', AA"
AB' und AB" haben die gleiche LÄangea. Auch B'B" liegt parallel zu AA"
und ist mit ihr translatorisch gleichwertig, daher mu¼ die LÄange b mit
der von a vertr Äaglich sein.

b = pa p ganzzahlig

Aus der Symmetrie der Abbildung folgt:

b
2

= acos®cos® =
b

2a
=

pa
2a

=
p
2

Der cosinus kann nur halbzahlige Werte annehmen 0; § 1
2 ; § 1 und damit liegen die Winkel fest:

Winkel ® 360± 180± 120± 90± 60±

ZÄahligkeit 1 2 3 4 6

2

4

3

An einem WÄurfel ¯ndet man f Äur schiefwinklige Achsen eine einzÄahlige Drehsymme-
trie. F Äur ausgezeichnete Symmetrieachsen ¯ndet man auch hÄoher zÄahlige Symme-
trien. Eine Drehachse senkrecht auf einer Kante ist zweizÄahlig, die Raumdiagonale
dreizÄahlig und eine Achse senkrecht auf einer der FlÄachen des WÄurfels hat ei-
ne vierzÄahlige Drehsymmetrie. Entsprechend ihrer Wertigkeit werden Drehachsen
mit Linsen (2-zÄahlig), Dreiecken (3-zÄahlig), Quadraten (4-zÄahlig) und Sechsecken
(6-zÄahlig) gekennzeichnet.
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2.3 2-dim Gitterstrukturen

De¯nition: Kristallstruktur := Gitter + Basis
Ein Gitter ist durch 2 (3) Translationsvektoren de¯niert: ~a1, ~a2, ~a3. Von jedem Punkt aus sieht die
Anordnung gleich aus, wenn man das Gitter um LÄangen dieser Gittervektoren verschiebt.

~r0 = ~r + u1~a1 + u2~a2 + u3~a3| {z }
Gittertranslation

ui =ganze Zahl

Die Basis kann aus einem einzelnen Atom, oder einer Gruppe von Atomen bestehen, wobei jedem Git-
terpunkt die gleiche Basis zugeordnet wird.

2.3.1 Die primitive Zelle

Die primitive Zelle ist die Zelle mit dem minimalen Volumen die durch Gitterpunkte beschrieben werden
kann. Es sind verschiedene Darstellungen mÄoglich. In der Praxis werden jedoch diejenigen primitiven
Zellen verwendet, die die hÄochste Symmetrie aufweisen. Die drei oberen primitiven Zellen sind prinzipiell

b
a

b

a T

a a

bb

mÄoglich. Sie beinhalten die gleiche FlÄache. Die untere Zelle ist keine primitive Zelle; der angezeigte
Translationsvektor T ist keine ganzzahlige Kombination von a und b.

2.3.2 Die f Äunf 2-dim Gitterstrukturen

Da man immer die Kombination von Gitter und Basis angibt, deren Kristallstruktur die h Äochste
Symmetrie aufweist, ist die Anzahl der mÄoglichen Gitter begrenzt. Im Zweidimensionalen gibt es fÄunf
Gitterstrukturen (Elementarmaschen).

a

a

90°
quadratisches Gitter
a = b, ® = 90±

a

b

90°
rechteckiges Gitter
a 6= b, ® = 90±

a

b

90° innenzentriertes Gitter
a 6= b, ® = 90±

a

a
120° hexagonales Gitter

a = b, ® = 120±

a

b g schiefwinkliges Gitter
a 6= b, ® = beliebig
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2.4 3-dim Gitterstrukturen

2.4.1 Die 14 Bravais Gitter

P I C F R
primitiv innenzentriert basis° Äachen- °Äachenzentriert rhomboedrisch Typ
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siehe Text!
Unterteilung des hexagonalen Gitters
fÄuhrt zu rhomboedrischen Gitter
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Im Dreidimensionalen gibt es 14 Gitter Typen, auf die sÄamtliche Strukturen (es gibt 230 Raumgruppen)
zurÄuckgefÄuhrt werden kÄonnen. Diese sind in sieben Kristallklassen unterteilt. Hinzu kommen mÄogliche
Zentrierungen, wie sie auf der vorherigen Seite angegeben sind.

Triklin a 6= b 6= c ®6= ¯ 6= °
Monoklin a 6= b 6= c ®= ¯ = 90± 6= °
Orthorombisch a 6= b 6= c ®= ¯ = ° = 90±

Tetragonal a = b 6= c ®= ¯ = ° = 90±

Kubisch a = b = c ®= ¯ = ° = 90±

Hexagonal a = b 6= c ®= ¯ = 90± ° = 120±

Rhomboedrisch a = b = c ®= ¯ = ° < 120± 6= 90±

Anmerkung

x

z

y

In der vorstehenden Tabelle sind 15(!) Strukturen angegeben. In Äalteren
Kristallographie B Äuchern ist keine rhomboedrische (oder trigonale) Kri-
stallklasse zu ¯nden. Dies wird dort als rhomboedrisch zentriertes hexago-
nales Gitter bezeichnet. Anschaulich wird lieber eine primitive Zelle ver-
wendet, um ein Gitter zu beschreiben. In der Anwendung wird jedoch das
rhomboedrische Gitter als Untergitter des hexagonalen Gitters verwen-
det. Drei rhomboedrische Elementarzellen aufeinandergestapelt ergeben
ein rhomboedrisch zentriertes hexagonales Gitter. Es ist nÄamlich oft ein-
facher ein System anhand des hexagonalen Systems zu beschreiben indem
man die rhomboedrische Zentrierung einfÄuhrt, als die Beschreibung an-
hand der Symmetrie des rhomboedrischen Systems durchzufÄuhren.

2.4.2 Indizierungen

Achsen in Kristallen werden anschaulich anhand ihrer Orientierung im Raum bezeichnet. Bei Ebenen
hingegen ist nur eine Orientierung fest gegeben, nÄamlich die Senkrechte zu der Ebene. Um nun zu un-
terscheiden, ob es sich bei einer Orientierungsangabe um Achsen, oder Ebenen handelt, werden unter-
schiedliche Klammersymbole verwendet. FÄur Achsen/Richtungen werden eckige Klammern verwendet.
[] fÄur eine konkrete Richtung und <> fÄur kristallographisch Äaquivalente Richtungen. FÄur Ebenen wird
() und fg (krist. Äaquiv.) verwendet. Zum Beispiel umfa¼t die Ebenenfamilief 111g die Ebenen (111),
(111), (111) und (111), sowie weiterhin die entsprechenden vorzeichenverkehrten Ebenen. Analog umfa¼t
die Richtungsfamilie < 111 > die Richtungen [111] u.s.w.. Im Fall kubischer Symmetrie bezeichnet eine
Ebene hkl 48 verschiedene Ebenen. Bei geringerer Symmetriegeht diese Vielfalt allerdings verloren.

(100) (110) (111)

Abbildung 2.1: Miller-Indizes und rÄaumliche Lage einiger Netzebenen in kubischen Kristallen

2.4.3 Kristallstruktur der Metalle

In diesem Abschnitt werden die fÄur metallische Werksto®e wichtigsten Gitter im Detail vorgestellt.
Tabelle 2.1 zeigt die Kristallstrukturen der Elemente.
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Tabelle 2.1: Kristallstrukturen der Elemente. Die angefÄurte Werte gelten fÄur die gewÄonlichsten Formen bei Zimmer-
temperatur.

Aus der Tabelle ist sofort ersichtlich, da¼ die Metalle
ZUM N ACHDENKEN:

² Wieviele Elemente kristallisieren in den Kristall-
strukturen sc, bcc, fcc, hdp und wieviele in An-
deren?

fast ausnamslos in einer kubischen, oder hexagonal dich-
test gepackten Struktur kristallisieren. Diese Strukturen
werden im nun Folgenden nÄaher behandelt.

Das kubische Gitter

Unter den Metallen kommt das kubische Gitter am hÄau¯gsten vor. Wie bereits erwÄahnt, werden drei
Gitter unterschieden, nÄamlich das einfach kubische Gitter (sc), das kubisch raumzentrierte Gitter (bcc)
und das kubisch °Äachenzentrierte (fcc) Gitter. Diese drei Gitter sind noch einmal in Abbildung 2.2 gezeigt.

Abbildung 2.2: Die kubische Raumgitter. Die gezeigten Einheitszellen sind die gebrÄauchlichen Zellen.

Die wichtigsten Eigenschaften der drei kubischen Gitter sind in Tabelle 2.2 einander gegenÄubergestellt.

einfach kubisch raumzentriert °Äachenzentriert
Volumen der gebrÄauchlichen Einheitszelle a3 a3 a3

Anzahl der Gitterpunkte pro Einheitszelle 1 2 4
Volumen der primitiven Zelle a3 1=2 a3 1=4 a3

Anzahl der Gitterpunkte pro Einheitsvolumen 1=a3 2=a3 4=a3

Anzahl der nÄachsten Nachbarn 6 8 12
Abstand zweier nÄachster Nachbarn a

p
3a=2 = 0:866a a=

p
2 = 0:707a

Anzahl der ÄubernÄachsten Nachbarn 12 6 6
Abstand zum ÄubernÄachsten Nachbarn

p
2a a a

PakungsverhÄaltnis 1=6 ¼= 0 ; 524 1=8 ¼
p

3 = 0; 68 1=6 ¼
p

2 = 0; 74

Tabelle 2.2: Charakteristische Eigenschaften der kubischen Gitter.
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Die wichtigsten Eigenschaften der drei kubischen Gitter sind in Tabelle 2.2 einander gegenÄubergestellt.
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Tabelle 2.2: Charakteristische Eigenschaften der kubischen Gitter.
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Hierin bedeuten die Anzahl der nÄachsten Nachbarn die auch oft fÄur diesen Zusammenhang verwendete
Koordinationszahl. Die Koordinationszahl ist ein Ma¼ fÄur die Packungsdichte einer Struktur. In kubi-
schen Strukturen mit nur einem Atom pro Gitterpunkt ergibt s ich die Koordinationszahl direkt aus der
Gitterstruktur. Das PackungsverhÄaltnis berechnet sich gemÄa¼ Gleichung 2.1; es gibt den von den Atomen
besetzten Raumanteil an, unter der Annahme, da¼ sich die Atome wie feste Kugeln verhalten.

PackungsverhÄaltnis =
(Anzahl der Atome pro Zelle) (Volumen der Atome)

Volumen der Elementarzelle
(2.1)

Lediglich das einfach klubische Gitter stellt eine primitive Zelle dar. Weder das kubisch raumzentrierte,
noch das kubisch °Äachenzentrierte Gitter sind primitiv, da f Äur den Aufbau dieser Gitter 2 beziehungs-
weise 4 Atome pro Elementarzelle nÄotig sind (s. Tab. 2.2). Die nicht-primitive Zelle weist jedoch eine
deutlichere Beziehung zu den Symmetrieoperationen auf. Abbildung 2.3 zeigt die primitive Elementar-
zelle eines kubisch raumzentrirten Gitters. In Abbildung 2.4 sind die primitiven Translationsvektoren des
kubisch raumzentrirten Gitters dargestellt. Die primitiv e Zelle des kubisch raumzentrirten Gitters ist ein
Rhomboeder mit der SeitenlÄange

p
3=2 a und der Winkel zwischen den schneidenden Kanten betrÄagt

109±280.

Abbildung 2.3: Kubisch raumzentrirtes Gitter mit primitiver Einheitszelle. Die dargestellte primitive Einheitszelle ist
ein Rhomboeder mit der SeitenlÄange1=2

p
3a; der Winkel zwischen sich schneidenden Kanten betrÄagt 109±280.

y

z

x

a2

a1

a3

Abbildung 2.4: Primitive Translationen des kubisch raumzentrirten Gitters; diese Vektoren verbinden den Gitterpunkt
am Ursprung mit dem Gitterpunkt in der WÄurfelmitte. Die primitive Gitterzelle erhÄalt man aus diesen Achsen ein
vollstÄandiges Rhomboeder aufbaut.
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Die primitive Gitterzelle erh Äalt man aus diesen Achsen ein vollstÄandiges Rhomboeder aufbaut. Stellt man
die primitiven Translationen als Funktion der Kantenl Äange a des WÄurfels dar, ergeben sie sich zu

~a1 =
a
2

(~x + ~y ¡ ~z)

~a2 =
a
2

(¡ ~x + ~y + ~z)

~a3 =
a
2

(~x ¡ ~y + ~z) (2.2)

Die primitive Zelle des kubisch °Äachenzentrirten Gitters ist ebenfalls ein Rhomboeder. Dieprimitiven
Translationen ~a1, ~a2 und ~a3 verbinden den Gitterpunkt am Ursprung mit den Gitterpunkte n in den
FlÄachenmittelpunkten. Wie sich aus der Abbildung 2.5 ergibt,sind die primitiven Translationsverktoren:

~a1 =
a
2

(~x + ~y)

~a2 =
a
2

(~y + ~z)

~a3 =
a
2

(~x + ~z) (2.3)

Die Winkel zwischen den Achens bertragen 60±. Hierin sind ~x, ~y und ~z die karthesischen Einheitsvektoren.

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie viele Gitterpunkte gibt es jeweils in den ku-

bischen Strukturen?

Abbildung 2.5: Die primitive Zelle des kubisch °Äachenzentrirten Gitters ist ein Rhomboeder. Die primitivenTransla-
tionen ~a1 , ~a2 und ~a3 verbinden den Gitterpunkt am Ursprung mit den Gitterpunktenin den FlÄachenmittelpunkten.

Das hexagonale Gitter

Im hexagonalen System ist die primitive Einheitszelle ein rechtwinkliges Prisma mit einem Rhombus mit
einem eingeschlossenen Winkel von 120± ans Basis°Äache

Abbildung 2.6: Zusammenhang zwischen der primitiven Zelle im hexagonalen System (dicke Linien) und einem Prisma
mit hexagonaler Symmetrie.
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Eine besondere Form des hexagonalen Gitters ist die hexagonal dichtest gepackte Struktur. In diesem
Fall enthÄalt die Basis zwei Atome. Diese Atome bilden eine zusÄatzliche Ebene in der Mitte zwischen den
hexagomalen Basisebenen, wobei die Atome in dieser Ebene umden Vektor ~r verschoben sind.

~r =
2
3

~a1 +
1
3

~a2 +
1
2

~a3

Das Besondere an dieser Struktur liegt in der Packungsdichte, diese betrÄagt 0,74 und weist damit ex-
akt den gleichen Wert auf wie die des kubisch °Äachenzentrierten Gitters. Dies kann man sich wie folgt
veranschaulichen.

Abbildung 2.7 zeigt eine dichtest gepackte Schicht von

A A

AA

A A A
C C

C

B

B B

Abbildung 2.7: Zur Stapelreihenfolge dichtest ge-
packter Schichten von Kugeln.

Kugeln, deren Mittelpunkte mit den Punkten iA zusam-
menfallen. Eine zweite identische Schicht von Kugeln
kann so Äuber dieser angeordnet werden, da¼ deren Ku-
gelmittelpunkte Äuber die Punkte iB gelangen. Es gibt zei
nicht gleichwertige MÄoglichkeiten fÄur die dritte Schicht.
Man kann sie Äuber iA oder iC anordnen. Wenn man sie
Äuber iA anordnet, laut die Reihenfolge ABABAB.., und
die Struktur ist hexagonal dichtest gepackt. Wenn man
die dritte Schicht Äuber iC anordnet, ist die Reihenfolge
ABCABCABC..., und die Struktur ist kubisch ° Äachen-
zentrirt; die Ebene ist dann eine (111)-Ebene.
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Abbildung 2.8: Die hexagonal dichtgepackte Struktur. Die Orte der einzelnen Atome ergeben kein Raumgitter. Das
Raumgitter ist einfach hexagonal mit zei identischen Atomen als Basis auf jedem Gitterpunkt.

ZUM N ACHDENKEN:
² Warum sind die Packungsdichten fÄur fcc und

hdp gleich - und wie werden sie berechnet?

² Eine typische BÄuroklammer wiegt 0; 59 g und
besteht aus bcc Eisen. Wie viele Elementarzellen
und Atome enthÄalt die Klammer?
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2.5 Beugung

Die Beugung an einem Atom, einem Paar von Atomen oder einer Atomreihe sind bekannt. An jedem
Atom wird eine neue Wellenfront erzeugt. Dabei werden in einer Momentaufnahme mehrere Fronten
beobachtet. Diese Wellenfronten interferrieren miteinander und je nachdem ob die Fronten gleichzeitig,
oder von spÄateren Wellenfronten erzeugt wurden, wird die Ordnung der IntensitÄat unterschieden.

0.

1.

3.4.

2.

direkter

Röntgenstrahl

Atom
reihe

m=1

m=2

m=3

m=4

m=-2

m=0

m=-1

Der geometrische Ort aller von einem Punkt auslaufenden Richtungen , die einen festen Winkel mit einer
Geraden bilden ist ein Kegelmantel. DerÄO®nungswinkel der Kegel wird durch die Ordnung der Re°exion
bestimmt. Die Atomreihe, die die Richtung der Kegelachse bestimmt, mu¼ man sich im Schnitt'punkt'
zwischen Kegelachse und direktem Strahl denken. Die Kegel werden Lauekegel genannt.

2.5.1 Braggsches Gesetz

Die Atome jeder Netzebene beugen RÄontgenstrahlen scheinbar so, als wÄurden die Wellen optisch re°ektiert
werden. Das Braggsche Gesetz beschreibt die phasengleicheRe°exion von einer Schar von Netzebenen.

q

dhkl hklq2d     sin

Abbildung 2.9: Geometrische Darstellung des Braggschen Gesetzes

Die Phasenbedingung verlangt, da¼ die Wegdi®erenz zwischen zwei benachbarten Ebenen ein vielfaches
der WellenlÄange ist.

n¸ = 2dsin £ (2.4)

(d=Netzebeneabstand, ¸ =Wellenl Äange, £= Beugungswinkel) Merke jedoch: Die Position der RÄontgen-
beugung hÄangt nur von der Zellgeometrie ab, die Amplitude der verschiedenen Beugungsmaxima jedoch
wird von der Sorte und der Lage der Atome in der Elementarzellebeein°u¼t.

2.5.2 Intensit Äat gebeugter Strahlen

² Atomfaktor (¼ Anzahl Elektronen des Atoms)

² Strukturfaktor Fast jede Kristallstruktur besitzt eine Basis aus mehrerenAtomen, wodurch meh-
rere Re°exe mit gleicher Richtung aber unterschiedlicher Phasenbeziehung entstehen.
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dA

dB

² Absorptionsfaktor Strahlen durchlaufen eine endliche Dicke des Materials, was zu Absorption
fÄuhrt.

² Temperaturfaktor Wenn T 6= 0 f Äuhrt jedes Atom Schwingungen um seine Ruhelage (r 0) aus. Dies
fÄuhrt zu einer Re°exverbreiterung

² Polarisationsfaktor Die Strahlung ist nicht polarisiert, wohl aber der gebeugteStrahl. Hierdurch
kommt es zu IntensitÄatsverlust

² Lorentzfaktor Strahlen sind nicht streng monochromatisch und divergent.Dies beein°u¼t die
Linienform der Re°exe.

Die folgende Au°istung gibt einen erweiterten ÄUberblick Äuber strukturelle Eigenschaften, die die Inten-
sitÄaten von RÄontgenre°exen verÄandern. WÄahrend sich Nahordnung und Clusterbildung im Vergleich zu
der statistischen Besetzung in einer VerÄanderung der Untergrundstreuung auswirken, kommt es im Fall
von ÄUberstrukturen zu weiteren Re°exen.

Statistische
Besetzung

q

I
Nahordnung

q

I

Cluster

q

I

ÄUberstruk-
tur

q

I

2.6 Das reziproke Gitter

Das Braggsche Gesetz deutet sehr anschaulich die Beugung aneinem Gitter. Es ist aber nicht einfach,
gleichzeitig alle NetzebenenabstÄande in ihren verschiedenen Orientierungen zuÄuberblicken. Das Bragg-
sche Gesetz lÄa¼t sich aber auf eine bemerkenswerte Weise umformen, da¼ mandiesenÄUberblick ganz leicht
bekommt. Hierbei spielt das sogenannte reziproke Gitter eine bedeutene Rolle. Es wurde als Hilfskon-
strukt eingefÄuhrt, um die Komplexit Äat des realen Gitters zu veranschaulichen. HierfÄur wird die Braggsche
Gleichung 2.4 umgestellt.

n¸ = 2dsin £

sin £ =
n¸
2d

oder fÄur n = 1 sin £ =
¸
2d

Diese Gleichung ist in der nebenstehenden Abbildung geometrisch
interpretiert. Hierbei wird in einem Kreis mit r = 1 unter einem
Winkel von £ ein Schenkel abgetragen (Richtung der Netzebe-
ne). Die LÄange der Sehne gegenÄuber dem Winkel ist 2 sin £. An-
hand dieser Darstellung wird der PrimÄarstrahl, die Richtung des
gebeugten Strahles und die Normale der beugenden Netzebenen-
schar dargestellt. Die Normale hat die Richtung der Kreissehne
und hat die LÄange¸ 1

d .

reflektierende 
Ebene

hklq

gebeugter
StrahlNormale zur

Kristallebene

direkter 
Strahl

2

2q
q

l dhkl

1
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Diesem in LÄange und Richtung durch hkl vorgegebenen Vektor lÄa¼t sich eine fundamentale Bedeutung
beimessen. Das reziproke Gitter ist ein von A. Bravais eingefÄuhrtes Hilfsmittel. Abbildung 2.10 zeigt ein
zweidimensionales Gitter mit einer Schar von parallelen Netzebenen. Auf einer beliebigen Gerade bildet

a
h

dhk

b
k

b

a

kb'dhk
1

b'

a' ha'

Abbildung 2.10: 2-dim Gitter mit Schar von parallelen Netzebenen (links) und das dazugehÄorige reziproke Gitter
(rechts).

die Linie Lhk zwischen zwei benachbarten Punkten die Basis fÄur eine primitive Zelle des Gitters. Die
HÄohe des Gitters ist durch den Abstand der Netzebenendhk gegeben. Der FlÄacheninhalt aller mÄoglichen
primitiven Zellen eines Gitters ist gleich und betrÄagt

F = L hk dhk

umformen
1

dhk
=

Lhk

F

Der Kehrwert von dhk ist immer proportional zur L Äange Lhk ; beide stehen senkrecht aufeinander. Da
jede LÄange Lhk in ein beliebiges Gitter einzuzeichnen ist, liefert dieserZusammenhang auch den fÄur das
Gitter gesuchten Abstand dhk . WÄare Lhk orthogonal gedreht, so wÄurde es in Betrag und Richtung in die
GrÄo¼e 1

dhk
Äubergehen, vorausgesetzt man betrachtet den FlÄacheninhalt als Einheit. O®ensichtlich lassen

sich alle 1
dhk

-Werte au±nden, indem man lediglich das Originalgitter im zweidimensionalen um 90± dreht.
Jede LÄange Lhk ist dann in die GrÄo¼edhk transformiert. Zeichnet man durch einen festgelegten Nullpunkt
die Normalen zu jeder Netzebenenschar und trÄagt auf ihr eine Strecke ab, deren LÄange dem Netzebe-
nenabstand umgekehrt proportional ist, erhÄalt man ein System von Punkten, wie es in Abbildung 2.10
(rechts)gezeigt ist. Im Originalgitter war die Strecke Lhk durch ihre Achsenabschnitte festgelegt. Im rezi-
proken Gitter haben die Komponenten bezogen auf die Kantea0 und b0 der reziproken Zelle die gleichen
ganzen Zahlen, wie die Indizesh und k im Originalgitter. Der Index h im Originalgitter teilt den Ein-
heitsvektor ~a in zwei gleiche Teile (~a=h ist der Gitterabstand in Richtung von a), im reziproken Gitter
werden zwei Einheitsvektoren in Richtung a0 benÄotigt.

Die grundlegende Eigenschaft des reziproken Gitters be-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wie lautet das Braggsche Gesetz?

² Worin liegt die Bedeutung des reziproken Git-
ters?

steht darin, da¼ zu jedem Abstandsvektord zwischen
zwei parallelen Gittergeraden des direkten Gitters ein
entsprechender, ihm paralleler Vektor des reziproken
Gitters bereit gestellt wird,

² der eine Gittertranslation darstellt

² dessen Komponenten bezogen auf die Kantena0 und b0 der reziproken Zelle die gleichen ganzen
Zahlen sind, wie die Indizesh und k im Originalgitter

² dessen Betrag gleich dem Kehrwert der LÄange des Abstandsvektors ist.

Die SchlÄusselbeziehung liegt darin, da¼ jeder periodische Gitterabstand in einem Gitter eine paralle-
le Translation in dem anderen entspricht und die BetrÄage von Gittertranslation und Abstand reziprok
zueinander sind. Dieser Zusammenhang gestattet es, sich die Eigenschaften und die Gesamtheit der Ge-
radenscharen eines Gitters an Hand aller Punktpositionen seines reziproken Gitters zu veranschaulichen.
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Die Re°exion an Scharen von Netzebenen kÄonnen einfach erfa¼t werden. Ein Di®raktogramm lÄa¼t sich
anhand von reziproken Gittervektoren aufbauen. Die LÄange 1

d ist der Abstand von der Re°exposition vom
Ursprung. Da das reziproke Gitter an einen Ursprung geknÄupft ist, ist es invariant gegenÄuber Verschiebun-
gen des direkten Gitters, es ist aber sehr wohl durch eine Rotation des direkten Gitters zu beein°ussen:
Es rotiert einfach mit.

2.6.1 Das reziproke Gitter in 3-dim

Im Dreidimensionalen hat das Kristallgitter drei primitiv e Vektoren, die das Gitter aufspannen:~a, ~b, ~c.
Das Volumen aller primitiven Zellen in einem Gitter ist gleich gro¼.
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Nun wird eine beliebige primitive Grund° Äache so ausgewÄahlt, da¼
drei Eckpunkte des Parallelogramms auf Achsen fallen (allgemei-
ner Fall). A, B und C sind die ganzzahligen Vielfachen der Git-
tervektoren ~a, ~b und ~c, die die Eckpunkte beschreiben.
Zwei Seiten sind dannB~b¡ C~c und A~a ¡ C~c und die FlÄache der
primitiven Zelle ist ( B~b¡ C~c) £ (A~a ¡ C~c). Der Abstand zwischen
zwei Netzebenen istd~n, wobei ~n der Normalenvektor der Ebene
ist. Damit gilt f Äur das Volumen:

V = [( B~b¡ C~c) £ (A~a ¡ C~c)]d~n (2.5)

= [ AB~a £ ~b¡ AC~a £ ~c¡ CB~c £ ~b+ CC~c£ ~c| {z }
=0

]d~n (2.6)

= [ AB~a £ ~b+ CA~c £ ~a+ BC~b£ ~c]d~n (2.7)

mit BC = h, CA = k und AB = l folgt:

V = [ h~a£ ~b+ k~c£ ~a+ l~b£ ~c]d~n (2.8)

zweckmÄa¼ig wird de¯niert

~b£ ~c
V

= ~a¤ ~c£ ~a
V

= ~b¤ ~a£ ~b
V

= ~c¤ (2.9)

mit V = ~a(~b£ ~c) und es gilt:

1 = [h~a¤ + k~b¤ + l~c¤]d~n (2.10)

Da ~n k [(B~b ¡ C~c) £ (A~a ¡ C~c)] liegt wird aus dem Skalarprodukt ein normales Produkt 1 = [h~a¤ +
k~b¤ + l~c¤]d. Der Kehrwert eines beliebigen Netzebenenabstandes lÄa¼t sich demnach durch die LÄange eines
Vektors ausdrÄucken, der eine Linearkombination von~a¤, ~b¤ und ~c¤ ist. Diese Vektoren zeigen auf Punkte,
die das reziproke Gitter aufspannen.

1
d

= h~a¤ + k~b¤ + l~c¤

(2.11)
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Analog gilt f Äur die Gittervektoren des direkten Gitters in Relation zum r eziproken Gitter:

~b¤ £ ~c¤

V ¤ = ~a
~c¤ £ ~a¤

V ¤ = ~b
~a¤ £ ~b¤

V ¤ = ~c (2.12)

mit V ¤ = ~a¤( ~b¤ £ ~c¤).

Jede Kristallstruktur hat zwei mit ihr verbundene Gitter:

1. Das Kristall- oder direkte Gitter : Ein Gitter im Ortsraum, Die Dimension ist die einer L Äange.
Das mikroskopische Bild gibt eine Darstellung der Kristallstruktur.

2. Dasreziproke Gitter (oder auch Gitter im Impuls- oder Fourier-Raum): Das Gitter be¯ndet sich
im Impulsraum und hat die Dimension einer LÄange¡ 1. Das Beugungsbild ist die Darstellung des
reziproken Gitters.

Ewaldsche Konstruktion

Ein reziproker Gittervektor setzt sich aus der Linearkombination der jeweiligen Einheitsvektoren zusam-
men:

~G = h~a¤ + k~b¤ + l~c¤ (2.13)

Dieser reziproke Gittervektor hat fÄur die Beugung an einem Kristall eine besondere Bedeutung. Die Menge
der reziproken Gittervektoren bestimmt nÄamlich die mÄoglichen Re°exe.

k
k'

kD

Bei Streuung: ~k ! ~k0 gilt: ~k0 = ~k + ¢ ~k Die Streuamplitude ist:

F =
Z

n(~r) exp[¡ i¢ ~k~r]dV

mit n(~r) =
X

nG exp[i ~G~r]

folgt F =
X

G

Z
nG exp[i ( ~G ¡ ¢ ~k)~r]dV

Die Streuamplitude ist nur dann nicht zu vernachlÄassigen, wenn das Argument der Exponentialfunktion
verschwindet, also

¢ ~k = ~G (2.14)

Diese Bedingung ist nur schwer zu erfÄullen. Die Ewaldsche Konstruktion zeigt, wo ein Re°ex zu ¯nden
ist. Man denke sich den Kristall im Mittelpunkt einer Kugel, deren Radius durch die WellenlÄange des ein-
fallenden RÄontgenstrahls gegeben ist. Der einfallende Wellenvektor zeigt hierbei immer auf den Ursprung
des reziproken Gitters, der damit auf der Ober°Äache der Kugel an dem Punkt liegt, wo der primÄare Strahl
die Kugel verlÄa¼t. Der Strahl verlÄauft immer entlang einem Durchmesser der Kugel.
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Abbildung 2.11: Zur Ewaldschen Konstruktion. Das graue Gitter ist das im Zentrum der Kugel liegende Kristallgitter,
wÄahrend das schwarze Gitter das reziproke Gitter reprÄasentiert. Der Vektor~k weist in die Einfallsrichtung der Strahlung
und endet an einem beliebigen Punkt des reziproken Gitters. Die Kugel hat den Radiuş . An jedem Punkt, der auf der
Kugel liegt entsteht ein gebeugter Strahl.

Bei willk Äurlicher Orientierung liegt im Allgemeinen kein Gitterpun kt auf der Ober° Äache der Kugel. Unter
diesen UmstÄanden entsteht keine Beugung der Strahlung, da die Wegdi®erenz zwischen zwei parallelen
Wellen vor und nach einer Beugung in die Richtung des betrachteten Durchsto¼punktes an der Ober-
° Äache der Kugel kein ganzzahliges Vielfaches der WellenlÄange ist. Liegt jedoch ein reziproker Gitterpunkt
auf der Ober°Äache der Kugel, so ist fuer diesen Punkt die Braggsche Re°exionsbedingung erfÄullt und es
kommt zu einem Re°ex.
Um die Richtungen mÄoglicher Re°exe zu ¯nden, stellt man sich einen vollstÄandigen Ausschnitt des re-
ziproken Gitters in der Nachbarschaft der Ausbreitungskugel vor. Das reziproke Gitter wird nun nach
irgendeiner Vorschrift gedreht. Immer wenn irgendein reziproker Gitterpunkt auf die Kugelober° Äache
tritt entsteht ein Re°ex in diese Richtung (vom Mittelpunkt der Kugel aus gesehen).

Die Brillouin Zone

Eine weitere Bedeutung kommt dem reziproken Gitter durch seine Wigner Seitz Zelle zu. Diese ist eine
primitive Zelle des reziproken Gitters, die wie folgt konstruiert wird.

Man zeichnet die Verbindungsgeraden von einem gegebenen Punkt im reziproken
Gitter zu allen seinen Nachbarn. Danach konstruiert man dieMittelsenkrechten
(in 3-dim Ebenen). Die kleinste so entstehende FlÄache (in 3-dim Volumen) ist die
Wigner Seitz Zelle. Mit diesen Zellen kann man den gesamten Raum ohne LÄucken
fÄullen. Die Bedeutung der Brillouin Zone ist in der FestkÄorperphysik von zentra-
ler Bedeutung, man nennt sie auch erste Brillouin Zone. Durch einen reziproken

Gittervektor kann jeder Wellenvektor so verschoben werden, da¼ er auf einen Punkt in der ersten Bril-
louin Zone zeigt. Hierdurch vereinfacht die Physik in eindrucksvoller Weise, da die Beschreibung von
Fermi° Äachen, Elektronenbahnen, EnergiebÄandern und dergleichen sich mehr auf die erste Brillouin Zone
beschrÄanken kann.

2.6.2 Die reziproken Gitter der kubischen Strukturen

Das reziproke Gitter des einfach kubischen Gitters

Die Basisvektoren des Kristallgitters sind:

~a1 = a~x ~a2 = a~y ~a3 = a~z
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~x, ~y und ~z sind orthogonale Einheitsvektoren, dann gilt

~a2 £ ~a3 = a~y£ a~z = a2[~y £ ~z] = a~x

... und fÄur das Volumen gilt:

V = ~a1 ¢~a2 £ ~a3 = a~x ¢a2~x = a3

Nach Gleichung 2.9 lauten dann die Basisvektoren des reziproken Gitters:

~a2 £ ~a3

V
= ~a¤

1
~a3 £ ~a1

V
= ~a¤

2
~a1 £ ~a2

V
= ~a¤

3

Das reziproke Gitter ist ebenfalls einfach kubisch mit der Gitterkonstanten 1
a . Die erste Brillouin Zone

wird von Grenz° Äachen umschlossen, die durch Ebenen gebildet sind, die senkrecht auf den Gittervektoren
(§ ~a¤

1, § ~a¤
2 und § ~a¤

3) des reziproken Gitters stehen und diese in der Mitte schneiden, also

§
1
2

~a¤
1 = §

1
2a

~x §
1
2

~a¤
2 = §

1
2a

~y §
1
2

~a¤
3 = §

1
2a

~z

Die erste Brillouin Zone hat die Gestalt eines WÄurfels mit der Kantenl Äange 1
a und dem Volumen

¡
1
a

¢3
.

Das reziproke Gitter des kubisch raumzentrierten Gitters

Die in Abbildung 2.12 gezeigten primitiven Basisvektoren kÄonnen als Funktion der KantenlÄange des
kubischen Gitters dargestellt werden. Sie lauten:

~a1 =
a
2

(~x + ~y ¡ ~z) ~a2 =
a
2

(¡ ~x + ~y + ~z) ~a3 =
a
2

(~x ¡ ~y + ~z)

y

z

x

a2

a1

a3

Abbildung 2.12: Primitive Translationen des kubisch raumzentrirten Gitters; diese Vektoren verbinden den Gitterpunkt
am Ursprung mit dem Gitterpunkt in der WÄurfelmitte. Die primitive Gitterzelle erhÄalt man aus diesen Achsen ein
vollstÄandiges Rhomboeder aufbaut.

Das Volumen der primitiven Einheitszelle ist:

V = ~a1 ¢~a2 £ ~a3

= ~a1 ¢
³³

¡
a
2

~x +
a
2

~y +
a
2

~z
´

£
³ a

2
~x ¡

a
2

~y +
a
2

~z
´´

= ~a1 ¢
³³ a

2
a
2

¡
³

¡
a
2

´ a
2

´
~x +

³ a
2

a
2

¡
³

¡
a
2

´ a
2

´
~y +

³³
¡

a
2

´ a
2

¡
a
2

a
2

´
~z
´
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= ~a1 ¢
µµ

a2

4
+

a2

4

¶
~x +

µ
a2

4
+

a2

4

¶
~y +

µ
a2

4
¡

a2

4

¶
~z
¶

= ~a1 ¢
µ

a2

2
(~x + ~y)

¶

=
a
2

(~x + ~y ¡ ~z) ¢
a2

2
(~x + ~y)

=
a3

4
(1 + 1) =

a3

2

In diesem Fall hat man 2 Atome im Kubus.
Die Basisvektoren des reziproken Gitters berechnen sich wieder nach Gleichung 2.9 zu:

~a¤
1 =

~a2 £ ~a3

V
etc.

=
2a2

a3 ¢2
(~x + ~y)

und damit gilt f Äur alle drei:

~a¤
1 =

1
a

(~x + ~y) ~a¤
2 =

1
a

(~y + ~z) ~a¤
3 =

1
a

(~z + ~x) (2.15)

Die in Gleichung 2.15 angegebenen Basisvektoren entsprechen den primitiven Basisvektoren des kubisch
° Äachenzentrierten Gitters. Damit ist das reziproke Gitter des kubisch raumzentrierten Gitters ein kubisch
° Äachenzentriertes Gitter.

Abbildung 2.13: Das reziproke Gitter des kubisch raumzentrierten Gitters ein kubisch °Äachenzentriertes Gitter.

Die primitive Zelle des reziproken Gitters des kubisch raumzentrierten Gitters ist ein von ~a¤
1, ~a¤

2 und ~a¤
3

aufgespanntes Parallelepiped. Das Volumen der primitivenZelle betrÄagt:

V = ~a¤
1 ¢(~a¤

2 £ ~a¤
3) = 2

µ
1
a

¶ 3

Die erste Brillouin Zone wird von Grenz°Äachen umschlossen, die durch Ebenen gebildet sind, die senk-
recht auf den Gittervektoren (§ ~a¤

1, § ~a¤
2 und § ~a¤

3) des reziproken Gitters stehen und diese in der Mitte
schneiden, also

§
1
2

~a¤
1 =

1
2a

(§ ~x § ~y) §
1
2

~a¤
2 =

1
2a

(§ ~y § ~z) §
1
2

~a¤
3 =

1
2a

(§ ~z § ~x)

Die erste Brillouin Zone hat die Gestalt eines rhombischen Dodekaeders, eines regelmÄa¼igen 12-°Äachigen
KÄorpers.
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Abbildung 2.14: Brillouin-Zone des kubisch raumzentrierten Gitters. Die Einheitszellen sind im reziproken Raum, das
reziproke Gitter ist kubisch °Äachenzentriert.

Das reziproke Gitter des kubisch ° Äachenzentrierten Gitters

Im kubisch ° Äachenzentrierten Gitter sind folgende primitive Basisvektoren vohanden wie sie in
Abbildung refprimitivzellfccvec eingezeichnet sind:

~a1 =
a
2

(~x + ~y) ~a2 =
a
2

(~y + ~z) ~a3 =
a
2

(~z + ~x)

y

z

x

a

aa 2

1

3

Abbildung 2.15: Die primitive Zelle des kubisch °Äachenzentrirten Gitters ist ein Rhomboeder. Die primitivenTrans-
lationen ~a1 , ~a2 und ~a3 verbinden den Gitterpunkt am Ursprung mit den Gitterpunktenin den FlÄachenmittelpunkten.

Das Volumen betrÄagt:

V = ~a1 ¢(~a2~a3) =
a3

4

Die Basisvektoren des reziproken Gitters berechnen sich wieder nach Gleichung 2.9 zu:

~a¤
1 =

~a2 £ ~a3

V
etc.

=
1
a

(~x + ~y ¡ ~z)

und damit gilt f Äur alle drei:

~a¤
1 =

1
a

(~x + ~y ¡ ~z) ~a¤
2 =

1
a

(¡ ~x + ~y + ~z) ~a¤
3 =

1
a

(~x ¡ ~y + ~z)

Das reziproke Gitter des kubisch °Äachenzentrierten Gitters ist ein klubisch raumzentriertes Gitter.
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Die Brillouin Zone wird wiederum durch die Ebenen gekennzeichnet, die diese Vektoren in ihrer Mitte
schneiden, also bei:

1
2a

(§ ~x § ~y § ~z)

Abbildung 2.16: Brillouin-Zone des kubisch °Äachenzentrierten Gitters. Die Einheitszellen sind im reziproken Raum,
das reziproke Gitter ist kubisch raumzentriert.

Die Bedeutung der ersten Brillouin Zone
Nur Wellen, deren Wellenvektor (vom Ursprung aus aufgetragen) auf der Ober°Äache der Brillouin Zone
enden werden durch den Kristall gebeugt. Dies ist wichtig fuer Kristallstrukturanalysen durch R Äontgen-
oder Neutronenbeugung. Das Selbe gilt fuer Elektronenbeugung, woraus die Bandstruktur ermittelt wird.
Die Bandstruktur wird im ÄUbrigen stets innehalb der Brillouin Zone aufgetragen, undzwar entlang eines
speziellen Weges. Letzendlich werden auch Gitterschwingungen anhand der Brillouin Zone beschrieben.

2.7 R Äontgen Di®raktion

An dieser Stelle soll weniger auf die Methoden eingegangen werden, als das ihre prinzipielle Funktionsweise
erlÄautert werden. Prinzipiell mu¼ die Beugungs-Bedingung erfÄullt sein, damit ein Beugungsbild entstehen
kann.
Die Laue Methode arbeitet mit wei¼em RÄontgenlicht. Es werden Einkristalle untersucht. AbhÄangig von
der Orientierung des Kristalls zum PrimÄarstrahl entsteht ein Beugungsbild fÄur alle mÄoglichen Scharen
von Netzebenen. Dies ist mÄoglich, da in wei¼em RÄontgenlicht jede beliebige WellenlÄange enthalten ist
und hierdurch jeder beliebige Netzebenenabstand die RÄontgenstrahlen mit der passenden WellenlÄange
zur Interferrenz bringen kann.

Hier gezeigt ist ein Kristall, der leicht gedreht ist. Sein Abbild, das reziproke Gitter ist in die selbe
Richtung gedreht, wie der Kristall im Ortsraum.
Kommen nun mehrere Kristalle in den Strahl, so Äuberlagern sich die reziproken Gitter im Ursprung.
Da jedes Abbild der Rotation des dazugehÄorigen Kristalls folgt, erscheinen die verschiedenen reziproken
Gitter um ihren Ursprung gegeneinander verdreht. Werden beliebig viele Kristalle in den Strahl gebracht
verschmieren die Punkte der reziproken Gitter zu Kreisbahnen.
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Die Bedeutung der ersten Brillouin Zone
Nur Wellen, deren Wellenvektor (vom Ursprung aus aufgetragen) auf der Ober°Äache der Brillouin Zone
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Die Bandstruktur wird im ÄUbrigen stets innehalb der Brillouin Zone aufgetragen, undzwar entlang eines
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von Netzebenen. Dies ist mÄoglich, da in wei¼em RÄontgenlicht jede beliebige WellenlÄange enthalten ist
und hierdurch jeder beliebige Netzebenenabstand die RÄontgenstrahlen mit der passenden WellenlÄange
zur Interferrenz bringen kann.

Hier gezeigt ist ein Kristall, der leicht gedreht ist. Sein Abbild, das reziproke Gitter ist in die selbe
Richtung gedreht, wie der Kristall im Ortsraum.
Kommen nun mehrere Kristalle in den Strahl, so Äuberlagern sich die reziproken Gitter im Ursprung.
Da jedes Abbild der Rotation des dazugehÄorigen Kristalls folgt, erscheinen die verschiedenen reziproken
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verschmieren die Punkte der reziproken Gitter zu Kreisbahnen.
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In den mittleren Darstellungen des reziproken Gitters sind jeweils nur Ausschnitte des Gitters gezeigt.
Das rechte Bild zeigt den Ursprung des reziproken Gitters inder Bildmitte. Es ist leicht einzusehen, da¼
die Laue Methode fÄur Orientierungsbestimmungen an Einkristallen und nicht an Polykristallen einge-
setzt wird. Laue Bilder eines kubischen Systems sind hier beispielhaft fÄur die < 100 > und < 111 >
Orientierungen gezeigt.
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FÄur polykristalline Proben ist diese Methode unzweckmÄa¼ig und es kommenPulver Di®raktions Me-
thoden zum Einsatz. Pulverdi®raktometer messen nicht in zwei Dimensionen, sondern nur in einer. Dies
entspricht einem IntensitÄatspro¯l entlang des Radius eines der gezeigten Bilder.

2Q

I

FÄur Pulverproben werden monochromatische RÄontgenstrahlen verwendet.
Durch die gro¼e Anzahl und der statistischen Verteilung der Kristallite wird
jede beliebige Orientierung durch den Strahl erfa¼t. Ist dieBragg-Bedingung
erfÄullt, so kommt es unter den vorgegebenen Winkeln zur Beugung.
Prinzipiell ist es auch mÄoglich Einkristalle mit monochromatischen RÄontgen-
strahlen zu untersuchen. Hierbei mu¼ fÄur jede einzelne Schar von Netzebenen
der gesamte Winkelbereich abgerastert werden, um zu testen, ob die Re°e-
xionsbedingung fÄur diese Anordnung erfÄullt werden kann. Hieraus sieht man
schon, da¼ dies ein sehr aufwendiges Verfahren ist und in derPraxis nur fÄur
ganz besondere Aufgaben eingesetzt wird (Vierkreisdi®raktometrie).

2.7.1 Die ITs (International Tables for Crystallography)

Die ITs bestehen aus mehreren BÄanden (Volume A: Space-Group Symmetry; Volume B: Reciprocal
Space; Volume C: Mathematical, Physical and Chemical Tables; Volume D: Physical properties of cry-
stals Volume E: Subperiodic Groups; Volume F: Crystallography of Biological Macromolecules; Volume
G: De¯nition and exchange of crystallographic data). Der Zweck dieser Reihe ist es Daten, die zur Anwen-
dungen der kristallographischen Methoden in allen Wissenschaften relevant sind, zu sammeln und kritisch
auszuwerten. Dabei wird besonders Wert auf die Struktur undEigenschaften der Materialien gelegt. Die
einzelnen BÄande bestehen aus Tabellen, die von praktischen ErklÄarungen und Beispielen begleitet werden.
FÄur die Metallphysik in der Anwendung ist der Teil A Äuber die Theorie und praktische Anwendungen
der Raumgruppen der wohl wichtigste. Im nun Folgenden (siehe Doppelseite 50,51) sind die Seiten aus
den ITs zur Raumgruppe I 4/mmm aufgefÄurt. An diesem Beispiel soll die Struktur der ITs verdeutlicht
werden.
Die Kopfzeile iA enthÄalt die verschiedenen Symbolde, die die Raumgruppe klassi¯zieren. Auf der ersten
Seite fÄur jede Raumgruppe stehen in zwei Zeilen von links nach rechts: Das kurze Hermann-Mauguin
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Symbol, das SchÄon°ies Symbol, die Kristallklasse (Punktgruppe) und das Kristallsystem in der ersten
Zeile und in der zweiten die Nummer der Raumgruppe, das vollstÄandige Hermann-Mauguin Symbol und
die Patterson Symmetrie. In der Kopfzeile der folgenden Seite(n) stehen die Nummer der Raumgruppe
und das kurze Hermann-Mauguin Symbol, sowie ein Hinweis, da¼ es sich um eine Fortsetzung handelt.
Im folgenden Abschnitt iB sind die die Diagramme der Raumgruppen abgebildet. Sie beinhalten eine
oder mehrere Projektionen der Symmetrieelemente, sowie eine Abbildung (rechts unten) eines Satzes
von Äaquivalenten Punkten in einer allgemeinen Lage. Die Anzahl und Art der Abbildungen ist vom
Kristallsystem abhÄangig.
Die nun folgenden Punkte beschreiben die am Ursprung existierenden Symmetrieoperationen, sowie die
Lage des Ursprungs in Himblick auf diese Symmetrieoperationen iC. Weiterhin wird die asymmetrische
Einheit iD angegeben. Schlie¼lich werden die Symmetrie-OperationeniD benannt. Jeder Punkt in einer
allgemeinen Lage wird durch diese Operationen erzeugt. Das Symbol beschreibt die Art der Symmetrie-
Operation, also ihre Gleit-, oder Schraubenkomponente (inKlammern) sowie die Lage und Orientierung
des betre®enden Symmetrie-Elements.
Ein Satz von Erzeugern fÄur diese Raumgruppe iF ist ebenfalls angegeben. Dieser wird in Form von Trans-
lationen und der Nummer der Position der allgemeinen Koordinaten angegeben. Die Erzeuger bestimmen
die Koordinaten der allgemeinen Lage, sowie deren Symmetie Operationen.

iG - der wohl wichtigste Abschnitt: Die Positionen
Die allgemeine Wycko® Lage ist in der obersten Zeile angegeben, gefolgt von verschiedenen speziellen
Wycko® Lagen, die eine reduzierte MultiplizitÄat aufweisen. Die Multiplizit Äat einer Lage steht zuerst in
jeder Zeile und gibt an, wie oft ein Atom auf der jeweiligen Position in einer Einheitszelle vorhanden ist.
Mit abnehmdender Multiplizit Äat steigt die Symmetrie der Lage an. FÄur jede allgemeine und spezielle Lage
wird angegeben: Multiplizit Äat, Wyckho® letter, die Symmetrie der Lage, sowie dazugehÄorige Koordinaten-
Triplets. Schlie¼lich sind in der rechten Tabelle spezielleKriterien f Äur RÄontgen Refelxe angegeben.
FÄur jede Raumgruppe sind drei senkrechte Projektionen entlang von Symmetrie Richtungen angegeben

iH. Hierbei wird die Projektionsrichtung, die Ebene der Projektion, sowie die Axen und der Ursprung
der projizierten Zelle angegeben.
Die Maximalen nicht-isomorphen Untergruppen iI enthalten translationsgleiche (I) Untergruppen, klas-
sengleiche Untergruppen, die durch eine 'Entzentrierung'der Einheitszelle entstehen (IIa), sowie klassen-
gleiche Untergruppen, die durch eine VergrÄo¼erung der Einheiszelle entstehen (IIb).
Die Maximal isomorphen Untergruppen mit kleinstem Index iJ sind ebenfalls klassengleiche Untergrup-
pen des gleichen Typs.
Schlie¼lich werden noch die Minimal nicht-isomorphenÄUbergruppen angegeben. Diese Liste zeigt die
Relationen umgekehrt, wie die der Untergruppen, wie zuvor beschrieben.

Rechenprogramme

FÄur die RÄontgen-Feinstrukturanalyse ist die Kenntniss
ZUM N ACHDENKEN:

² Die Struktur von HoNi 2B2C wird wie folgt be-
setzt: Ho: 2a, Ni: 4d, B: 4e und C: 2b.

² Wie viele Formeleinheiten sind in der Ele-
mentarzelle?

² Erstelle ein Strukturbild z.B. mit PowderCell

der Lagen der Atome in der Kristallstruktur n Äotig. Um
zum Beispiel auch Phasenreinheiten mittels RÄontgen
bestimmen zu kÄonnen ist es wichtig eine Struktur ge-
nau zu kennen und berechnen zu kÄonnen. FÄur beide
FÄalle hat sich die Rietveld Analyse etabliert. Hierfuer
stehen eine Reihe von Programmen zur VerfÄugung:

Rietveld-Programme
FullProf http://www-llb.cea.fr/fullweb/fp2k/fp2k.htm
Gsas http://www.ncnr.nist.gov/programs/crystallograp hy/software/gsas.html
Struktur-Visualisierungs-Programme
PowderCell http://ccp14.minerals.csiro.au/ccp/web-mi rrors/powdcell/a v/v 1/powder/e cell.html
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iA

iB

iC

iD

iE

iI

iJ

iK

I 4=mmm D 17
4h 4=mmm Tetragonal

No. 139 I 4=m 2=m 2=m Patterson symmetry I 4/mmm
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14:

1:0

4
14:

1:0

4
14:

1:0

4
14:

1:0

Origin at centre (4=mmm )

Asymmetric unit 0 · x · 1
2 ; 0 · y · 1

2 ; 0 · z · 1
4 ; x · y

Symmetry operations
For (0; 0; 0)+ set
(1) 1 (2) 2 0; 0; z (3) 4+ 0; 0; z (4) 4¡ 0; 0; z
(5) 2 0; y; 0 (6) 2 x; 0; 0 (7) 2 x; x; 0 (8) 2 x; x; 0
(9) 1 0; 0; 0 (10) m x; y; 0 (11) 4

+
0; 0; z; 0; 0; 0 (12) 4

¡
0; 0; z; 0; 0; 0

(13) m x; 0; z (14) m 0; y; z (15) m x; x; z (16) m x; x; z

For ( 1
2 ; 1

2 ; 1
2 )+ set

(1) t ( 1
2 ; 1

2 ; 1
2 ) (2) 2 (0 ; 0; 1

2 ) 1
4 ; 1

4 ; z (3) 4+ (0; 0; 1
2 ) 0; 1

2 ; z (4) 4¡ (0; 0; 1
2 ) 1

2 ; 0; z
(5) 2 (0; 1

2 ; 0) 1
4 ; y; 1

4 (6) 2 ( 1
2 ; 0; 0) x; 1

4 ; 1
4 (7) 2 ( 1

2 ; 1
2 ; 0) x; x; 1

4 (8) 2 x; x + 1
2 ; 1

4

(9) 1 1
4 ; 1

4 ; 1
4 (10) n ( 1

2 ; 1
2 ; 0) x; y; 1

4 (11) 4
+ 1

2 ; 0; z; 1
2 ; 0; 1

4 (12) 4
¡

0; 1
2 ; z; 0; 1

2 ; 1
4

(13) n ( 1
2 ; 0; 1

2 ) x; 1
4 ; z (14) n (0; 1

2 ; 1
2 ) 1

4 ; y; z (15) c x + 1
2 ; x; z (16) n ( 1

2 ; 1
2 ; 1

2 ) x; x; z

Maximal non-isomorphic subgroups (continued)
IIa [2] P 4=mmm 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16

[2] P 4=nnc 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; (9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16) + (12 ; 1
2 ; 1

2 )
[2] P 4=mnc 1; 2; 3; 4; 9; 10; 11; 12; (5; 6; 7; 8; 13; 14; 15; 16) + (12 ; 1

2 ; 1
2 )

[2] P 4=nmm 1; 2; 3; 4; 13; 14; 15; 16; (5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12) + (12 ; 1
2 ; 1

2 )
[2] P 42=nnm 1; 2; 5; 6; 11; 12; 15; 16; (3; 4; 7; 8; 9; 10; 13; 14) + (12 ; 1

2 ; 1
2 )

[2] P 42=nmc 1; 2; 7; 8; 11; 12; 13; 14; (3; 4; 5; 6; 9; 10; 15; 16) + (12 ; 1
2 ; 1

2 )
[2] P 42=mmc 1; 2; 5; 6; 9; 10; 13; 14; (3; 4; 7; 8; 11; 12; 15; 16) + (12 ; 1

2 ; 1
2 )

[2] P 42=mnm 1; 2; 7; 8; 9; 10; 15; 16; (3; 4; 5; 6; 11; 12; 13; 14) + (12 ; 1
2 ; 1

2 )
IIb none

Maximal isomorphic subgroups of lowest index
IIc [3] I 4=mmm (c0=3 c); [9] I 4=mmm (a0=3 a; b0=3 b)

Minimal non-isomorphic supergroups
I [3] F m3m; [3] Im 3m
II [2] C 4=mmm (2c0= c)(P 4=mmm )
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iA

iF

iG

iH

iI

CONTINUED No.139 I 4=mmm

Generators selected (1); t(1; 0; 0), t(0; 1; 0); t(0; 0; 1); t( 1
2 ; 1

2 ; 0); (2); (3); (5); (9)

Positions
Multiplicity, Coordinates Re°ection condition
Wycko® letter,
Site symmetry (0 ; 0; 0)+ ( 1

2 ; 1
2 ; 1

2 )+ General:

32 o 1 (1) x; y; z (2) x; y; z (3) y; x; z (4) y; x; z hkl : h + k + l = 2 n
(5) x; y; z (6) x; y; z (7) y; x; z (8) y; x; z hk0: h + k = 2 n
(9) x; y; z (10) x; y; z (11) y; x; z (12) y; x; z 0kl : k + l = 2 n

(13) x; y; z (14) x; y; z (15) y; x; z (16) y; x; z hkl : l = 2 n
00l : l = 2 n
h00: h = 2 n

Special: as above, plus

16 n .m. 0; y; z 0; y; z y; 0; z y; 0; z no extra conditions
0; y; z 0; y; z y; 0; z y; 0; z

16 m ..m x; x; z x; x; z x; x; z x; x; z no extra conditions
x; x; z x; x; z x; x; z x; x; z

16 l m.. x; y; 0 x; y; 0 y; x; 0 y; x; 0 no extra conditions
x; y; 0 x; y; 0 y; x; 0 y; x; 0

16 k ..2 x; x + 1
2 ; 1

4 x; x + 1
2 ; 1

4 x + 1
2 ; x; 1

4 x + 1
2 ; x; 1

4 hkl : l = 2 n
x; x + 1

2 ; 3
4 x; x + 1

2 ; 3
4 x + 1

2 ; x; 3
4 x + 1

2 ; x; 3
4

8 j m2m . x; 1
2 ; 0 x; 1

2 ; 0 1
2 ; x; 0 1

2 ; x; 0 no extra conditions

8 i m2m . x; 0; 0 x; 0; 0 0; x; 0 0; x; 0 no extra conditions

8 h m . 2m x; x; 0 x; x; 0 x; x; 0 x; x; 0 no extra conditions

8 g 2mm . 0; 1
2 ; z 1

2 ; 0; z 0; 1
2 ; z 1

2 ; 0; z hkl : l = 2 n

8 f ..2/m 1
4 ; 1

4 ; 1
4

3
4 ; 3

4 ; 1
4

3
4 ; 1

4 ; 1
4

1
4 ; 3

4 ; 1
4 hkl : k; l = 2 n

4 e 4mm 0; 0; z 0; 0; z no extra conditions

4 d 4m2 0; 1
2 ; 1

4
1
2 ; 0; 1

4 hkl : l = 2 n

4 c mmm . 0; 1
2 ; 0 1

2 ; 0; 0 hkl : l = 2 n

2 b 4/mmm 0 ; 0; 1
2 no extra conditions

2 a 4/mmm 0; 0; 0 no extra conditions

Symmetry of special projections
Along [001] p4mm Along [100] c2mm Along [010] p2mm
a0 = 1

2 (a ¡ b) b0 = 1
2 (a + b) a0 = b b0 = c a0 = 1

2 (¡ a + b) b0 = 1
2 c

Origin at 0 ; 0; z Origin at x; 0; 0 Origin at x; x; 0

Maximal non-isomorphic subgroups
I [2] I 422 (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8)+

[2] I 4=m 1 1 (I 4=m) (1; 2; 3; 4; 9; 10; 11; 12)+
[2] I 4mm (1; 2; 3; 4; 13; 14; 15; 16)+
[2] I 42m (1; 2; 5; 6; 11; 12; 15; 16)+
[2] I 4m 2 (1; 2; 7; 8; 11; 12; 13; 14)+
[2] I 2=m 2=m 1 (Immm ) (1; 2; 5; 6; 9; 10; 13; 14)+
[2] I 2=m 1 2=m (F mmm ) (1; 2; 7; 8; 9; 10; 15; 16)+

(Continued on preceding page)
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2.7.2 Experimentelle R Äontgendi®raktion

Mittels einer Me¼anordnung in Bragg-Brentano-Geometrie, in der die Bragg-Re°exe unter doppelten
Beugungswinkel 2£ beobachtet werden, kann die Kristallstruktur einer polikristallinen Probe bestimmt
werden. Die an den Netzebenen gebeugten Strahlen ergeben einen Kegelmantel, dessenÄO®nungswinkel
dem Abstand der betre®enden Netzebenen entspricht. Hierdurch ist eine Rekonstruktion der Kristall-
struktur m Äoglich. Ist diese bekannt, so kann im Fall kubischer Materialien die Gitterkonstante nach
Gleichung 2.16 berechnet werden.

sin2 £ =
¸ 2

4a2 (h2 + k2 + l2) (2.16)

Hierin ist £ der Winkel, unter dem die Re°exe erscheinen,a die Gitterkonstante, ¸ die WellenlÄange der
eingestrahlten RÄontgenstrahlung und hkl die Millerschen Indices.
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[willk. Einh.]

Winkel 2£

Abbildung 2.17: Di®raktogramm einerBax K 1 ¡ x BiO 3 Pulverprobe, gemessen mitCuK ® , ¸ = 0 ; 15406 nm.

Die Re°exlagen und -Indizierungen dieses Di®rakto-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wie gro¼ ist die Gitterkonstande der
Bax K1 ¡ x BiO3 Pulverprobe (s. Abb. 2.17
und Tab. 2.3)?

gramms sind in Tabelle 2.3 angefÄuhrt. Ba x K1 ¡ x BiO3

besitzt eine kubische Provskitstruktur (Raumgruppe
Pm3m; 221).

(1 0 0) 20,67 (2 2 0) 60,98 (3 2 1) 84,32
(1 1 0) 29,39 (2 2 1), (3 0 0) 65,12 (4 0 0) 91,70
(2 0 0) 42,05 (3 1 0) 69,12 (4 1 0) 95,40
(2 1 0) 47,30 (2 2 2) 76,84 (3 3 0), (4 1 1) 99,12
(2 1 1) 52,13 (3 2 0) 80,60

Tabelle 2.3: Re°ex-Indizierung und -Lage der RÄontgenre°exe einerBax K 1 ¡ x BiO 3 Pulverprobe.
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2.8 Aperiodische Ordnung

Die Bravais Gitter k Äonnen nur 2, 3, 4 oder 6 zÄahlige Symmetrieachsen haben. 1982 wurde die Klasse der
Quasikristalle entdeckt (Shechtman), die unter anderen eine fÄunfzÄahlige Symmetrie hat. Seither stellen
die Quasikristalle ein verwirrendes Puzzlespiel dar: Warum bilden Atome ein komplexes quasiperiodisches
Muster anstelle einer regulÄaren und sich wiederholenden Kristallanordnung?
Obwohl es keine Kristallstruktur mit periodisch wiederkehrender Ordnung gibt, wird in R Äontgen- und
Elektronenbeugungsexperimenten eine langreichweitige Ordnung nachgewiesen, die die Grundlage fÄur ein
Beugungsmuster ist. Hierbei handelt es sich o®ensichtlichum eine langreichweitige aperiodische Ordnung.
Mit dem sogenannten Penrose Muster gelingt es eine FlÄache mit zwei Clustern zu bedecken, ohne da¼
sich die Cluster Äuberlappen, oder LÄucken zurÄuck lassen.

Abbildung 2.18: Zweidimensionales Penrose Muster mit fÄunf-zÄahligen Symmetrieelementen.

DarÄuberhinaus gibt es Strukturen, die in einer Ebene aperiodisch geordnet sind und in der dritten Dimen-
sion eine periodische Ordnung aufweisen. Auch im Dreidimensionalen gelingt es ein Volumen mit zwei
unterschiedlichen Clustern lÄuckenlos zu fÄullen, soda¼ in allen Raumrichtungen eine aperiodische Ordnung
entsteht. Die wohl bekanntesten Strukturen sind der Ikosaeder (links) und der Dodekaeder (rechts)

Einige Eigenschaften der Quasikristalle:

² Im Allgemeinen schlechte elektrische und thermische LeitfÄahigkeit
(obwohl nur aus Metallen aufgebaut).

² Hart und sprÄode

² Geringe Reibung

Mit der Entdeckung der Quasikristalle ist eines der Dogmen der FestkÄorperphysik gefallen. Hierdurch ist
ersichtlich, da¼ selbst die relativ alte FestkÄorperphysik keine abgeschlossene Naturwissenschaft ist.
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3
Kristallisation

Bisher wurden der atomistische Aufbau von FestkÄorpern behandelt. O®en blieb jedoch die Frage, wie
man dahin gelangt. Diese Frage soll in diesem Kapitel geklÄart werden.
FestkÄorper, gleich welcher Art, entstehen aus Schmelzen, in SonderfÄallen gehen sie auch aus Reaktionen
anderer FestkÄorper hervor. ZunÄachst wird einetreibende Kraft benÄotigt - und zwar in allen F Äallen. Denn
nur wenn der Zustand des FestkÄorpers energetisch gÄunstiger als sein Ausgangszustand ist, wird er sich
bilden. In der Regel ist die treibende Kraft durch eine Temperaturerniedrigung begrÄundet. Eine von au¼en
angelegte geringere Temperatur zwingt die Schmelze diese anzunehmen, bis sich das System im thermo-
dynamischen Gleichgewicht mit der Umgebung be¯ndet. DarÄuberhinaus ist es genauso mÄoglich aufgrund
der ÄAnderung anderer Potentiale, wie zum Beispiel desÄau¼eren Drucks, einer angelegten Spannung oder
eines verÄanderten chemischen Potentials (und andere mehr) das System in ein neues Gleichgewicht zu
ÄuberfÄuhren. Zur Bildung eines FestkÄorpers mu¼ dann noch eine GrenzeÄuberschritten werden, die ihn
entstehen lÄa¼t. Dies ist im Fall einer Temperaturerniedrigung die Schmelztemperatur. Man spricht von
thermodynamischer ÄUberschreitung .
Bei gegebenenÄau¼eren Bedingungen ist immer der Zustand stabil, der das geringste thermodynamische
Potential besitzt. Im Fall, da die Temperatur und der Druck g egeben sind mu¼ die freie Enthalpie den
geringsten Wert einnehmen. Da Phasendiagramme (s. nÄachstes Kapitel) stets Gleichgewichtsbedingungen
kennzeichnen, die bei konstantem Druck und bei konstanter Temperatur beobachtet werden, ist die freie
Enthalpie G von besonderer Bedeutung.

Zur Erinnerung:
freie Energie F = U ¡ TS isotherme Prozesse

Enthalpie H = U + pV isobare Prozesse
freie Enthalpie G = U ¡ TS + pV isotherme und isobare Prozesse

gro¼kanonisches Potential © =U ¡ TS ¡ ¹N isotherme Prozesse mit konstanter Teilchenzahl

Hierin ist: U - innere Energie;T - Temperatur; S - Entropie; p - Druck;
V - Volumen; ¹ - chemisches Potential;N - Teilchenzahl

Am Schmelzpunkt mÄussen demnach die freien Enthalpien von Schmelze
GD

TS

GK

GS
DGU

Kristall

T

Schmelze

und Kristall gleich sein (GS = GK ). Wird zun Äachst von einer linearen
ÄAnderung der freien Enthalpie ausgegangen, so erhÄalt man qualitativ
den nebenstehenden Verlauf. Oberhalb der Schmelztemperatur TS hat
die Schmelze die geringere freie Enthalpie und die Phase be¯ndet sich im
thermodynamischen Gleichgewicht; unterhalb vonTS be¯ndet sich der
Kristall im thermodynamischen Gleichgewicht.
KÄuhlt man eine Schmelze unter die Schmelztemperatur ab, so resultiert
dies in einer treibenden Kraft, die eine Kristallisation der Schmelze for-
dert. Diese treibende Kraft ist negativ oberhalb vonTS und erst unterhalb
von TS positiv. Diese treibende Kraft ist proportional zu der Di®erenz der beiden freie Enthalpie Kurven,
die mit grÄo¼er werdender Entfernung zur Schmelztemperatur grÄo¼er wird.

¢ GU = GS ¡ GK

55
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3.1 Keimbildung

Wird eine Schmelze unter die Schmelztemperatur abgekÄuhlt, so stellt sich nicht spontan der feste Zu-
stand ein. Dies liegt daran, da¼ sich ein fester Keim, also ein kleines Volumen mit kristalliner Anordnung
von endlicher GrÄo¼e durch thermische Fluktuationen bilden mu¼. Solche Fluktuationen kommen auf-
grund thermisch verursachter Atombewegungen immer vor. Oberhalb der Schmelztemperatur ist der
Keim grundsÄatzlich instabil, das hei¼t er lÄost sich schneller auf, als er wachsen kann. Bei Temperaturen
unterhalb des Schmelzpunktes gibt es zwar eine treibende Kraft, die ein Wachstum des Keimes fordert.
Da es aber auch bei diesen Temperaturen thermische Fluktuationen gibt, kommt es auch zu Au°Äosepro-
zessen, die den Keim verkleinern. Es gibt noch einen weiteren Beitrag, der einen Keim wieder aufzulÄosen
versucht. Die Ober°Äache eines Keimes liefert immer einen positiven Beitrag zurspezi¯schen Energie ei-
nes Objektes (° ). Bildet man einen Keim, so gewinnt man Volumenenergie aufgrund der Tatsache, da¼
das Volumen des Keimes eine geringere freie Enthalpie aufweist, als die umgebene Schmelze. Zum an-
deren mu¼ Ober°Äachenenergie aufgewendet werden. Ein kleiner Keim kann in erster NÄaherung als rund
betrachtet werden. Damit gilt f Äur einen kugelfÄormigen Keim:

¢ GK = ¡
4
3

¼r3¢ GU + 4¼r2° (3.1)
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Abbildung 3.1: Freie Enthalpie und deren Ober°Äachen und Volumenanteil eines idealen kugelfÄormigen Keims fÄur
T > T S (links) und T < T S (rechts).

FÄur T > T S ist ¢ GU < 0 ! ¢ GK ist immer positiv. Jeder Keim zerfÄallt daher unter Energiegewinn. FÄur
T < T S nimmt die freie Enthalpie eines Keimes erst ab einem kritischen Radius ab. Um diesen Wert zu
bestimmen, wird das Maximum der freien Enthalpie bestimmt (Ableitung).

d(¢ GK )
dr

= 0 (3.2)

¡ 4¼r2¢G U + 8¼r° = 0 (3.3)

8¼° = 4¼r¢ GU (3.4)
2°

¢ GU
= r = r ¤ (3.5)

Im Maximum der freien Enthalpie sind die chemischen Potentiale im Keim und in der umgebenen Phase
gleich. Allerdings ist das Gleichgewicht labil, da sowohl eine VergrÄo¼erung, als auch eine Verkleinerung
des Keims eine Verringerung der freien Enthalpie des Systems bewirken. Erst grÄo¼ere Keime haben im
Vergleich mit ihrer Umgebung (Grenz°Äache) eine positive Energiebillanz und wachsen weiter.
Jeder Keim mu¼ diesen PotentialwallÄuberwinden. Man nennt dies auch Keimbildungsarbeit, sie ent-
spricht einer Aktivierungsenergie fÄur die Keimbildung, die durch thermische Fluktuationen aufgebracht
werden mu¼. Damit hÄangen die ¢GK und r ¤ Werte emp¯ndlich von der ÄUberschreitung ab. Sie sind fÄur
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kleine ÄUberschreitungen unendlich gro¼ und verringern sich mit zunehmender Temperaturerniedrigung
unterhalb des Schmelzpunktes.
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Abbildung 3.2: Freie Enthalpie eines Keimes in AbhÄangigkeit von der TemperaturT3 < T 2 < T 1 < T S (links).
Kritischer Keimradius in AbhÄangigkeit von der UnterkÄuhlung (rechts).

Da die Keimbildung durch thermische Fluktuationen erfolgt kann man eine Keimbildungsgeschwindigkeit
de¯nieren:

_N / exp
·

¢ G
kT

¸
(3.6)

Da G stark von der Temperatur abhÄangt machen sich kleine UnterkÄuhlungen in starken ÄAnderungen von
_N bemerkbar.

Es wird zwischen homogener Keimbildung
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Abbildung 3.3: Schemata der homogenen (links) und he-
terogenen Keimbildung (rechts).

und heterogener Keimbildung unterschieden.
Homogene Keimbildung ¯ndet in der Schmel-
ze nach den eben beschriebenen AblÄaufen
statt. Im Fall der heterogenen Keim-
bildung kann ein Teil der Ober°Äache des
Keimes durch die Tiegelwand, oder durch
Schwebeteilchen in der Schmelze bereitge-
stellt werden. Hierdurch verringert sich die zur
Keimbildung notwendigerweise aufzubringende
Ober°Äachenenergie und der Keim kann leichter
wachsen, als dies im homogenen Fall der Fall wÄare. Es gilt:

¢ Ghet = f ¢ Ghom ; f · 1 (3.7)
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Beispielsweise gilt fÄur die Keimbildung an einer glatten Wand:

f =
1
4

(2 + cos £)(1 ¡ cos £)2

£ - Benetzungswinkel. Ist dieser sehr gross gehtf ! 1, was be-
deutet, da¼ der Tropfen so gut wie nicht benetzt. Es liegt derFall
der homogenen Keimbildung vor. Ist der Winkel sehr klein, wird
die gesamte Wand bekeimtf ! 0. Ist der Winkel gerade µ = 90±

so wird cos £ = 0 und f = 1=2. In diesem Fall ist die Gestalt des
Keimes an der Wand gerade eine Halbkugel. Im Vergleich zu ei-
nem homogenen Keim mu¼ nur die HÄalfte an Ober°Äachenenergie
aufgebracht werden.

Wenn bei der Kristallisation von spontaner Keimbildung ausgegangen wird kommt es bei der Einkri-
stallzÄuchtung zu einer Reihe von Problemen. ZunÄachst mu¼ eine relativ gro¼eÄUberschreitung hergestellt
werden, die Keimbildung setzt dann aber sehr vehement und mit einer unerwÄunscht gro¼en Anzahl von
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Keimen ein, die nicht schnell genug zurÄuckgenommen werden kann. Die Schmelze kristallisiert an vie-
len Stellen gleichzeitig. Eine MÄoglichkeit, dies Problem in den Gri® zu bekommen, besteht darin, die
Schmelze nur an einem Punkt zu unterkÄuhlen. Bei der Czochalski-Methode wird ein kalter Keimkristall
in die Schmelze eingetaucht, an dem die Kristallisation erfolgt. Dieser Keim wird langsam wieder aus der
Schmelze hinausgezogen; an ihm wÄachst der Kristall. Durch den Einsatz eines solchen Impfkristalls kann
die spontane Keimbildung in der Schmelze unterdrÄuckt werden. Durch den Impfkristall kann auch die
Wachstumsrichtung und -kinetik vorgegeben werden. Allerdings mu¼ dafÄur Sorge getragen werden, da¼
der Impfkristall nicht beim Eintauchen in die Schmelze aufgelÄost wird. Wenn es mÄoglich ist verwendet
man daher gerne isostrukturelle Kristalle mit hÄoheren Schmelzpunkten. Eine andere MÄoglichkeit besteht
in der Auslese der wachsenden Keime. Dies kann am wirkungsvollsten durch eine VerjÄungung des fÄur die
wachsenden Kristalle zu VerfÄugung stehenden Querschnitts erfolgen.

3.2 Kristallwachstum

Nach der Bildung eines stabilen Keimes wÄachst dieser durch die Anlagerung weiterer Bausteine weiter.
Da die Energie der Ober°Äache des wachsenden Kristalls von der Kristallographischen Richtung abhÄangt,
versucht das System seine Energie so gering wie mÄoglich zu halten, indem die Ober°Äache mit hÄoherer
Energie so gering wie mÄoglich gehalten wird.
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Abbildung 3.4: Kristallwachstum auf einer FlÄache geringer Energie; sie wird schneller bedeckt, als der Kristall in
andere Richtungen (z.B. senkrecht dazu) wachsen kann.

Die Ober°Äache wird von den langsam wachsenden Ebenen gebildet, denn die schnell wachsenden Ebenen
verschwinden im Laufe der Zeit.
Das wohl bekannteste Modell fÄur das Kristallwachstum stammt von Kossel und Stranski. Nach diesem
Modell gibt es fÄur die Bausteine (Atome / Molek Äule) an den Ober°Äachen eines Kristalls verschiedene
Positionen, die durch unterschiedliche Bindungsenergiengekennzeichnet sind.
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Abbildung 3.5: Zum Modell von Kossel und Stranski: Verschiedene Stadien des FlÄachenwachstums einer Ober°Äache
(von links nach rechts: vollstÄandige FlÄache - Wachstum von Rand - Wachstum von Nukleationszentren auf der Ober-
° Äache) sowie verschiedene Lagen auf der Ober°Äache eines Kristalls gekennzeichnet durch ihre Bindungsenergien.

Die Abtrennarbeit, die aufgewendet werden mu¼, um einen Baustein aus dem Kristallverbund abzutren-
nen, hÄangt emp¯ndlich von seiner Position ab, was sich aus Unterschieden in der Anzahl und Anordnung
der Nachbarn fÄur die einzelnen Positionen erklÄart. Von Besonderer Bedeutung ist hierbei dieHalbkri-
stalllage . Beim Aufbau eines Kristalls werden fast alle BausteineÄuber solche Halbkristalllagen angela-
gert. Der Energiegewinn beim Anlagern eines Bausteines in ein Loch ist grÄo¼er als der Gewinn bei der
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Anlagerung auf einer FlÄache. Hierdurch wird der Kristall im thermodynamischen Gleichgewicht von einer
kleinen Anzahl bestimmter Flachen f hklg begrenzt, die atomar glatt sind.
Dieses Modell gilt streng genommen nur beiT = 0, ohne thermische Fluktuationen, da die Entropie
nicht berÄucksichtigt wurde. Bei endlichen Temperaturen kommt es zu einer atomaren Aufrauhung der
Ober°Äache. Dieser Sachverhalt ist auch schon in Modellen beschrieben, fÄuhrt aber an dieser Stelle zu
weit.
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Der Einbau von Bausteinen in den Kristall lÄauft nach folgenden Schritten
ab:

1. Transport der Bausteine zur Phasengrenze (durch Konvektion /
Volumendi®usion).

2. Absorption auf einer atomar glatten Terrasse (evtl. mit 1. Desol-
vation beteiligter Atome).

3. Transport zur Stufe (Ober° Äachendi®usion).

4. Anlagerung an einer Stufe (mit 2. Desolvation).

5. Transport entlang der Stufe (Stufendi®usion) zu Halbkristalllage.

6. Einbau in die Stufe (mit 3. Desolvation).

Desolvation=Umwandlung des Zustandes der molekularen Bausteine

ZUM N ACHDENKEN:
² Was ist der Unterschied zwischen homogener

und herterogener Keimbildung?

² Durch welche FlÄachen wird ein wachsender Kri-
stall begrenzt und warum?

3.2.1 Ein°u¼ der Erstarrungsw Äarme

Die Gestalt der KÄorner in einer erstarrenden Schmelze wird im Wesentlichen durch die Abfuhr der Er-
starrungswÄarme bestimmt. Diese kann entweder durch den wachsenden Kristall, oder durch die Schmelze
abgefÄuhrt werden. Erfolgt die W Äarmeabfuhr durch den Kristall, so ist der Temperaturgradient im Kri-
stall grÄo¼er, als in der Schmelze. WÄachst dann ein Kristall an der Erstarrungsfront vor, so gerÄat er in ein
Gebiet hÄoherer Temperatur und bildet sich zurÄuck. Auf diese Weise bleibt die Front eben und stabil.
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Abbildung 3.6: Temperaturverlauf an der Erstarrungsfront eines Kristalls bei WÄarmeabfuhr durch den Kristall.

Wird die W Äarme jedoch durch die Schmelze abgefÄuhrt, was der Fall ist, wenn die Schmelze bei der
Erstarrung stark unterk Äuhlt ist, so weist die Schmelze eine niedrigere Temperatur auf, als der Kristall.
Man erhÄalt eine Temperaturverlauf, wie er qualitativ in Abbildung 3.7 gezeigt ist.
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Abbildung 3.7: Temperaturverlauf an der Erstarrungsfront eines Kristalls bei WÄarmeabfuhr durch die Schmelze.

WÄachst in diesem Regime der KristallÄuber die Front hinaus, so wÄachst er sehr schnell weiter, da an ihm die
kalte Schmelze kristallisiert. Es bilden sich lange und dÄunne Kristalle, die sich hÄau¯g in andere Richtungen
weiter verzweigen. Diese Gebilde hei¼en Dendriten. In diesem Fall bewegt sich die Erstarrungsfront uneben
und nicht stabil.

Abbildung 3.8: Strukturbildung eines wachsenden Dendriten (T. Wilke)

Ein°u¼ von Fremdatomen

Fremdatome neigen bei der Erstarrung dazu, sich in der Schmelze anzureichern. Hierdurch wird die
Erstarrungstemperatur weiter abgesenkt. In Legierungen besteht in der Regel ein endlicher Temperatur-
bereich, in dem Schmelze und Kristall nebeneinander im Gleichgewicht stehen. Auf diesen Sachverhalt
wird im Zusammenhang mit den Phasendiagrammen im nÄachsten Kapitel eingegangen.

3.3 Erstarrung von Legierungen

Da es neben der KenntnisÄuber die Existenz und das Aussehen von Phasendiagrammen wichtig ist, diese
auch lesen zu kÄonnen, werden nun noch einige besondere Punkte bei der Erstarrung von mehrkompo-
nentigen Schmelzen herausgestellt und danach im Detail aufdie Phasendiagramme eingegangen. Da in
Legierungen die Schmelze und eine feste Phase durch ein HomogenitÄatsgebiet, in dem beide Phasen ne-
beneinander vorliegen, getrennt sind ist es wichtig zu verstehen, wie die Kristallisation einer festen Phase
von Statten geht.
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Kristallisiert man aus einer Schmelze bei einer festen Temperatur eine feste Phase aus, so haben Schmelze
und feste Phase eine nominell unterschiedliche Zusammensetzung, nÄamlich diejenige, an denen die Konode
bei der Temperatur die Solidus- beziehungsweise Liquiduslinie durchstÄo¼t. Im Zusammenhang mit der
Kristallisation wurde bereits die Problematik des WÄarme°usses besprochen. An dieser Stelle tritt noch das
Problem der Di®usion hinzu, da es zwischen Schmelze und fester Phase einen Konzentrationsunterschied
gibt, Auf Di®usionsprozesse wird spÄater noch einmal genauer eingegangen; an dieser Stelle betrachten
wir die isotherme Di®usion mit konstanten Di®usionskoe±zienten. Die Di®usion ist die Voraussetzung fÄur
die Beschreibung der Kinetik von FestkÄorperreaktionen, wobei eine inhomogene Konzentrationsverteilung
Voraussetzung fÄur die Di®usion ist. Diese ist zugleich die treibende Kraft.

j D = ¡ D
dx
dr

(3.8)

j D - Di®usionsstrom; D - Di®usionskonstante; dx
dr - Äortliche ÄAnderung der Konzentration. Dies ist das

sogenannte erste Ficksche Gesetz.
Wenn die WÄarme durch den Kristall abgeleitet wird ergibt sich ein Temperaturverlauf, wie er in den
rechten Teilbildern von Abbildung 3.9 fÄur verschiedene Di®usionszustÄande gezeigt wird. Die gestrichelten
Linien geben den Temperaturverlauf an der Erstarrungsfront beim Durchlaufen der Front wieder. Die
gepunktete Kurve gibt die Liquiduslinie der Schmelze wieder, die sich gemÄa¼ des Zustandsdiagramms
(oben) mit der ZusammensetzungÄandert. In den linken Bildern ist der Konzentrationsverlauf in der
festen Phase und der Schmelze bei der angegebenen Position der Erstarrungsfront als durchgezogene
Linie gezeichnet. Die gestrichelten Linien geben die Zusammensetzung von Kristall und Schmelze an der
Erstarrungsfront an. Von oben nach unten aufgetragen sind diese Bilder fÄur (1) beliebig schnelle Di®usion
in Schmelze und Kristall, (2) fÄur schnelle Di®usion in der Schmelze, aber praktisch keinerDi®usion in
der festen Phase und schlie¼lich (3) der stationÄare Zustand, der weder im Kristall noch in der Schmelze
eine endliche Di®usion aufweist.
VerlÄauft die Di®usion in beiden Phasen sehr schnell, so haben beide Phasen zu jedem Zeitpunkt ihre
Gleichgewichtszusammensetzung. Ist die Di®usion nur in der festen Phase gehemmt, so kommt es nur in
der Schmelze zum Konzentrationsausgleich und die Schmelzereichert sich mit fortschreitender Erstarrung
an Legierungsatomen bis weitÄuber die Grenzex2 hinaus an. Nach Abschlu¼ der Erstarrung verbleibt ein
Konzentrationsgradient im Kristall. Ist die Di®usion in be iden Phasen stark eingeschrÄankt, werden die
Legierungsatome, die nicht in den Kristall eingebaut werden, zwar an die Schmelze abgegeben, verbleiben
aber an der Erstarrungsfront, wo sie sich immer weiter anreichern, wÄahrend die Schmelze in weiterer Ent-
fernung zur Erstarrungsfront in ihrer urspr Äunglichen Zusammensetzung erhalten bleibt. An der Schmelze
kann sich die Konzentration bis maximal x2 anreichern, da dann der Kristall mit x0 erstarrt und damit
die Schmelze vonx0 auf x2 angereichert wird.
Die Zusammensetzung der SchmelzeÄandert sich in

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie verÄandert sich der Verlauf der Erstarrung

in Legierungen im Vergleich zur Erstarrung von
Elementen?

² Unter welchen Voraussetzungen kommt es zur
konstitutionellen Unterk Äuhlung?

² Warum kommt es bei der konstitutionellen Un-
terkÄuhlung zur Bildung von Dendriten?

dem dÄunnen Bereich, in dem die Fremdatome vorlie-
gen, sehr stark und entsprechend stark steigt die Li-
quidustemperatur, wie es im Diagramm ersichtlich ist,
von T2 auf T1. Wenn dieser Anstieg grÄo¼er als der
tatsÄachliche Temperaturgradient in der Schmelze ist
(ausgezogene Linie) dann ist die Temperatur kurz hin-
ter der Erstarrungsfront niedriger, als die Liquidusli-
nie der Schmelze mit der vorliegenden Zusammenset-
zung. In diesem Fall spricht man vonkonstitutionel-
ler Unterk Äuhlung , weil sie durch den zusammenset-
zungsabhÄangigen Zustand einer Legierung verursacht
wird.
Entsteht nun eine UnregelmÄa¼igkeit an der Erstarrungsfront und ragt diese vor, so wird sie von einem
Gebiet der Schmelze umgeben, das kÄalter ist, als die der Zusammensetzung entsprechenden Gleichge-
wichtstemperatur. In diesem Fall kommt es zu schnellem Wachstum in die konstitutionell unterk Äuhlte
Zone. Dies kann nur durch einen sehr steilen Temperaturgradienten verhindert werden. Konstitutionelle
Unterk Äuhlung ist gewÄohnlich eine Ursache von Dendritenbildung in Legierungen.
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Abbildung 3.9: Konzentrations- (links) und Temperaturverlauf (rechteTeilbilder) fÄur beliebig schnelle Di®usion in
Schmelze und Kristall, schnelle Di®usion in Schmelze, aber langsamer im Kristall, sowie langsame Di®usion in Schmelze
und Kristall (von oben nach unten). Durchgezogene Linien geben den Verlauf von Konzentration und Temperatur an
der Front wieder, wÄahrend die gestrichelten eine Funktion des Durchlaufens durch die Front sind.
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thermische Ausbreitung der Front
Bedingungen Schnitt Draufsicht GefÄugeeigenschaften

x

realT

Tfl

T
Nur reine Metalle und steile Temperaturgradienten machen
dies mÄoglich. Erstarrung als Einkristall /vielkristallines
GefÄuge, keine Mikroseigerung.
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rD

Zellstruktur entsteht bei geringen Verunreinigungen, die
sich auf Zellgrenzen anlagern. Im Allgemeinen schlechte
ZÄahigkeit, nur bei gerichteter Erstarrung gut in Richtung
der Achsen der Zellen.

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������

���������������T realT

flT

x

Dr

Dendriten entstehen bei hohem Gehalt an Verunrei-
nigungen oder Legierungselementen. Zuerst erstarren
Dendritenskelette mit von der Restschmelze abweichender
Zusammensetzung. Im Allgemeinen schlechte mechanische
Eigenschaften.

Tabelle 3.1: Ausbildung der Erstarrungsfront und der GefÄugeart in AbhÄangigkeit von der GrÄo¼e der konstitutionellen
UnterkÄuhlung



4
Reale Zustandsdiagramme und ihre
Interpretation

4.1 Grundlagen

Was zu beachten ist, wird hier anhand einer kurzen Wiederholung dargestellt - die grundlegenden Begri®e
binÄarer Systeme:

¤ Aufbau einer Legierung (Komponenten, GefÄuge, Phasen)

¤ Zustand einer Legierung (Gleichgewichtszustand, Zustandsvariable)

¤ Zustandsdiagramm einer Legierung (Zustandspunkte, PhasenrÄaume,
Hebelgesetz)

¤ Abk Äuhlverhalten einer Legierung (Wege der Zustandspunkte ohne
Phasenreaktion, sowie mit Zwei- und Dreiphasenreaktionen

¤ GefÄuge einer Legierung

fÄur alle Systeme
- eutektisch
- peritektisch
- MischungslÄucke
- vollst. mischbar

Reale Zustandsdiagramme werden oft sowohl durch den Massengehalt (Gewichts-Prozent) als auch durch
den Sto®mengengehalt (Atom-Prozent) dargestellt.

Massengehalt =
Masse der Komponente A

Gesamtmasse der Legierung
; wA =

mA

m
(4.1)

Sto®mengengehalt =
Anzahl der Atome der Komponente A

Gesamtzahl der Atome in der Legierung
; xA =

nA

n
(4.2)

Umrechnung:
Komponenten: A, B Sto®menge der Komponente:nA , nB Sto®menge der Legierung:n =
nA + nB =

P
i ni Sto®menge der Komponente:xA = N A

n Atomgewicht eines Atoms der Kom-
ponente:aA , aB Molgewicht: aA NA , aB NB Masse aller Atome A:mA = aA NA nA = aA NA xA n

Gesamtmasse aller Atome:m = aA NA xA n + aB NB xB n Massengehalte der Komponente:
wA = m A

m

wA =
aA xA

aA xA + aB xB + : : :

xA =
wA =aA

wA =aA + wB =aB + : : :

Je stÄarker die Atommassen der Komponenten voneinander abweichen, um so unterschiedlicher sind die
Skalen von Atom- und Masseprozent. Abbildung 4.1 zeigt das Phasendiagramm Sn-Pb als ein Beispiel fÄur
ein typisches eutektisches Phasendiagramm. Angegeben sind ausgezeichnete Temperaturen, das sind die
Schmelztemperatur von (reinem) Sn (232±C), von (reinem) Pb (327±C) sowie die eutektische Temperatur

65
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(183±C). DarÄuberhinaus sind ausgezeichnete Konzentrationen in Atomprozent angegeben, wobei in Klam-
mern die Werte fÄur Gewichtsprozent angegeben sind. Diese Konzentrationenbezeichnen die maximale
LÄoslichkeit von Pb in (Sn) bei 1:45 at:-%Pb, die maximale LÄoslichkeit von Sn in (Pb) bei 71 at:-%Pb,
sowie die eutektische Zusammensetzung bei 26 at:-%Pb. SelbstverstÄandlich sind die schon bekannten
PhasenrÄaume mit angegeben.
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Abbildung 4.1: Sn-Pb-Phasendiagramm

Ein geeignetes Experiment zur Ermittlung des Gleichge-
ZUM N ACHDENKEN:

² Welche Phasen und Koponenten sind in
Abbildung 4.1 dargestellt?

wichtszustandes ist die thermische Analyse. Hierbei wird
die Temperatur der Probe in AbhÄangigkeit von einer Re-
ferenztemperatur (i. A. gleicher Probenhalter ohne Pro-
be) und von der Rate der TemperaturÄanderung gemes-
sen. Bei jeder Phasenreaktion wird eine gewisse Reakti-
onswÄarme umgesetzt, die zusÄatzlich abgefÄuhrt / hinzu-

gefÄuhrt werden mu¼. Hierdurch wird zum Beispiel eine AbkÄuhlung mehr oder weniger verzÄogert. Es treten
zwei FÄalle auf:

1. Phasenumwandlung bei einer Temperatur:
VerzÄogerung der AbkÄuhlung, bis die gesamte Reakti-
onswÄarme abgefÄuhrt ist. In diesem Fall mu¼ die Reakti-
onswÄarme von der Probe abtransportiert werden, wodurch
in der Rate die Referenztemperatur davonlÄauft. In der soge-
nannten Di®erenzthermoanalyse verursacht dieses Verhal-
ten einen exothermen Peak. Bei PhasenÄubergÄangen bei ei-
ner Temperatur Äandert sich die Entropie sprunghaft. D

TOfen(t)

TProbe(t)

ReferenzT (t)
T

t

S

T

t

TS

2. Phasenumwandlung in einem Temperaturintervall:
(zum Beispiel bei dem Durchlaufen eines S +®-Bereiches) WÄahrend des gesamten Intervalls erfolgt
die Phasenumwandlung und verzÄogert die AbkÄuhlung. Die AbkÄuhlkurve wird °acher als die der
Referenz verlaufen, sie lÄauft verzÄogert ab. Die Entropie verÄandert sich wÄahrend der Umwandlung.
In Di®erenzthermoanalyse-Kurven wirkt sich dieses Verhalten in Kurven mit ver Äanderter Steigung
aus.

4.1.1 Die Phasenregel

Materie kann in drei AggregatzustÄanden (Phasen) vorliegen: fest, °Äussig und gasfÄormig. Generell exi-
stiert immer die Phase im thermodynamischen Gleichgewicht, deren freie Enthalpie die geringste ist. In
Abbildung 4.2 sind die freien Enthalpien der drei Phasen in AbhÄangigkeit von der Temperatur fÄur ein
beliebiges System aufgetragen.
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Abbildung 4.2: Freie Enthalpie der drei AggregatzustÄande eines beliebigen Systems.

Bei hohen Temperaturen ist die freie Enthalpie der Gasphaseam geringsten; dieser Zustand liegt im
thermodynamischen Gleichgewicht vor. Bei tiefen Temperaturen ist das Material fest. Der Existenzbereich
der drei Phasen wird in erster Linie durch die charakteristischen Temperaturen festgelegt:

Schmelztemperatur : °Äussig ­ fest
Siedetemperatur : °Äussig ­ gasfÄormig
Sublinationstemperatur : fest ­ gasfÄormig

Diese Temperaturen sind jedoch druckabhÄangig. Die Existenz einer Phase wird also im Druck-Temperatur-
Phasendiagramm durch einen Bereich beschrieben.
Am Knotenpunkt (=Tripelpunkt) sind alle drei Phasen mitein ander im Gleichgewicht. Vom Tripelpunkt
aus fÄur steigenden Druck und Temperatur ist der ÄUbergang °Äussig ­ gasfÄormig unstetig, bis der soge-
nannte kritische Punkt erreicht ist. Jenseits des kritischen Punktes verlÄauft der ÄUbergang kontinuierlich.

T*s T*b T*s T*b0

1

2

TP

kr. P.

p 
[m

ba
r]

T [ K ]

fest flüssig3p*

273.16

6.11

0

1

kr. P.

p 
[m

ba
r]

T [ K ]

festp*

5.01

flüssig

3

2

216.6

gasförmig gasförmigTP

Abbildung 4.3: Druck-Temperatur-Phasendiagramme von Wasser (H2O) und Kohlendioxid (CO2).

Die Existenzbereiche der Phasen im Gleichgewicht lassen sich qualitativ mit der Gibbschen Phasen-
regel beschreiben.

F = n ¡ P + 2 (4.3)

Hierin sind: F - Freiheitsgrade; P - Anzahl der Phasen; n - Anzahl der Komponenten.

¤ Komponenten sind die verschiedenen chemischen Elemente (Bausteine) aus denen das System
zusammengesetzt ist.

¤ Phasen sind physikalisch einheitliche Substanzen, wobei die chemische Zusammensetzung nicht
notwendigerweise einheitlich sein mu¼.

¤ Die Freiheitsgrade geben die Anzahl der SystemgrÄo¼en an, die unter bestimmten Bedingungen
noch frei wÄahlbar sind.
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Im Einsto®system (n = 1) gilt:
F = ¡ P + n + 2

i1 P=1 ) F = ¡ 1 + 1 + 2 = 2 ( p und T sind frei wÄahlbar)
i2 P=2 ) F = ¡ 2 + 1 + 2 = 1 ( p oder T ist frei wÄahlbar)
i3 P=3 ) F = ¡ 3 + 1 + 2 = 0 ( p und T sind fest vorgegeben)

Abbildung 4.4: Ausgezeichnete Punkte im Zustandsdiagramm von Wasser.

Da Schmelz- und Siedepunkt in Metallen nur schwach von demÄau¼eren Druck abhÄangen und der Druck
in der Regel der AtmosphÄarendruck ist, wird die Gibbsche Phasenregel in der Form F = n¡ P + 1 ( p =
konstant) verwendet, was in der Abbildung 4.4 einem isobaren Schnitt entspricht.
Das Aufschmelzen und Verdampfen bei konstantem Druck lÄa¼t sich recht einfach aus demp ¡ T-
Phasen~dia~gramm ermitteln. Man braucht lediglich bei dem gesuchten Druck eine horizontale Linie durch
das Diagramm zu ziehen (isobarer Schnitt). Diese Linie ist dasT-Zustandsdiagramm, die in Abbildung 4.5
aufgestellt gezeigt ist.

TSm TSi

TSi

TSm fest+flüssig

flüssig+gasförmig

flüssig

fest

0

kr. P.

p 
[m

ba
r]

T [ K ]

TP
fest

flüssig

T [ K ]
gasförmig

gasförmig

Abbildung 4.5: Zum isobaren Schnitt im Zustandsdiagramm.

4.1.2 Das Hebelgesetz

FÄuhrt man nun analoge Betrachtungen auch fÄur die anderen Temperaturen zwischenT2 und T4 (Abb. 1.3)
aus, dann ergeben sich im Zustandsdiagramm drei Bereiche: Einen Bereich einphasig °Äussiger ZustÄande
(S), der durch die sogenannteLiquiduslinie begrenzt wird, einen Bereich einphasig fester ZustÄande (®),
der durch die sogenannteSoliduslinie begrenzt wird und zuletzt einen linsenfÄormigen Bereich zweipha-
siger ZustÄande °Äussig / fest zwischen Liquidus- und Soliduslinie.

T3
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T4

T1

T2

+Sa

A B

T S

a

x

x x x
a S

Abbildung 4.6: Zustandsdiagramm eines vollstÄandig mischbaren Systems

Der zweiphasige Bereich bedeutet, da¼ ein System mit der summarischen Zusammensetzungx bei der
Temperatur T3 im Gleichgewicht aus einer °Äussigen Phase (S) mit der ZusammensetzungxS und einer
festen Phase (®) mit der Zusammensetzungx® besteht.
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Diese Zusammensetzungen ¯ndet man, indem man bei der Temperatur T3 horizontale Linien vom Punkt
der Zusammensetzungx zu der Solidus- und Liquiduslinie zieht. Diese Linien hei¼enKonoden . Es ist
trivial, da¼ bei einer konstanten Konzentration, die nicht einem reinen System entspricht (x = 0 oder
x = 1), die Temperatur nicht festgelegt ist, bei der Schmelze und feste Phase im Gleichgewicht stehen;
es gibt einen endlichen Schmelzbereich.
Bei einer gegebenen TemperaturT3 sind die Zusammensetzungenx® und xS stets die gleichen fÄur jede
beliebige Zusammensetzungx zwischenx® und xS. Hierbei entfÄallt auf die Phase ® ein Anteil

m® =
xS ¡ x

xS ¡ x® (4.4)

an der Gesamtmenge, wÄahrend auf die Phase S der Anteil

mS =
x ¡ x®

xS ¡ x® (4.5)

entfÄallt. Zwischen den Anteilen besteht die sogenannteHebelbeziehung

m®

mS =
xS ¡ x
x ¡ x® (4.6)

Es gilt ja:

m = m® + mS

mx = m®x® + mSxS

mx = m®x + mSx

m®(x ¡ x®) = mS(xS ¡ x)

m®

mS =
(xS ¡ x)
(x ¡ x®)

q.e.d. (4.6)

Diese GesetzmÄa¼igkeiten tre®en auf alle Zweiphasengebiete zu, sie geltenalso auch fÄur das MengenverhÄalt-
nis von zwei festen Phasen. Generell gilt: je dichter eine mittlere Konzentration an der Liquiduslinie ist,
desto grÄo¼er ist der Anteil an °Äussiger Phase im Gleichgewicht. Das Entsprechende gilt fÄur eine Konzen-
tration nahe der Soliduslinie. Der Name Hebelgesetz ist ausder Mechanik entliehen: Ein gro¼er Anteil
der einen Phase mit einem kurzen Hebel steht im Gleichgewicht, oder hÄalt sich die Waage, mit einem
kleinen Anteil der anderen Phase, die jedoch an einem langenHebel hÄangt.
Die Konzentration der ° Äussigen Phase kann grÄo¼er

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie gro¼ sind die Anteile der Phasen, in die ei-

ne Sn¡ 60at:-%Pb-Legierung bei T = 250±C
zerfÄallt (s. Abb. 4.1)?

oder kleiner sein, als die der festen Phase. Ent-
sprechend fÄallt die Liquiduslinie (und die Solidusli-
nie) mit steigender Konzentration ab, oder steigt an.
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4.1.3 Verlauf der Kristallisation
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Abbildung 4.7: Verlauf der Erstarrung eines zweikomponentigen Systems

Ist eine °Äussige Phase (S) der Zusammensetzungx1 gegeben undÄuberschreitet sie durch AbkÄuhlung
die Liquiduslinie beim Punkt i1 , so entstehen Kristalle der Phase® entsprechend dem Punkt i2 mit der
Zusammensetzungx2. In einem geschlossenen System verschiebt sich dadurch dieZusammensetzung der
° Äussigen Phase im Diagramm nach links. Um den Fortgang der Kristallisation aufrechtzuerhalten mu¼
die Temperatur weiter herabgesenkt werden und der Zustand der ° Äussigen Phase verschiebt sich entlang
der Liquiduslinie in Richtung Punkt i4 . Der entsprechende Gleichgewichtszustand der Phase®, der den
neu entstehenden Kristallen zukommt, verschiebt sich entlang der Soliduslinie in Richtung auf Punkt

i3 . Damit be¯ndet sich aber die zuerst entstandene Kristallsubstanz nicht mehr im Gleichgewicht. Um
das Gleichgewicht zu bewahren, mu¼ sich auch die Zusammensetzung der vorher entstandenen Kristall-
substanz kontinuierlich entlang der Soliduslinie Äandern, das hei¼t es mu¼ ein stÄandiger Sto®austausch
zwischen der bereits ausgeschiedenen Kristallphase und der ° Äussigen Phase statt¯nden. Unter diesen
UmstÄanden hat der letzte Tropfen der °Äussigen Phase schlie¼lich entsprechend dem Zustandi4 die Zusam-
mensetzungx4 und die gesamte kristalline Phase® entsprechend dem Zustand i3 wieder die ursprÄungliche
Zusammensetzungx1.
Allerdings ¯ndet im Experiment oft der zur Einstellung des G leichgewichts erforderliche Sto®austausch
mit der bereits kristallisierten Phase aus kinetischen GrÄunden nicht, oder nur unvollstÄandig statt, soda¼
die Kristallisation mit einer sogenannten Seigerung verbunden ist. Diese Seigerung geht dannÄuber die
Punkte i4 beziehungsweisei3 hinaus, wodurch die Phasen auch Zusammensetzungen aufweisen kÄonnen,
die lokal Äuber die Grenzen vonx1 beziehungsweisex4 hinausreichen.

4.2 Eutektische Systeme

Betrachten wir die Sn-Pb Legierung mit xPb = 50 (at :-)% bei 150±C. Bei dieser Temperatur kann
Zinn maximal 1% Blei lÄosen und Blei kann maximal 17% Zinn lÄosen. Die Legierung mu¼ also in eine
zinnreiche und eine bleireiche Phase aufspalten. Der Phasenzustandspunkt der (Sn)-Phase liegt nun im
(Sn)-Phasenraum bei 150±C und maximaler Pb-LÄoslichkeit, also auf der (Sn)-Phasengrenze. Analoges gilt
fÄur die (Pb)-Phase.
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Abbildung 4.8: Sn-Pb-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten einerSn ¡ 80at:-%Pb-Legierung

Beim AbkÄuhlen einer Sn¡ 80at:-%Pb-Legierung kommt es beiT = 310±C zunÄachst zum ÄUbergang in das
S + (Pb)-Zweiphasengebiet. Entsprechend der Gleichgewichtsbedingung scheidet entlang der Konoden
ein (Pb)-Mischkristall mit der Zusammensetzung Sn¡ 95at:-%Pb aus. Bei weiterer AbkÄuhlung verschiebt
sich die Konzentration der Schmelze entlang der Liquiduslinie und die Konzentration der ausgeschiedenen
(Pb)-Mischkristalle ver Äandert sich entsprechend dem Verlauf der Soliduslinie mit sinkender Temperatur.
Je niedriger die Temperatur ist, um so grÄo¼er wird der Sn-Anteil im Mischkristall. Dies geschieht bis
bei T = 260±C keine Restschmelze mehr vorhanden ist. Der Mischkristallsei an dieser Stelle homogen.
Bei weiterer AbkÄuhlung erreicht der Mischkristall T = 160±C, wo er erneut in eine Sn-reiche und eine
Pb-reiche feste Phase aufspaltet. Bei der AbkÄuhlung von 150±C bis zu 100±C Äandern sich die Hebelarme
der Konoden. Daher kommt es zu einer Phasenreaktion von (Pb)! (Sn).
Beim AbkÄuhlen einer Legierung mit einer nominellen Zusammensetzungvon Sn¡ 50at:-%Pb geschieht
nun Folgendes: Es sei angemerkt, da¼ dieser VerlaufÄaquivalent fÄur jede Zusammensetzung ist, deren
Zusammensetzung zwischen den Konzentrationen von maximaler LÄoslichkeit der beteiligten Komponenten
ineinander ist.
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Abbildung 4.9: Sn-Pb-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten einerSn ¡ 50at:-%Pb-Legierung

Oberhalb der Liquiduslinie liegt die Schmelze einpha-
ZUM N ACHDENKEN:

² Unterhalb welcher Temperatur(en) kommt es
bei der Sn¡ 50at:-%Pb- bzw. Sn¡ 80at:-%Pb-
Legierung zur Bildung der (Sn)-Phase?

sig vor. Sobald der Legierungszustandspunkt unter
T = 245±C fÄallt wird die Schmelze instabil und es
scheidet sich der (Pb)-Mischkristall aus der Schmelze
aus. Mit weiter sinkender Temperatur verÄandern sich
die Konzentrationen von Schmelze und Mischkristall
entsprechend der Vorgaben von Liquidus- und Solidus-
linie, wobei sich stÄandig (Pb) aus der Schmelze ausscheidet. Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel einer
Sn¡ 80at:-%Pb-Legierung erreicht die Zusammensetzung des Mischkristalls nicht die nominelle Zusam-
mensetzung der Legierung (der Verlauf der Soliduslinie schneidet nicht die xPb = 50%- Linie) und es
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wird nicht alle Schmelze in den (Pb)-Mischkristall umgewandelt. Bei T = 183±C hat die Schmelze ihren
tiefsten Punkt im Zustandsdiagramm erreicht (xPb = 26%), aber zu diesem Punkt besteht die Legierung
noch zu 47% aus Schmelzphase (Hebelgesetz!). Die noch in derProbe vorhandene Schmelze kann nicht
weiter abgekÄuhlt werden, sondern mu¼ vollstÄandig zerfallen; und zwar in die (Sn)- ud (Pb)-Phase. Diese
Phasenreaktion endet erst mit dem vollstÄandigen Zerfall der S-Phase. Dies ist die eutektische Reaktion,
daher sagt man auch die Restschmelze erstarrt eutektisch. Nachdem diese Reaktion abgelaufen ist, sind
nur noch (Sn) und (Pb) Mischkristalle vorhanden. Die Restschmelze nimmt knapp oberhalb der eutek-
tischen Temperatur einen Anteil von 38% ein (Hebelgesetz).Diese Restschmelze erstarrt zu 65% in (Sn)
und 35% in (Pb). Das GesamtverhÄaltnis in dem Gemisch betrÄagt bei T = 183±C gemÄa¼ der Hebelbezie-
hung 70% (Pb) zu 30% (Sn). WiederÄandern sich die Hebelarme der Konoden bei sinkender Temperatur
und es kommt zu der Reaktion (Pb) ! (Sn). Aus den Pb-reichen Mischkristallen scheidet sich Sn aus,
das sich an den Sn-reichen Mischkristallen anlagert. BeiT = 100±C betrÄagt das VerhÄaltnis im GefÄuge
54% (Pb) zu 46% (Sn).
Jede Sn-Pb-Legierung zwischen 1:47at:-%Pb und 71at:-%Pb besitzt bei T = 183±C drei stabile Phasen:
S, (Sn) und (Pb). Dieser Dreiphasenraum ist zu einer Linie entartet.
Bisher wurden die Bezeichnungen (Pb) und (Sn) verwendet ohne sie zu erklÄaren. Hierbei handelt es sich
um die Bezeichnung fÄur einphasige (!) Mischkristalle unter Angabe ihrer Hauptkomponente. NatÄurlich
¯ndet man in einem (Pb)-Mischkristalle Sn-Atome (sofern das zugrundeliegende Phasendiagramm das
von Sn-Pb ist :-). Mischkristalle sind feste LÄosungen von Atomen. Da die feste Phase in metallischen
Werksto®en kristallin ist, bezeichnet man diese als Mischkristalle. Entsprechend ihrer atomaren Anord-
nung unterscheidet man systematisch zwei Arten von Mischkristallen, nÄamlich die interstitiellen und die
substitutionellen Mischkristalle . Bei interstitiellen Mischkristallen be¯nden sich die Legierungsatome
auf ZwischengitterplÄatzen des Matrixgitters, wÄahrend bei Substitutionsmischkristallen die Legierungsato-
me auf regulÄaren Gitterpl Äatzen sitzen. Interstitielle Mischkristalle sind dann typ isch anzutre®en, wenn
die Legierungsatome sehr viel kleinere Atomradien aufweisen, als die Matrixatome.

Abbildung 4.10: Formen der Mischkristallbildung interstitiell (links) und substitutionell (rechts)

4.2.1 Das Gef Äuge einer eutektischen Legierung

Anhand mehrere Zusammensetzungen soll nun die Bildung des GefÄuges beim AbkÄuhlen von Schmelzen
eutektischer Systeme erklÄart werden. ZunÄachst wird eine Sn¡ 60at:-%Pb-Legierung betrachtet.
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Abbildung 4.11: Sn-Pb-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten einerSn ¡ 60at:-%Pb-Legierung
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Oberhalb von 260±C ist die Legierung °Äussig. Das GefÄugebild
zeigt einzig und alleine die Schmelzphase. i1

Unterhalb von 260±C beginnt die feste (Pb)-Phase aus der
Schmelze auszuscheiden. Im GefÄuge erkennt man die Schmelze
und einzelne (Pb)-Mischkristalle (PrimÄarkristalle). i2

Der Anteil der Kristalle wird mit weiter absinkender Tempe-
ratur entsprechend dem Hebelgesetz grÄo¼er. i3

Ist die eutektische Temperatur erreicht wird keine weitere
(Pb)-Phase mehr ausgeschieden. In einer gewissen Zeit erstarrt
bei dieser Temperatur die restliche Schmelze eutektisch i4

Das eutektische GefÄuge umgibt die zuerst erstarrten (Pb)-
Mischkristalle. Das GefÄuge selbst ist eine feinkÄornige/lamellare
Mischung aus (Sn) und (Pb) Kristallen. i5

KÄuhlt man eine Schmelze mit eutektischer Zusammensetzung ab, so liegt oberhalb der eutektischen
Temperatur alleine die Schmelze vor. Bei der eutektischen Temperatur bildet sich das eutektische GefÄuge

i2 , welches bis zu tiefen Temperaturen bestehen bleibt (s. Abb. 4.12).
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Abbildung 4.12: Sn-Pb-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerSn¡ 26at:-%Pb-Legierung
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Abbildung 4.13: Sn-Pb-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerSn¡ 10at:-%Pb-Legierung
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Im Verhalten einer Sn ¡ 10at:-%Pb-Legierung beob-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wie Äau¼ert sich die Hebelbeziehung bei der
GefÄugeentwicklung?

² Wie entwickelt sich das GefÄuge einer Sn¡
80at:-%Pb-Legierung bei AbkÄuhlung von 300±C
auf 100±C?

achtet man einen Äahnlichen Ablauf, wie er fÄur die
Sn ¡ 80at:-%Pb-Legierung beobachtet wurde. Der Un-
terschied liegt in der primÄaren Ausscheidung der (Sn)-
Phase. Man unterscheidet zwischen hypo- und hyper-
eutektisch, je nachdem, ob die Zusammensetzung vor,
oder nach der eutektischen Zusammensetzung liegt.

4.3 Kornseigerung

Abbildung 4.14 zeigt den AbkÄuhlvorgang einer Sn-Pb-Legierung mit Sn¡ 80at:-%Pb im Zustandsdia-
gramm
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Abbildung 4.14: Sn-Pb-Phasendiagramm: Seigerung

Von 310±C bis 260±C lÄauft der Zustandspunkt der festen (Pb)-Phase entlang der Soliduslinie nach links (zu
geringeren Pb-Gehalten hin) herunter. Die Phase wird daheralso stÄandig zinnreicher und bleiÄarmer. FÄur
ein aus der Schmelze kristallisierendes (Pb)-Korn bedeutet dies, da¼ es stÄandig seinen Komponentengehalt
Äandern mu¼. Aus der Schmelze mÄussen Sn-Atome in das Teilchen hinein di®undieren und Pb-Atome
mÄussen umgekehrt aus dem Teilchen heraus. Dieser Proze¼ benÄotigt Zeit und zwar um so mehr, je lÄanger
der Weg ist (und auch je grÄo¼er das Korn wird). So stellt sich der Gleichgewichtszustand in der Mitte
des Kornes langsamer als am Rand ein. Wird die Legierung zu schnell abgekÄuhlt, so kann der eben
beschriebene Austausch nicht vollstÄandig statt¯nden und die (Pb)-K Äorner sind in der Mitte bleireicher,
als an ihren Ober°Äachen. Diese Erscheinung einer KonzentrationsÄanderung von Kornmitte zum Rand hin
nennt man Kornseigerung. Sie tritt nur bei schneller AbkÄuhlung auf.
Die Konzentrationsverschiebung im Korn bewirkt, da¼ mehr Blei in dem (Pb) Mischkristall gel Äost ist,
als es durch die Soliduslinie vorgegeben ist. Es wird also mehr Blei in den Kristall eingebaut, als es das
Phasendiagramm zulÄa¼t. Demzufolge ist noch Restschmelze vorhanden, obwohl beider Temperatur von
260±C die Schmelze schon aufgebraucht sein mÄusste. Der Phasenzustandspunkt der Restschmelze lÄauft
einfach entlang der Liquiduslinie weiter nach unten (und kann unter UmstÄanden sogar das Eutektikum
erreichen).
Der Zustand einer Legierung hÄangt aber nicht nur von den Zustandsvariablen ab, sondern auch in einem
starken Ma¼e von den Vorbedingungen, da thermodynamische Prozesse immer in endlicher Zeit ablaufen.
In besonderen FÄallen reicht die Zeit nicht aus, um einen Proze¼ abzuschlie¼en und die Probe ins Gleich-
gewicht zu ÄuberfÄuhren. Dies soll an folgendem Beispiel verdeutlicht werden: Bei T = 183±C sind in einer
Sn-Pn-Legierung mit 1; 45at:-%Pb die Pb-Atome in Sn gelÄost. KÄuhlt man die Probe auf 100±C ab, so
kÄonnen praktisch keine Pb-Atome mehr in (Sn) gelÄost werden (¿ 0:1at:-%Pb). Die Pb-Atome ballen sich
zu mikroskopisch kleinen Inseln zusammen und be¯nden sich nicht mehr in L Äosung, das hei¼t im Misch-
kristall. Dieser weist dann entsprechend der Thermodynamik eine wesentlich geringere Pb-Konzentration
auf, als die Probe in ihrer Gesamtheit. Diese Pb-KÄorner bilden sich allerdings nur, wenn man die Pro-
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be langsam genug abkÄuhlt; geschieht dies hingegen schnell kÄonnen sich die Atome nicht mehr zu Inseln
zusammenballen, da ihre Beweglichkeit stark eingeschrÄankt ist. Die Atome bleiben an ihren PlÄatzen und
das GefÄuge, welches der Mischkristall beiT = 183±C hat wird eingefroren.
Dies wirkt sich auch auf die Werksto®eigenschaften

ZUM N ACHDENKEN:
² Unter welchen Voraussetzungen kommt es zur

Kornseigerung?

² Bis zu welcher Konzentration kann eine Schmel-
ze abgereichert werden,wenn die feste Phase eine
Seigerung zeigt?

aus. So weist eine langsam abgekÄuhlte Legierung we-
sentlich hÄohere Festigkeits-Werte auf. Die Verformung
eines Metalls erfolgt durch Abgleiten von Atomebenen
aufeinander. Durch das Auftreten der Inseln von Frem-
datomen (=Ausscheidungen) wird dieses Abgleiten er-
schwert; das Material wird hÄarter. Die HÄartungsmecha-
nismen werden im zweiten Teil dieser Vorlesungsreihe
im Detail besprochen.
Das Verhalten einer Legierung, deren Zusammensetzung im einphasigen Bereich liegt zeigt nichts Spek-
takul Äares.
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Abbildung 4.15: Sn-Pb-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerSn¡ 90at:-%Pb-Legierung

ZunÄachst kristallisiert ein Teil der Schmelze aus, sobald die Liquidustemperatur unterschritten ist und
sobald die Solidustemperatur unterschritten ist liegt der einphasige feste Zustand vor.

4.4 Vollmischbare Systeme

Das in Abbildung 4.15 gezeigte wenig spektakulÄare Verhalten wiederholt sich fÄur Systeme mit vollstÄandi-
ger Mischbarkeit, wie es in Abbildung 4.16 am System Cu-Ni gezeigt wird.
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Abbildung 4.16: Cu-Ni-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerCu ¡ 50at:-%Ni-Legierung
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4.5 Systeme mit Mischungsl Äucke

Wie bereits besprochen gibt es noch andere Formen von Zustandsdiagrammen mit vollstÄandiger LÄoslich-
keit der Komponenten. In Abbildung 4.17 berÄuhren sich Solidus- und Liquiduslinie in einem Punkt
mittlerer Konzentration. Als Beispiel ist das Au-Ni-Phasendiagramm gezeigt.
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Abbildung 4.17: Au-Ni-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerAu ¡ 70at:-%Ni-Legierung

Dieses Au-Ni-Phasendiagramm ist gleichzeitig ein Beispiel fÄur eine MischungslÄucke in der festen Phase.
Unterhalb von T = 812±C sind die Komponenten nicht mehr in allen Konzentrationsbereichen mischbar;
mit sinkender Temperatur nimmt der Bereich der Mischbarkeit immer mehr ab und die MischungslÄucke
weitet sich aus.
Beide Phasen werden® (also ®0 und ®00) genannt, weil sie im Zustandsdiagramm zum gleichen Phasen-
raum gehÄoren. Die Striche sollen ausdrÄucken, da¼ es sich trotzdem um zwei verschiedene Phasen handelt,
da die jeweiligen Komponentengehalte verschieden sind. Diese Phasen bilden eine sogenannte kohÄarente
Grenz°Äache, da die Phasen praktisch keine unterschiedlichen Gitterparameter haben.

4.6 Peritektische Systeme

Im Fall von peritektischen Systemen kommt es genauso zur Bildung reiner Mischkristalle (Os) oder
(Rh), wie es in Abbildung 4.18 gezeigt ist. Von besonderer Bedeutung ist nun die peritektisch gebildete
Phase (Os) + (Rh). Peritektisch schmelzende Legierungen werden vor allem dann beobachtet, wenn die
Schmelzpunkte der reinen Komponenten stark unterschiedlich sind.
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Abbildung 4.18: Os-Rh-Phasendiagramm: Ein Beispiel fÄur ein (rein) peritektisches System

Die nun folgende Beschreibung der peritektischen Phasenbildung lÄa¼t sich jedoch einfacher fÄur eine pe-
ritektisch schmelzende Phase durchfÄuhren, die nicht einen so ausgedehnten Existenzbereich beider pe-
ritektischen Temperatur aufweist. Daher ist in Abbildung 4 .19 das Au-Bi-Phasendiagramm gezeigt. Das
sich an das Peritektikum bei 33at:-%Bi noch ein Eutektikum bei 81at:-%Bi anschlie¼t, soll hier nicht
weiter stÄoren. Die LÄoslichkeit der Komponenten ineinander ist so niedrig, da¼ hier die (Au)-, (Bi)- und
(Au 2Bi)-Phasen zu Strichen entartet sind.
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Abbildung 4.19: Au-Bi-Phasendiagramm

Die intermetallische Phase Au2Bi zerfÄallt bei 373±C. Die von (Au) ausgehende LiquiduslinieÄuberdeckt
diese Phase, daher spricht man auch von peritektischerÄUberdeckung. Die Phase Au2Bi kann nicht beim
Aufheizen direkt in die SchmelzeÄubergehen, sie zerfÄallt in eine feste (Au)-Phase und eine Au-Äarmere
Schmelze.
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Abbildung 4.20: Au-Bi-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerAu ¡ 33at:-%Bi-Legierung

Der AbkÄuhlvorgang einer Legierung mit Au¡ 33at:-%Bi verlÄauft entsprechend umgekehrt. Zuerst scheidet
sich (Au) aus der Schmelze aus. Bei 373±C reagiert das bereits ausgeschiedene (Au) mit der Schmelze
und bildet Au 2Bi. Erst wenn (Au) und die Schmelze vollstÄandig verbraucht sind, ist die peritektische
Reaktion abgeschlossen. Es liegt alleine Au2Bi vor.
Im Folgenden werden die AbkÄuhlungen zweier charakteristischer Au-Bi-Legierungen mitAu ¡ 20at:-%Bi
und Au ¡ 40at:-%Bi besprochen. Dabei soll die peritektische Dreiphasenreaktion mit ihrem Ein°u¼ auf
das GefÄuge erlÄautert werden.
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Abbildung 4.21: Au-Bi-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerAu ¡ 20at:-%Bi-Legierung
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Unterhalb der Liquidustemperatur wird (Au) ausgeschieden, wÄahrend der AbkÄuhlung wÄachst die (Au)-
Phase stÄandig. Bei 373±C wird die Au 2Bi-Phase stabil. Jetzt reagieren die Restschmelze und die (Au)-
Phase miteinander und bilden Au2Bi. Diese neue Phase entsteht dort, wo die S- und die (Au)-Phase sich
berÄuhren, das hei¼t die (Au)-Kristalle werden durch die Reaktion mit der Schmelze mit einer Au2Bi-
Schicht Äuberzogen (in den GefÄugebildern die graue Phase). Von diesemÄUberzug stammt auch der Name
des Peritektikums (= das Herumgebaute). Mit fortschreitender Reaktion wÄachst die Au2Bi-Phase auf Ko-
sten der (Au)-Phase und der Schmelze. Erst wenn die Schmelzeoder die (Au)-Phase verbraucht ist endet
die peritektische Phasenreaktion. Im Fall der Au¡ 20at:-%Bi-Legierung liegt dann nur noch nicht umge-
wandelte/reagierte (Au)-Phase vor, wÄahrend im Fall der Au ¡ 33at:-%Bi-Legierung sowohl die Schmelze
als auch die (Au)-Phase vollstÄandig miteinander reagieren konnten und die peritektischePhase Au2Bi
gebildet haben. LÄage die Zusammensetzung bei Au¡ 40at:-%Bi, so wÄare die gesamte (Au)-Phase mit der
Schmelze zu Au2Bi reagiert, wobei in diesem Fall aber noch SchmelzeÄubrig bliebe. Diese erstarrt dann
eutektisch zu (Au2Bi) und (Bi).
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Abbildung 4.22: Au-Bi-Phasendiagramm: AbkÄuhlverhalten und GefÄugeentwicklung einerAu ¡ 40at:-%Bi-Legierung

ZUM N ACHDENKEN:
² Unter welchen Voraussetzungen kommt es

zur Bildung des peritektischen Zustandsdia-
gramms?

² Wie entwickelt sich das GefÄuge einer
Os ¡ 20at:-%Rh-Legierung (s. Abb.;4.18)
bei AbkÄuhlung und wie erfolgt der Verlauf der
Kristallisation?
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4.7 Allgemeine Systeme

Prinzipiell lassen sich die bisher gezeigten AbkÄuhlverhalten auf alle anderen - auch wesentlich kom-
plizierteren - binÄaren PhasendiagrammeÄubertragen. Als Beispiel ist in Abbildung 4.23 das Ag-Sn-
Phasendiagramm gezeigt. Hier sind vier reine feste Phasen und die Schmelze zu erkennen:®, ¯ , ° , ¯ ¡ Sn
und S.
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Abbildung 4.23: Ag-Sn-Phasendiagramm

® ist der (Ag)-Mischkristall, der sich oberhalb von 724±C aus der Schmelze herstellen lÄa¼t, vorausgesetzt
die Sn-Konzentration in der Schmelze ist hinreichend klein. Der Erstarrungsverlauf entspricht in diesem
Bereich dem einer vollstÄandig mischbaren Legierung - aber nur in diesem Bereich! Unterhalb von 724±C
wird die Phase¯ peritektisch gebildet. Dieser Verlauf ist von der Diskussion Äuber peritektische Zustands-
diagramme, wie z. B. Au-Bi bekannt. Hierbei gilt lediglich zu beachten, da¼ nurÄuber einen Ausschnitt
des Phasendiagramms diskutiert wird, anstelle des gesamten Systems. In diesem Fall wird die peritektisch
gebildete Phasē im Konzentrationsbereich xSn · 52at:-% betrachtet.
Bei der Diskussion und Betrachtung von Schmelz- oder ErstarrungsvorgÄangen ist primÄar der Dreiphasen-
raum von Bedeutung. Dieser ist durch die horizontale Linie von 13; 3at:-% · xSn · 21at:-% beiT = 724±C
gegeben. In gleicher Weise ¯ndet man ein Peritektikum bei 24; 6at:-% · xSn · 53at:-% bei T = 480±C,
welches im Bereich vonT = 400±C bis 600±C und von 20at:-%Sn bis 60at:-%Sn betrachtet wird. Die pe-
ritektisch schmelzenden Zusammensetzungen̄, oder ° werden jeweils von zwei Phasen gebildet, nÄamlich
® und S im Fall von ¯ , sowie¯ und S im Fall von ° .
Man ¯ndet einen dritten Bereich, der das Phasendiagramm charakterisiert, n Äamlich das Eutektikum bei
96; 5at:-%Sn undT = 221±C. Wieder betrachtet man nur einen Ausschnitt; 25at:-%Sn< x und T < 480±C
und kann den Ausschnitt auf die bekannte Struktur eines eutektischen Phasendiagramms zurÄuckfÄuhren.
Auf diese Weise kann jedes beliebige auch noch so komplizierte Phasendiagramm in Ausschnitte um die
entsprechenden DreiphasenrÄaume zerlegt und verstanden werden.
Bei der PrÄaparation von Phasen, denen ein solches Zustandsdiagramm zugrunde liegt, stellt sich die
Angelegenheit schon komplizierter dar. Es wurde bereits erwÄahnt, da¼ die Phasenbildung ein thermody-
namischer Proze¼ ist, der viel Zeit in Anspruch nehmen kann.Will man zum Beispiel eine Phase¯ mit
einer nominellen Zusammensetzung von 17at:-%Sn herstellen verfÄahrt man wie folgt. Man k Äuhlt diese
Zusammensetzung aus der Schmelze ab, somit erstarrt zunÄachst ®, bis sich die Zusammensetzung der
Schmelze bis zum peritektischen Punkt (xSn = 21at :-%) verschoben hat. An dieser Stelle reagieren®
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und S zu ¯ , bis ® komplett umgewandelt wurde. Dieser Vorgang kann sehr langedauern. KÄuhlt man
die Legierung weiter ab, bevor der Vorgang abgeschlossen ist, wird immer ein Anteil prim Äar erstarrten
®-Mischkristalles im GefÄuge zu ¯nden sein. Da aber in diesem Fall mehr Schmelze vorhanden ist, als nÄotig
wÄare, um die gesamte®-Phase umzuwandeln wird der Proze¼ schneller voranschreiten. In dem Fall, in
dem direkt die peritektische ZusammensetzungxSn = 14; 5at:-% kristallisieren soll, kann die Verweildauer
extrem lang sein, da die ganze Probe in ihrem Volumen homogenisiert werden mu¼, wÄahrend in dem be-
sprochenen Fall lediglich die Sn-KonzentrationÄuber eine gewisse Schwelle geschoben werden mu¼. KÄuhlt
man die Legierung weiter ab, so scheidet sich̄ aus der Schmelze aus, bis die Konzentration der̄ -Phase
einen so gro¼en Wert angenommen hat, da¼ alle Schmelze umgewandelt wurde. Es liegt nun ein reiner
¯ -Mischkristall vor, der noch Konzentrationsschwankungenaufweist, die leicht durch GlÄuhbehandlungen
ausgeglichen werden kÄonnen.
Die PrÄaparation der ° -Phase verlÄauft Äaquivalent. Will man hingegen eine ausscheidungsgehÄartete ¯ + ° -
Phase herstellen, benÄotigt man noch mehr Zeit, da man diese nicht direkt aus der Schmelze herstellen
kann. ZunÄachst wird ¯ auskristallisiert (wie im Fall der Au ¡ 20at:-%Bi-Legierung), das mit der Schmelze
zu ° reagiert, aber im ÄUberschu¼ vorliegt, soda¼ noch̄-Phase vorhanden bleibt, wenn die gesamte
Schmelze mit ¯ zu ° umgewandelt wurde.
Jede Zusammensetzung im Bereich 52< x Sn < 100at:-% erstarrt eutektisch zu ° und (¯ ¡ Sn). Zu-
sammensetzungen im Bereich 26; 5 < x Sn < 52at:-% sollten dies auch tun, wobei auch hier wieder ein
hinreichend langsamer PrÄaparationsverlauf vorausgesetzt wird. In diesem Bereich kristallisiert n Äamlich
zunÄachst die ¯ -Phase aus, die dann wieder mit der Schmelze zur° -Phase umgewandelt werden mu¼. Sie
bleibt jedoch als GefÄugebestandteil erhalten, wenn die peritektische Phasenreaktion nicht abgeschlossen
ist, bevor die Legierung unter die peritektische Temperaturvon T = 480±C abgekÄuhlt wurde.
Will man den Proze¼, eine peritektische Phase zu erstarren beschleunigen, so mu¼ man erreichen, da¼
die Schmelze eine andere Zusammensetzung hat, als die der festen Phasen. DarÄuberhinaus mÄussen die-
se Zusammensetzungen (peritektische fÄur die feste Phase und die Zusammensetzung des peritektischen
Punktes fÄur die Schmelze - 14; 5at:-%Sn fÄur ¯ und 21at:-%Sn fÄur S) wÄahrend des ganzen Kristallisations-
vorganges konstant bleiben. Nach dem bisher Bekannten ist dies unmÄoglich, da eine Schmelze an einer
Komponente angereichert wird, sobald Bestandteile kristallisieren, die eine geringere Konzentration die-
ser Komponente aufweisen. Der Ausweg ist z. B. das Zonenschmelzen. NÄahrstab und Ziehstab haben die
peritektische Zusammensetzung, wÄahrend die °Äussige Zone dazwischen die Zusammensetzung des peri-
tektischen Punktes aufweist. Nun braucht man nur noch dafÄur zu sorgen, da¼ immer gleich viel Material
in die Schmelze nachgefÄuhrt wird, wie auskristallisiert. Weiterhin mu¼ das Volumen der Schmelzzone
konstant gehalten werden, was sich in der Praxis oft als die grÄo¼te Herausforderung erweist. Hierdurch
wird ein stationÄarer Zustand erreicht, mit dem man peritektische Phasen schnell und in grÄo¼erer Menge
kristallisieren kann.
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4.8 Beispiel: Stahl

Stahl spielt in der Technologie von heute eine wichtige Rolle, daher ist das zugrundeliegende Fe-C-
Phasendiagramm so wichtig, da¼ es an dieser Stelle vorgestellt wird.
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Abbildung 4.24: Das Fe-C- oder auch Stahl-Phasendiagramm

Das Zustandsdiagramm wird im Wesentlichen durch das Eutektikum bei 4; 26wt:-%C und die eutektoide
Reaktion bei 0:69wt:-%C bestimmt. Die einzelnen PhasenrÄaume haben besondere Namen:

¤ Ledeburit : Eutektikum bei 4 ; 26wt:-%C, sowie die Phasen dieser Zusammensetzung

¤ Perlit : eutektoide Reaktion bei 0:69wt:-%C

¤ Ferrit : reines Eisen unterhalb von 911±C (bcc)

¤ ±-Fe : bcc-Hochtemperaturphase des Eisens

¤ Austenit : fcc-Phase des Eisens zwischen den beiden vorher genannten

¤ Zementit : scheidet sich mit x > 4; 26wt:-%C eutektisch aus der Schmelze aus (Fe3C)

¤ Martensit : entsteht aus Austenit bei schneller AbkÄuhlung

Eigenschaften Ferrit - Perlit - Zementit
! Festigkeit und SprÄodigkeit nimmt zu
! Umform- und Zerspanbarkeit nimmt ab

Der Zusatz von Kohlensto® in Eisen erweitert das° -Feld des Austenit und schlie¼t den Existenzbereich
von ® auf der Temperaturachse. Maximal 2wt:-%C lÄosen sich in° , aber nur 0; 02wt:-%C in ®. Dies liegt
an der GrÄo¼e der ZwischengitterplÄatze, die in fcc, beziehungsweise in bcc-Phasen zur VerfÄugung stehen.
TernÄare (und noch mehrkomponentigere) Eisenlegierungen mit interstitiellen C-Atomen und weiteren
substitutionellen LegierungszusÄatzen spielen als EdelstÄahle eine technisch bedeutende Rolle. Die ZusÄatze
verÄandern das° -Feld in verschiedener Weise.

¤ Die ° - ÄO®ner (Ni, Co, Mn) ergeben austenitische, oft gut verformbare und rostfreie StÄahle.

¤ Die ° -Schlie¼er (Al, Si, Ti, Mo, V, Cr, Nb) bilden Karbide und inter metallische Phasen mit®-Eisen.



5
Grundlagen tern Äarer Phasendiagramme

Wenn eine Legierung aus drei Komponenten besteht, wird ihr Zustand durch drei Variablen festgelegt:
Temperatur und zwei Gehaltsangaben (damit liegt auch der Gehalt der dritten Komponente fest).
Bei sogenannten ternÄaren Systemen ist eine zweidimensionale Darstellung der Phasendiagramme nicht
mÄoglich und man weicht in dreidimensionale Darstellungen aus. Die Grund°Äache dieser Darstellung be-
schreibt die Gehalte und nach oben in den Raum hinein wird dieTemperatur aufgetragen. In dieser
Darstellung bilden Ein- und Mehrphasengebiete dreidimensionale KÄorper.

5.1 Das Gehaltsdreieck

Das Gehaltsdreieck beschreibt die Grund°Äache der Darstellung eines ternÄaren Phasendiagramms. A, B
und C seien die Komponenten einer Legierung mit den Gehalten xA , xB und xC . Da nur zwei Gehalte
unabhÄangig voneinander sind (xA + x B + x C = 100%) lassen sich die drei als ein Punkt in einer FlÄache
darstellen. Als FlÄache wÄahlt man ein gleichseitiges Dreieck, das sogenannte Gehaltsdreieck.

.
.

.

C

A B

ab xB x

Cx

c

P
A

Abbildung 5.1: Gehaltsdreieck einer Legierung aus A, B und C

In der Abbildung 5.1 sei P eine Legierung, dann entsprechen die AbstÄande des Punktes P von den Seiten
den drei Gehalten. Dies ist so einzusehen: FÄur jeden Punkt in einem gleichseitigen Dreieck ist die Summe
der drei AbstÄande von den Seiten gleich der HÄohe des Dreiecks. Die HÄohe des Dreiecks setzt man gleich
100%. Zum leichteren Ablesen der Gehalte benutzt man ein Dreieckskoordinatennetz.
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Abbildung 5.2: Gehaltsdreiecke mit Koordinatenlinien der einzelnen Komponenten

In Abbildung 5.2 sind von links nach rechts die Netzlinien fÄur die Gehalte der drei Komponenten A, B
und C eingezeichnet. FÄur die eingetragenen Punkte ¯ndet man folgende Zusammensetzung:

ZUM N ACHDENKEN:
² Wo liegt der Zustandspunkt einer Legierung mit

der Zusammensetzung A:20, B:50, C:30?

A B C
P

P1 20 40 40 100
P2 60 20 20 100
P3 40 00 60 100

5.2 Der tern Äare K Äorper

Zur Darstellung des Dreisto®systems trÄagt man Äuber dem Gehaltsdreieck die Temperatur auf. Dadurch
wird ein gleichseitiges Prisma gebildet, das als ternÄarer KÄorper bezeichnet wird. Der ternÄare KÄorper setzt
sich aus Ein- und MehrphasenrÄaumen zusammen. Legierungen, die mit ihren Zustandspunktenin dem
Mehrphasenraum liegen mÄussen in zwei oder mehrere Komponenten aufspalten, deren Phasenzustands-
punkte auf den Phasengrenzen der benachbarten EinphasenrÄaume liegen.

S

T

a g

b

Abbildung 5.3: TernÄarer KÄorper eines einfach eutektischen ternÄaren Systems

Die Randsysteme des ternÄaren KÄorpers sind binÄare Phasendiagramme, wie sie schon behandelt wurden.
Hier ist ein ternÄares System gezeigt, dessen drei binÄare Randsysteme eutektische Systeme sind. Der daraus
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resultierende ternÄare KÄorper weist ein ternÄares Eutektikum auf. Die Liquidus° Äachen in diesem Beispiel
sind schattiert. Die Soliduslinien der binÄaren Systeme sind gestrichelt eingetragen.
In der Praxis werden oft isotherme Schnitte, die durch den ternÄaren KÄorper gelegt werden, betrachtet. Man
betrachtet in der Regel die Begrenzung der Schmelze und verfolgt deren Verlauf. All diese Karten werden
dann wieder Äubereinander gelegt. Man erhÄalt Karten von Schmelzisothermen, wie sie in Abbildung 5.4
dargestellt ist (fÄur das System mit einem ternÄaren eutektischen Punkt).

C

A B

900

200
20

0
300

500

600

700

800

30
0

50
0 40

0
400

200

800

600

700

500

400

300

60
0

Abbildung 5.4: Schmelzisothermen des einfach eutektischen ternÄaren Systems

Diese Karten werden wie folgt entwickelt: ZunÄachst hat man in einem ternÄaren KÄorper mehrere einpha-
sige Bereiche - die Schmelze und einige Randphasen. Betrachten wir den Fall, wo ein Randsystem eine
vollstÄandige Mischbarkeit zeigt und die beiden anderen eutektische Systeme seien. Dunkelgrau sind in
Abbildung 5.5 die Bereiche einphasiger Mischkristalle® und ¯ gezeigt, hellgrau die Schmelze.

b

ba

S

T

Abbildung 5.5: TernÄarer KÄorper mit zwei eutektischen Randsystemen und einem mit vollstÄandiger Mischbarkeit. Im
linken Teilbild sind isotherme Schnitte fÄur verschiedene Temperaturen gezeigt (dunkelgrau - feste Phasen; hellgrau -
Schmelze; wei¼ - Phasenkoexistenzgebiete)
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In Analogie zu den binÄaren Systemen nennt man die unteren Begrenzungs°Äachen des Schmelz-Einphasen-
raumes Liquidus°Äachen. Die Schnittlinie zweier Liquidus°Äachen soll Liquidusschnittlinie genannt werden
(steht fÄur die oft verwendeten Begri®e 'Linien doppelt gesÄattigter Schmelzen', oder 'eutektische Rin-
ne' und 'peritektische Kurve'. Letztere sind in manchen Systemen aber nur sehr schwer gegeneinander
abgrenzbar). Die FlÄache, die den Liquidus°Äachen gegenÄuber liegen werden Solidus°Äachen genannt.
Bei den isothermen Schnitten handelt es sich, wie der Name schon sagt, um Schnitte des ternÄaren
KÄorpers bei gleicher Temperatur. Man erhÄalt f Äur die entsprechende Temperatur HÄohenschichtlinien der
PhasenrÄaume. Die Abbildung 5.5 zeigt mehrere Schnitte, die allerdings zum leichteren Erkennen noch
perspektivisch gezeichnet sind.
Auch in den Schnitten sind die Schmelze hellgrau und die Mischkristalle dunkelgrau dargestellt. Der bei
der zweittiefsten Temperatur gezogene Schnitt ist in Abbildung 5.6 noch einmal nicht perspektivisch
gezeigt.
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Abbildung 5.6: Isothermer Schnitt zeigt Ein- und MehrphasenrÄaume im Gehaltsdreieck

Er enthÄalt die EinphasenrÄaume der S-,®- und ¯ - Phasen. In diesem Schnitt ist der Zustandspunkt (±)
einer Legierung eingezeichnet. Die Legierung ist in S-,®- und ¯ -Phasen aufgespalten, da diese im Mehr-
phasenraum liegende Legierung aufspalten mu¼. Die Phasenzustandspunkte liegen auf den Phasengrenzen
zu den benachbarten EinphasenrÄaumen.
Zur Berechnung des Phasengehaltes in der Legierung (xS, x® und x ¯ ) dient das Schwerpunktgesetz, der
entsprechenden Erweiterung des Hebelgesetzes auf ternÄare Systeme:

(x i
S ¡ x i )xS + ( x i

® ¡ x i )x® + ( x i
¯ ¡ x i )x ¯ = 0 (5.1)

und analog fÄur die Massengehalte:

(wi
S ¡ wi )wS + ( wi

® ¡ wi )w® + ( wi
¯ ¡ wi )w¯ = 0 (5.2)

wobei i fÄur eine beliebige Komponente A, B oder C steht.
Es gilt:

1 = xS + x® + x ¯ (5.3)

nB = nB
S + nB

® + nB
¯ (5.4)

xB =
nB

n
; xB

S =
nB

S

nS ; xS =
nS

n
xB
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nB

®

n® ; x® =
n®

n
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n
(5.5)

nB

n
=
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nB
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=
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+
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(5.7)
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xB = xB
SxS + xB

®x® + xB
¯ x ¯ (5.8)

es gilt aber auch ((5.3)¢xB ):

xB = xB xS + xB x® + xB x ¯ (5.9)

und damit:

0 = ( xB
S ¡ xB )xS + ( xB

® ¡ xB )x® + ( xB
¯ ¡ xB )x ¯ (5.10)

q.e.d.

ZUM N ACHDENKEN:
² Welche Ein- und Mehrphasengebiete sind in den

isothermen Schnitten von Abb. 5.5 dargestellt?

² Warum und unter welchen Voraussetzungen
kommt es zur Aufspaltung der Zustandspunkte
in zwei bzw. drei Phasen (s. Abb. 5.6)?

² Wie wird der Bereich, der durch drei Phasen im
thermodynamischen Gleichgewicht gekennzeich-
net ist aus dem isothermen Schnitten bestimmt?

¤ Die Konoden, die die Zustandspunkte der stabilen
Phasen einer Legierung verbinden umranden die
FlÄache

¤ An den Ecken der FlÄache liegen die Phasenzu-
standspunkte in der FlÄache liegt der Legierungs-
zustandspunkt

¤ Mit den jeweiligen Phasengehalten werden die
Phasenzustandspunkte belastet

¤ Damit liegt der Legierungszustandspunkt im
Schwerpunkt der FlÄache

Das Schwerpunktgesetz eignet sich gut zum AbschÄatzen der MengenverhÄaltnisse

¤ je dichter der Legierungszustandspunkt an einem Phasenzustandspunkt liegt, desto grÄo¼er ist der
zugehÄorige Phasengehalt in der Legierung

¤ wenn der Legierungszustandspunkt auf einer Konode liegt (die Verbindungslinie der drei Phasen-
zustandspunkte sind ja Konoden) ist die Menge der gegenÄuberliegenden Phase gleich Null

¤ der Legierungszustandspunkt mu¼ innerhalb seiner Konoden°Äache liegen

5.3 Abk Äuhlen einer tern Äaren Legierung

Allgemein kann das AbkÄuhlen einer ternÄaren Legierung anhand des Durchlaufens von fÄunf charakteristi-
schen Temperaturbereichen beschrieben werden.

1. Die Legierung wird im Zustand des einphasigen Gleichgewichts der Schmelze solange abgekÄuhlt,
bis sie die Liquidus°Äache erreicht (1). Die Projektion des Zustandspunktes auf das Gehaltsdreieck
bleibt unverÄandert (1').

2. Die Legierung be¯ndet sich im zweiphasigen Gleichgewicht. Sobald die Liquidus°Äache erreicht ist
scheidet sich feste Phasē aus. Hierdurch verarmt die Schmelze an B und ihr Zustandspunkt
wandert mit fortschreitender Abk Äuhlung und Ausscheidung von B auf der Liquidus°Äache von B
weg nach unten zu tieferen Temperaturen.
Nach dem Schwerpunktgesetz mu¼ die Konode, die den Zustandspunkt mit B verbindet durch die
Projektion des ersten BerÄuhrungspunktes des aus der Schmelze kommenden Zustandspunktes mit
der Liquidus° Äache laufen. Projiziert man die Zustandspunkte auf das Gehaltsdreieck, so wandert
der Punkt 1' nach 2' soda¼ sich 1' von B entfernt.

3. Im dreiphasigen Gleichgewicht hat der Zustandspunkt dieLiquidusschnittlinie erreicht, er be¯ndet
sich auf der zu C und B gehÄorenden Liquidus°Äache. Die Schmelze kann also weiter wie bisher B
ausscheiden und nun zusÄatzlich noch die C-Phase. Es liegt ein Gleichgewicht von S-,B- und C-
Phase vor. Durch das Ausscheiden von B- und C-Phase verarmt die Schmelze an den Komponenten
B und C und reichert sich an A an. Der Zustandspunkt lÄauft nun in Richtung A, bis der tern Äare
eutektische Punkt erreicht ist (3').
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Abbildung 5.7: Verlauf des Zustandspunktes bei AbkÄuhlung einer ternÄaren Legierung - hier am Beispiel des ternÄaren
einfach eutektischen Systems

4. Im ternÄaren eutektischen Punkt liegt der Zustandspunkt auf allen drei Liquidus° Äachen. In diesem
Punkt be¯nden sich die Phasen S, A, B und C im Gleichgewicht, wobei sich die Restschmelze in
die Phasen A, B und C zersetzt.

5. Im letzten Temperaturbereich herrscht ein dreiphasigesGleichgewicht. Nachdem sich die Schmelze
zersetzt hat liegen nur noch die Phasen A, B und C im Gleichgewicht vor, die nun weiterhin ohne
VerÄanderung des Zustandes abgekÄuhlt werden kÄonnen.

Damit kann f Äur jeden beliebigen Zustandspunkt der Weg der Projektion auf das Gehaltsdreieck bei der
Abk Äuhlung beschrieben werden.
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Abbildung 5.8: Wege von verschiedenen Zustandspunkten bei der AbkÄuhlung im Gehaltsdreieck

ZunÄachst bewegt sich der Zustandspunkt von der ausgeschiedenen Komponente weg. Dabei tri®t er entwe-
der den ternÄaren eutektischen Punkt, oder die Liquidusgrenzlinie. War der Zustandspunkt einer binÄaren
(B-C als ein Bsp. in Abb. 5.8) Legierung zugeordnet, so endet der Weg des Zustandspunktes im binÄaren
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Eutektikum. Da sie keine dritte Phase (Bsp. in Abb. 5.8: A) enthÄalt, kann sie auch nicht in das Gehalts-
dreieck hineinwandern. Im anderen Fall verÄandert sich der Zustandspunkt auf der Liquidusgrenzlinie
solange, bis das ternÄare Eutektikum erreicht ist.
Abschlie¼end zur Betrachtung dieses Systems noch einmal dieDarstellung eines ternÄaren einfach eutekti-
schen Systems in Form des ternÄaren KÄorpers. Hier werden zur besseren Verdeutlichung zwei Darstellungen
parallel gezeigt, um die dreidimensionale Form deutlicherhervorzuheben.
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Abbildung 5.9: TernÄare KÄorper einfach eutektischer Systeme

AbhÄangig von der Temperatur ¯ndet man verschiedene Bereiche von Ein- und MehrphasenrÄaumen. In
Abbildung 5.10 ist ein isothermer Schnitt oberhalb der eutektischen Temperatur durch ein einfach eutek-
tisches ternÄares System gezeigt.
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Abbildung 5.10: Isothermer Schnitt eines einfach eutektischen Systems oberhalb der eutektischen Temperatur unter
Angabe der Ein- und Mehrphasenbereiche

Die Konoden zwischen den Randphasen (hier idealisiert) undder Schmelze sind ebenfalls eingezeichnet.
Der Leser mÄoge beachten, da¼ es hier 'Dreiecke' mit 'S + A + C' und 'S + B + C' gibt. Legierungen in
diesen Bereichen scheiden zwei feste Phasen aus und stehen mit der Schmelze in Koexistenz, wobei der
Zustandspunkt entlang der Liquiduslinie bis zur Schmelze gewandert ist.
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Jeder ternÄare KÄorper zeigt oben eine kompliziert gekrÄummte FlÄache, die sich aus den verschiedenen
Liquidus° Äachen zusammensetzt. In dem nun betrachteten Fall besitzt der ternÄare KÄorper zwei eutektische
Randsysteme und eines mit einer intermetallischen Verbindung. Vier Liquidus° Äachen wÄolben sich in den
KÄorper hinein.
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Abbildung 5.11: TernÄare KÄorper von Systemen mit zwei ternÄaren Eutektika

Es kommt zur Bildung von zwei ternÄaren Eutektika. Zwischen den beiden Eutektika weist die Liquidus-
° Äache einen Sattel auf. Die AbkÄuhlung einer Legierung in diesem System erfolgt fast genauso, wie in einem
System mit drei eutektischen Randsystemen. Bei Erreichen der Liquidus° Äache spaltet die Legierung auf.
Die feste Phase, die zu der Liquidus°Äache gehÄort wird ausgeschieden. Ihr Zustandspunkt lÄauft auf der
Liquidus° Äache geradlinig vom Zustandspunkt der festen ausgeschiedenen Phase weg, bis eine Liquidus-
schnittlinie erreicht ist. Ab hier scheidet sich eine zusÄatzliche feste Phase aus und der Zustandspunkt
der Schmelze wandert in der Liquidusschnittlinie nach unten, bis einer der beiden ternÄaren eutektischen
Punkte erreicht ist. Je nach Punkt zerfÄallt die Restschmelze in die drei beteiligten Randphasen.
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Abbildung 5.12: Gehaltsdreieck mit Schmelzisothermen und Liquidusgrenzlinien eines Systems mit zwei ternÄaren
Eutektika
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Eine Besonderheit stellt die Sattel°Äache dar. Der Schmelzzustandspunkt einer Legierung auf der Verbin-
dungslinie, die Äuber eine Randphase, der intermetallischen Phase und den Sattelpunkt geht, wandert auf
der Liquidus° Äache bis in den Sattel und zerfÄallt dort eutektisch in die Randphase und die intermetallische
Phase. Der Schmelzzustandspunkt lÄauft also nicht in die Liquidusschnittlinie weiter zu einem der ternÄaren
eutektischen Punkte.
Diese Tatsache lÄa¼t sich mit der Schwerpunktbe-

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie zerfÄallt eine Legierung im Sattelpunkt zwi-

schen zwei ternÄaren Eutektika?

² Wie Äandert sich der Zustandspunkt einer Legie-
rung der Zusammensetzung A:20, B:40, C:40 in
den in Abb. 5.12 und 5.14 gezeigten isothermen
Schnitten?

² Unter welchen UmstÄanden kommt es nach
der ternÄaren peritektischen Reaktion zu einem
Gleichgewicht in dem keine Schmelze auftritt?

ziehung veranschaulichen. Nimmt man an, da¼ der
Schmelzzustandspunkt dort ein StÄuck auf der Liqui-
dusschnittlinie in Richtung eines Eutektikums lÄauft,
wird ein Konodendreieck gebildet. Der Legierungszu-
stand wÄurde dann aber auf der Seite liegen, die durch
die intermetallische Phase und die Randphase gebil-
det wird. Damit ist der Anteil der Schmelzphase aber
gleich Null.
Der Sattelpunkt zwischen den Eutektika ist im Ge-
haltsdreieck leicht zu sehen wenn die Isothermen ein-
gezeichnet sind. Zu beachten ist, da¼ vom Sattelpunkt
aus die Zustandspunkte in die Eutektika entlang ei-
ner Liquidusgrenzlinie laufen. Die Liquidusgrenzlinien
sind hier ebenfalls eingezeichnet.
Ist nun bei einem solchen betrachteten System der Schmelzzustandspunkt einer der an den binÄaren Pha-
sendiagrammen beteiligten Randsystemen viel hÄoher, so reicht der dazugehÄorige Phasenkoexistenzbereich
mit der Schmelze weiter in den ternÄaren KÄorper hinein.
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Abbildung 5.13: TernÄare KÄorper von Systemen mit einem eutektischen und einem peritektischen Punkt

Die Liquidusschnittlinien, die den Phasenkoexistenzbereich begrenzen laufen in einem Punkt zusammen,
der jedoch kein Eutektikum ist. Von diesem Punkt P aus fÄallt die weiterf Äuhrende Liquidusschnittlinie
in das Eutektikum ab. Durch die Anhebung einer Schmelztemperatur und der damit verbundenen Ver-
grÄo¼erung des Phasenkoexistenzbereiches (bisÄuber den gedachten Sattelpunkt eines zweifach eutektischen
Systems hinweg) kommt es zur ternÄaren peritektischen Phasenreaktion.
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Abbildung 5.14: Gehaltsdreieck mit Schmelzisothermen und Liquidusgrenzlinien eines Systems mit einem ternÄaren
Eutektikum und einer ternÄaren peritektischen Phasenreaktion

Die Besonderheit dieses Systems soll bei der Besprechung der Abk Äuhlung eines Zustandspunktes gezeigt
werden.

1. Die Legierung kÄuhlt einphasig aus der Schmelze bis zum Erreichen der Liquidus°Äache ab

2. Nach dem Auftre®en auf die Liquiduslinie wird fÄur die Legierung 2 B-Phase und fÄur 1 die C-
Phase ausgeschieden (s. Abb. 5.14), die Schmelze verarmt und der Zustandspunkt wandert bis zur
Liquidusschnittlinie

3. Bei Erreichen der Liquidusschnittlinie werden zwei Phasen (B und C) ausgeschieden

4. Wenn der Punkt P erreicht ist, kann zusÄatzlich eine Phase ausscheiden. Hier stehen S, A, B und V
im Gleichgewicht

Wenn eine Legierung bei der AbkÄuhlung durch ein Vierphasengebiet lÄauft, mu¼ eine Vierphasenreaktion
erfolgen, denn vor dem Vierphasengleichgewicht stehen hÄochstens drei und nachher wiederum hÄochstens
drei Phasen miteinander im Gleichgewicht (Gibbsche Phasenregel).
Um die peritektische Reaktion zu verstehen, mu¼ man sich klarmachen, welche Gleichgewichte vor,
wÄahrend und nach der Reaktion vorliegen. Dicht vor der Reaktion habe die Legierung das Gleichge-
wicht S + B + C. Bei der Reaktion stehen S + B + C + V im Gleichgewic ht. Darunter kann entweder ein
Gleichgewicht mit der Schmelze, oder ohne Schmelze auftreten.

¤ Gleichgewicht mit Schmelze :
Der Schmelzzustandspunkt liegt auf der Liquidusschnittlinie BV. Das Gleichgewicht mu¼ also zwi-
schen S + B + V bestehen.

¤ Gleichgewicht ohne Schmelze :
B + C + V

Welches dieser beiden Gleichgewichte vorliegt, lÄa¼t sich anhand des Schwerpunktgesetzes erkennen. Le-
gierung 1 liegt im Konodendreieck BCV, besitzt also drei stabile feste Phasen. Legierung 2 hingegen liegt
im Konodendreieck BVP, besitzt also die stabilen Phasen S (in P), C und V.

Also gilt: dicht oberhalb TP bei TP dicht unterhalb TP

S + B + C S + B + C + V C + B + V i1
S + B + V i2

Hieraus ergibt sich die peritektische Phasenreaktion zu:

S + C ® V + B

Diese Reaktion endet fÄur die Legierung 1 beziehungsweise 2 dadurch, da¼ S bzw. C verbraucht ist und
nur noch B + C + V bzw. S + B + V vorhanden ist.
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Nun zurÄuck zur AbkÄuhlung:

5. ¤ Legierung 1 : Nach der peritektischen Reaktion stehen B+C+V im Gleichgewicht, die weiter
abgekÄuhlt werden kÄonnen, ohne da¼ weitere Reaktionen statt¯nden.

¤ Legierung 2 : S ! B + V Nach Abschlu¼ der peritektischen Reaktion stehen S + B + V im
Gleichgewicht. Bei weiterer AbkÄuhlung lÄauft S unter Ausscheidung von B und V die Liqui-
dusgrenzlinie zum eutektischen Punkt hinunter. S! A + B + V Wenn der tern Äare eutektische
Punkt erreicht ist, zerf Äallt die Restschmelze eutektisch in A, B und V. Nach Abschlu¼der
eutektischen Reaktion stehen die drei festen Phasen A + B + V im Gleichgewicht. Sie kÄonnen
ohne weitere Phasenreaktion weiter abgekÄuhlt werden.

Bei der ternÄaren peritektischen Reaktion setzen sich zwei im Konodenbereich gegenÄuberliegende Phasen
in die beiden Anderen um. Die Reaktion ist beendet, sobald eine Phase verbraucht ist. Welche es ist,
richtet sich nach der Lage des Legierungszustandspunktes im Konodendreieck.
Nachdem bisher die Liquidus°Äache behandelt wurde soll nun die AbkÄuhlung einer Legierung unter BerÄuck-
sichtigung der Umwandlungen im Festen besprochen werden.
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Abbildung 5.15: AbkÄuhlung und AusscheidungsvorgÄange in einer ternÄaren Legierung

1. Schmelze: Die Legierung wird im Schmelzzustand abgekÄuhlt, bis sie auf die Liquidus°Äache stÄo¼t

2. Schmelze +¯ -Phase: Dieser Bereich entspricht genau der Schmelzumwandlung bei Systemen mit
vollstÄandiger Mischbarkeit. Der Punkt 1 auf der Liquidus° Äache steht mit 1' auf der Solidus°Äache im
Gleichgewicht. Bei AbkÄuhlung lÄauft der Zustandspunkt von 1 auf der Liquidus°Äache nach 2' und
die ausgeschiedene festē-Phase von 1' nach 2.ÄUber den genauen Weg sagt der ternÄare KÄorper
nichts. Man wei¼ nur soviel: Die Konode mu¼ immer durch den Legierungszustandspunkt laufen.
WÄahrend der AbkÄuhlung wandelt sich die Schmelze in den̄ -Kristall um. Dieser Bereich endet,
wenn die Schmelze verbraucht ist.

3. ¯ -Phase: von Punkt 2 bis Punkt 3 kÄuhlt die Legierung einphasig als¯ -Phase ab. Es kommt zu
keiner Phasenreaktion.
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4. ®- und ¯ -Phase: Im Punkt 3 erreicht der Zustandspunkt die Phasengrenze des¯ -Phasenraumes.
Im Gleichgewicht beginnt die ®-Phase auszuscheiden (Punkt 3') Bei weiterer AbkÄuhlung laufen die
Zustandspunkte von 3 nach 4, beziehungsweise von 3' nach 4'

WÄare der Legierungszustand derart, da¼ noch Schmelze vorhanden ist, wenn der auf der Liquidus°Äache
herablaufende Zustandspunkt die Liquidusgrenzlinie erreicht, so wÄurde die dazu fÄuhren, da¼ aus der
Schmelze sowohl®, als auch die¯ -Phase ausgeschieden wÄurde. Hierbei bewegt sich der Zustandspunkt
solange auf der Liquidusgrenzlinie, bis bie Schmelze restlos aufgebraucht ist.

5.4 Gehaltsschnitte

Neben den isothermen Schnitten sind sogenannte Gehaltsschnitte f Äur das VerstÄandnis und insbesondere
fÄur den Umgang mit ternÄaren Phasendiagrammen von gro¼er Bedeutung. Solche Schnitte stehen auf
den Gehaltsdreiecken senkrecht. Das Lesen eines solchen Schnittes ist nicht schwierig, wohl aber seine
Konstruktion. Hierbei sei hervorgehoben, da¼ die Phasenzustandspunkte der Legierung in der Regel
nicht in der Ebene des Gehaltsschnittes liegen.

C

A B

D
x

x
x

x
x

x

1

3
4

5

6

2

200

20
0

30
0

50
0

500

900

800

700

600

300

40
0

400

200 300 400

500

600

70060
0

800

Abbildung 5.16: Beispiel fÄur einen Gehaltsschnitt im Gehaltsdreieck

Ausgehend von zwei interessanten Punkten (meist an den Seiten eines Gehaltsdreiecks), wird ein Schnitt
gelegt. Nun mu¼ festgelegt werden, bei welcher Temperatur an ausgewÄahlten Punkten welche Phasen
stabil sind. Insbesondere wenn die ZustÄande unter die Liquidus°Äache kommen wird dieserÄUberlegung
besondere Bedeutung beigemessen. Ausgehend von den in Abbildung 5.16 eingetragenen Punkten wird
der Zustand fÄur verschiedene Temperaturen ermittelt. Dies ist in der folgenden Tabelle eingetragen

Position
T[±C] D x1 x2 x3 x4 x5 x6 B
750 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . B
500 . . . . . . . . . . . . . . . S + C . . . . . . . . . . . . . . . S . . . . . S + B . . . . . B
400 A + C . . . . . . . . . S + C . . . . . . . . . . . . . . . . . S + B + C . . . . . . . . B
300 A + C . . . . S + C . . . . . . . . . . . . . . . . . S + B + C . . . . . . . . . . . . . B
200 A + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S + A + B + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B
100 A + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A + B + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B

ZunÄachst werden also die Temperaturen erfa¼t, bei denen die einzelnen Zustandspunkte die Liquidus-
° Äachen durchsto¼en. Darunter sieht man bei festgelegten Temperaturen nach, wohin die Zustandspunkte
im Gleichgewicht gelaufen sind und welche Phasen dort im Gleichgewicht vorliegen. Dies wird fÄur jeden
Punkt gemacht.
Aus den so gewonnenen Daten kann ein Diagramm gewonnen werden, da¼ einem Zustandsdiagramm
eines Zweisto®systemes sehrÄahnlich sieht. FÄur den in Abbildung 5.16 willk Äurlich eingezeichneten Schnitt
¯ndet man Folgendes.
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Abbildung 5.17: Gehaltsschnitt im Gehaltsdreieck (links), sowie daraus entwickeltes Diagramm fÄur Phasengleichge-
wichte (rechts)

Die Abbildung 5.18 zeigt den ternÄaren KÄorper in dem perspektivisch der Gehaltsschnitt DB eingezeichnet
ist.
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Abbildung 5.18: TernÄarer KÄorper mit eingezeichnetem Gehaltsschnitt (grau) vgl. Abb. 5.17

Der Gehaltsschnitt lÄa¼t ablesen, welche Phasengleichgewichte eine Legierung (auf DB) bei der Abk Äuhlung
durchlÄauft. Er gibt aber keine Auskunft Äuber die Phasenzustandspunkte einer Legierung!
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6
Elektronen in Festk Äorpern

Anhand des Modells des fast freien Elektronengases kann eine Anzahl wichtiger physikalischer Eigen-
schaften von Metallen erklÄart werden. Nach diesem Modell bewegen sich die am schwÄachsten gebundenen
Elektronen der Atome annÄahrend frei durch das Volumen des Metalls. Die Valenzschaleist die Äau¼erste
Schale eines Atoms. Die Elektronen auf dieser Schale hei¼en Valenzelektronen. Diese Elektronen bestim-
men zum Einen das chemische Verhalten des Atoms und zum Anderen die elektrische LeitfÄahigkeit. Die
Valenzelektronen der Atome werden zu den Leitungselektronen. In einem freien Kupferatom ist das Va-
lenzelektron in einem 4s1-Zustand. Da es im Metall zu einem Leitungsband wird ist das 4s-Band das
Leitungsband. Doch zu alledem spÄater mehr.
ZunÄachst einmal sollen im Folgenden die Grundlagen erlÄautert werden. Dem vorangestellt sei erwÄahnt da¼
kondensierte Materie fÄur Elektronen aus zwei GrÄunden durchlÄassig erscheint. Erstens wird ein Leitungs-
elektron von den IonenrÄumpfen eines periodischen Gitters nicht abgelenkt, da seine Ausbreitung auf einer
Wellenbewegung beruht, die an das periodische Potential der IonenrÄumpfe im Kristallgitter angepa¼t ist.
Zweitens wird ein Elektron nur selten an einem anderen gestreut, da zwei Elektronen aufgrund des Pauli
Prinzips nie auf dem selben Elektronenniveau sind.

6.1 Elektrische Leitf Äahigkeit

Die zwischen den Enden eines beliebigen Leiters angelegte Spannung U erzeugt ein elektrisches Feld~E

U = ¡
Z

r

~E ¢d~r

~r - Weg entlang des Leiters. Die Dimension der Spannung ist das Volt [U] = V und die des elektrischen
Feldes [E ] = VM ¡ 1. Unter Ein°u¼ des elektrischen Feldes °ie¼t ein Strom von LadungstrÄagern, wobei
die StromstÄarke als die LadungsmengedQ pro Zeit dt bezeichnet wird:

I =
dQ
dt

Die Einheit der StromstÄarke ist das Ampere [I ] = A. Bei vielen Materialien kann eine Proportionalit Äat
zwischen dem StromI , der durch das Material °ie¼t und der angelegten SpannungU beobachtet werden.
Der Proportionalit Äatsfaktor wird als Leitwert des Materials, sein Kehrwert als Widerstand R bezeichnet.

R =
U
I

1
R

=
I
U

Die Einheit des Widerstandes ist das Ohm [R] = ­ und die des Leitwertes wird in Siemens angegeben
[R¡ 1] = S. Der Zusammenhang zwischen der Spannung und dem Strom ist im Allgemeinen kompli-
ziert und folgt nur f Äur besondere Systeme einem linearen ZusammenhangÄuber viele GrÄo¼enordnungen.
Wird dieser Zusammenhang graphisch dargestellt, so spricht man von den Darstellungen als so genannte
Strom-Spannungs-Kennlinien. FÄur Metalle wird ein linearer Zusammenhang zwischen Strom und ange-
legter Spannung beobachtet, wobei die ProportionalitÄat direkt den Widerstand ausmachen lÄa¼t. Diese
Materialien werden daher auch als Ohmsche Leiter bezeichnet.

97
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Bei einem homogenen ohmschen Material ist der Widerstand proportional zur L Äange l und umgekehrt
proportional zum Querschnitt A des Leiters:

R =
½l
A

½wird als spezi¯scher elektrischer Widerstand des Materials bezeichnet. Sein Kehrwert ist die spezi¯sche
elektrische LeitfÄahigkeit ¾. Die Einheiten des spezi¯schen elektrischen Widerstandes, beziehungsweise der
spezi¯schen elektrischen LeitfÄahigkeit sind [½] = ­m und [ ¾] = ­ ¡ 1m¡ 1.
Werte fÄur die spezi¯schen elektrischen WiderstÄande einiger Materialien sind in Tabelle 6.1 zusammenge-
stellt

Material ½[­m] Material ½[­m]
Silber 0; 016¢10¡ 6 Quarzglas 5¢1016

Kupfer 0; 017¢10¡ 6 Schwefel 2¢1015

Aluminium 0 ; 028¢10¡ 6 Hartgummi 2 ¢1013

Eisen 0; 098¢10¡ 6 Porzellan 1¢1012

Quecksilber 0; 958¢10¡ 6 Bernstein > 1016

Tabelle 6.1: Spezi¯sche WiderstÄande einiger Materialien

Der spezi¯sche elektrische Widerstand von FestkÄorpern erschlie¼t ein Spektrum von» 10¡ 8 bis » 1017 ­m
und ist damit die physikalische GrÄo¼e mit dem grÄo¼ten Wertebereich. Anhand des spezi¯schen elektrischen
Widerstands erfolgt Äublicherweise eine Einteilung der FestkÄorper in:

a) Leiter mit ½ < 10¡ 5 ­m
b) Halbleiter mit 10 ¡ 5 ­m < ½ < 107 ­m
c) Isolatoren mit ½ > 107 ­m

Leiter Halbleiter Isolatoren

10-6 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 1810-810-10

Cu
Ag

BiFe GaAs Ge Si Se Diamant
Kunststoff

Bernstein
Quarzglas

Glas

Die Stromdichte gibt an, wie viel Strom pro Querschnitts° Äache eines Leiters °ie¼t. Bei Gleichstrom
verteilt sich der Strom gleichmÄa¼igÄuber den gesamten Leiterquerschnitt, soda¼ jeder Quadratmillimeter
Querschnitt gleich stark belastet ist. Da die Stromrichtung in einem homogenen isotropen Medium von
der Feldrichtung abhÄangig ist mu¼ die Stromdichte vektoriell behandelt werden.Es gilt:

~j =
I
A

= ¾~E

Die Stromdichte gibt an, welcher Strom I durch einen Leiter mit dem Querschnitt A °ie¼t.
Nicht ohmsche Kennlinien, bei denen es keinen linearen Zusammenhang zwischen Strom und Spannung
gibt werden zum Beispiel bei der Leitung an Halbleiter Grenz°Äachen oder Halbleiter ÄUbergÄangen (Diode,
Transistor) beobachtet.

6.2 Atomistische Deutung der elektrischen Leitung in einem
Ohmschen Leiter

Im Gegensatz zur kovalenten Bindung, bei der die Bindungselektronen in den MolekÄulorbitalen lokali-
siert sind, sind die Valenzelektronen im Metall nicht lokalisiert und leicht beweglich. Daraus resultieren
die fÄur Metalle typischen physikalischen Eigenschaften. Im Allgemeinen wird die elektrische Leitung in
FestkÄorpern von Elektronen verursacht. Eine Ausnahme bildet hier die Ionenleitung, bei der der La-
dungstransport mit dem Transport von Ionen Äuber den Di®usionsmechanismus verbunden ist. Nach der
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klassischenDrude-Lorentz-Theorie (um 1900) kÄonnen sich die Valenzelektronen innerhalb einer Po-
tentialmulde frei bewegen, man spricht vom so genannten Elektronengas. Die Elektronen bewegen sich
mit einer thermischen Geschwindigkeit ~vt , bis sie nach einer mittleren freien WeglÄange l durch einen
Sto¼ abgelenkt werden. Mit der mittleren freien WeglÄange ist eine mittlere Zeit zwischen zwei StÄo¼en
verbunden: ¿ = l=vt . Da die thermische Bewegung regellos ist, wird makroskopisch kein Ladungstrans-
port beobachtet; die Einzelprozesse kompensieren sich gegenseitig. In einem elektrischen Feld wird ein
Elektron entgegen der Feldrichtung beschleunigt. Die VerknÄupfung des Coulombschen Gesetzes mit dem
Newtonschen Kraftgesetz liefert die Bschleunigung des Elektrons im Feld:

@v
@t

= _v = ¡ e
E
m

Innerhalb der Zeit zwischen zwei StÄo¼en erhÄalt das Elektron eine gerichtete Zusatzgeschwindigkeitv =
¡ eE¿=m, die sich der viel grÄo¼eren, aber vÄollig ungeordneten thermischen GeschwindigkeitÄuberlagert. Bei
einem neuen Sto¼ wird diese Zusatzgeschwindigkeit im Allgemeinen wieder verloren gehen. Das Elektron
gibt bei einem Sto¼ seine Energie ab und mu¼ erneut beschleunigt werden. Damit bewegen sich die
Elektronen mit einer mittleren Geschwindigkeit von

ve = ¡
1
2

eE¿
1
m

Die Beweglichkeit ¹ eines Elektrons entspricht der Geschwindigkeit des Ladungstransportes pro angeleg-
tem Feld und ist gegeben durch

¹ =
v
E

Die Leitf Äahigkeit von n Elektronen pro Volumen (m3) hÄangt nicht vom Feld ab, was durch das Ohmsche
Gesetz wiedergegeben wird. Die n Elektronen treten bei anliegendem Feld durch eine zu~E senkrecht
stehende FlÄche. Mitnve fÄuhrt dies zur Stromdichte.

~j = ¾~E mit ¾= enº

Hierin ist e = 1 ; 602¢10¡ 19 As die Ladung des Elektrons. Die GrÄo¼en berechnet sich aus Quotient von
Avogadrozahl und dem Molvolumenn = NA =Molvolumen. Mit NA = 6 ; 023¢1023 mol¡ 1 gilt f Äur Kupfer
n = 8 ; 42¢1028 m¡ 3

FÄur eine Ladung in einem beliebigen Elementes eines homogenenLeiters der LÄangel gilt:

dQ = nq dV = nqA ds = nqAv dt

I =
dQ
dt

= nqvA

Mit j = I
A folgt f Äur die Stromdichte:

ZUM N ACHDENKEN:
² Wo be¯ndet sich ein Valenzelektron?

² Was bestimmt den elektrischen Widerstand?

j = nqv

beziehungsweise unter Einbeziehung der Ladungs-
tr Äagerbeweglichkeit:

j = nq¹E = ¾E

Die spezi¯sche elektrische LeitfÄahigkeit lÄa¼t sich nach dem bisher gesagten wie folgt ausdrÄucken:

¾=
1
½

= nq¹

Nach dem Ohmschen Gesetz sind¾und ½zwei von I und U unabhÄangige Materialkonstanten. Das Selbe
gilt f Äur die Anzahldichte und die Beweglichkeit ¹ . In einem Metall ist die Anzahldichte n konstant,
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wohingegen die Beweglichkeit¹ von der Temperatur abhÄangt. Die Beweglichkeit nimmt mit steigender
Temperatur ab, wodurch auch die spezi¯sche elektrische LeitfÄahigkeit abnimmt. In Halbleitern ist n
stark und ¹ schwach temperaturabhÄangig. Mit steigender Temperatur nimmt in diesem Materialien die
spezi¯sche elektrische LeitfÄahigkeit zu.
Die elektrische LeitfÄahigkeit wird durch die mittlere freie Wegl Äange der Elektronen im FestkÄorper be-
stimmt. K Äonnen die Elektronen sich zwischen zwei StÄo¼en weiter bewegen, so ist eine hÄohere elektrische
Leitf Äahigkeit zu erwarten. Andersherum betrachtet wird die elektrische LeitfÄahigkeit durch die StÄo¼e ver-
mindert. Damit spielen die StÄo¼e der Elektronen eine entscheidende Rolle, wobei aber nochungeklÄart ist,
womit die Elektronen sto¼en. Zwar kommen als Sto¼partner, oder Streuzentrum, zunÄachst die Rumpfato-
me in Betracht, sie spielen in der RealitÄat aber eine untergeordnete Rolle, solange die Atome Bestandteil
des periodischen Gitters sind. Dies ist die Grundannahme der Drude-Lorentz-Theorie, die sich auch durch
moderne Experimente bestÄatigt sieht. Warum die Rumpfatome in einem periodischen Gitter die freien
Elektronen nicht streuen wird spÄater erklÄart. Wird das periodische Gitter hingegen gestÄort, so kÄonnen die
freien Elektronen an diesen StÄorungen gestreut werden. StÄorungen, die dies vermÄogen sind zum Beispiel
eingelagerte Fremdatome, Kristallbaufehler, oder auch thermische Gitterschwingungen, die ebenfalls eine
zeitliche Abweichung von der idealen Gitterlage bewirken.
Die ÄAnderung der elektrischen LeitfÄahigkeit ¾ kann nur durch eine VerÄanderung der freien WeglÄange l
verursacht werden. Die freie WeglÄange betrÄagt fÄur Metalle bei Zimmertemperatur zwischen 10 nm und
50 nm und ist damit deutlich grÄo¼er als der Abstand der IonenrÄumpfe. Mit abnehmender Temperatur
nimmt die mittlere freie Wegl Äange zu, da bei tiefen Temperaturen das Gitter weniger starkschwingt und
dadurch die freien Bahnen der Elektronen weniger beein°u¼t.Der e®ektive Streuquerschnitt nimmt ab,
wodurch die Elektronen weniger am Gitter gestreut werden. Matthiessen hat empirisch gefunden, da¼
sich der spezi¯sche elektrische Widerstand eines metallischen Leiters durch Addition eines temperaturu-
nabhÄangigen und eines temperaturabhÄangigen Beitrages zusammensetzt.

½= ½T + ½Rest

Der temperaturabhÄangige Teil ½T beinhÄalt im Wesentlichen die Gitterschwingungen, wÄahrend der Beitrag
½Rest auch bei extrem tiefen Temperaturen erhalten bleibt (sofern es sich nicht um einen Supraleiter
handelt :-).

6.3 Die Schr Äodinger Gleichung

In der klassischen Mechanik kÄonnen beispielsweise die SchwingungszustÄande einer Saite mit der Wellen-
gleichung berechnet werden. Als die Quantenmechanik und imBesonderen ihre Formulierung das Laufen
lernte, stellte sich das Problem eine entsprechende Di®erentialgleichung aufzustellen, mit der die ZustÄande
eines Atoms berechnet werden kÄonnen. Eine derartige Gleichung konnte nie exakt hergeleitet werden. Er-
win SchrÄodinger hat aufgrund von PlausibiliÄatsbetrachtungen und den Vergleichen mit der Mechanik eine
Gleichung aufgestellt, die die Anforderungen erfÄullt. Diese Gleichung trÄagt seither den Namen SchrÄodinger
Gleichung.

Hª( ~r; t ) = Ê ª( ~r; t )

oder

Hª( ~r; t ) = i~
@
@t

ª( ~r; t ) (6.1)

Hierin ist Ĥ oder H = ¡ (~2¢ =2m) + V(~r) der Hammilton Operator mit ¢ = r 2 = @
@x2

@
@y2

@
@z2 dem

Laplaceschen Di®erentialoperator,r - Nabla-Operator, ª - Wellenfunktion, m - Masse des Teilchens,E -
Gesamtenergie,V - potentielle Energie. In der Thermodynamik sind die HaupsÄatze nichts ungewÄohnliches
mehr, ihre Richtigkeit ergibt sich einfach daraus, dass bisher keine Ausnahmen von ihnen gefunden
wurden. Genauso verhÄalt es ich mit dem Postulat der SchrÄodinger-Gleichung. Allerdings kann man sich mit
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diesem Hintergrund die Formulierung der SchrÄodinger-Gleichung zu Eigen machen. Hierzu betrachtet man
zunÄachst einen stationÄaren Zustand, den allgemeinen Ausdruck fÄur eine stehende Welle, zur Vereinfachung
aber nur ein einer Dimension.

ª( x) = exp
·

2¼ix
¸

¸
= A

·
cos

µ
2¼x
¸

¶
+ _{ sin

µ
2¼x
¸

¶¸

Hierbei ist ¸ die WellenlÄange undx die Ortskoordinate. Durch Di®erentiation erhÄalt man:

dª( x)
dx

=
2¼i
¸

exp
·

2¼ix
¸

¸

d2ª( x)
dx2 = ¡

µ
2¼
¸

¶ 2

exp
·

2¼ix
¸

¸

Die betrachteten, stehenden Wellen erfÄullen also die Gleichung

d2ª( x)
dx2 +

µ
2¼
¸

¶ 2

ª( x) = 0

Die Broglie Beziehung stellt den Impuls in Zusammenhang mitder WellenlÄange auf der Grundlage des
Welle-Teilchen-Dualismus

¸ =
h
p

=
h

mv
(6.2)

Mit ihr kann die kinetische Energie wie folgt ausgedrÄuckt werden:

T =
1
2

mv2 =
1
2

m
µ

h
m¸

¶ 2

) einsetzen in die Wellengleichung fÄuhrt auf

d2ª( x)
dx2 +

8¼
h2 Tª = 0

Die kinetische EnergieT lÄasst sich als Di®erenz aus GesamtenergieE und potentieller Energie V darstel-
len.

d2ª( x)
dx2 +

8¼
h2 (E ¡ V )ª = 0

Dies ist die eindimensionale SchrÄodinger-Gleichung

h2

4¼22m
d2ª( x)

dx2 + ( E ¡ V )ª = 0

¡
~2

2m
d2ª( x)

dx2 + Vª = Eª
µ

¡
~2¢
2m

+ V
¶

ª = Eª

2 q.e.d.
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Wird die SchrÄodinger Gleichung auf ein Problem angewendet, so wird zunÄachst die Masse und die po-
tentielle Energie eines betrachteten Teilchens nach den Methoden der klassischen Physik ermittelt. Diese
Werte werden in die SchrÄodinger Gleichung eingesetzt und durch LÄosen der Di®erentialgleichung erhÄalt
man AussagenÄuber die Wellenfunktion und die Energie. Damit beschreibt die SchrÄodinger Gleichung die
totale Entwicklung eines Systems (Teilchens) nach der Zeit.
Klassisch ist die Gesamtenergie die Summe aus potentiellerund kinetischer Energie, es gilt:

E = T + V

=
1

2m
(V 2

x + V 2
y + V 2

z ) + V (x; y; z)

=
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z ) + V (x; y; z)

wodurch die Energie eine Funktion der Impuls- und der Ortskoordinaten ist, nÄamlich px , py , pz , x, y,
z. Diese Funktion wird als Hamilton Funktion bezeichnet. Wir d der Impuls durch den Impulsoperator
p̂x = h

2¼_{
@

@x ersetzt, so folgt aus der Hamilton Funktion der Hamilton Operator

H = H
µ

x; y; z;
h

2¼i
@

@x
;

h
2¼i

@
@y

;
h

2¼i
@
@z

¶
(6.3)

Mit ihm lautet die Schr Äodinger Gleichung

Eª = Hª

ausfÄuhrlicher, mit h
2¼ := ~:

Eª =
1

2m

Ã

¡
µ

h
2¼

¶ 2
! µ

@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

¶
ª + V(x; y; z)ª

Dies fÄuhrt zu:

µ
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

¶
ª +

2m
~2 (E ¡ v(x; y; z))ª = 0

¢ª +
2m
~2 (E ¡ v(x; y; z))ª = 0

Die Wellenfunktion ist nun bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Ist dieser bekannt, so wird die Wel-
lenfunktion als normiert bezeichnet. jª j2 ist ein Ma¼ fÄur die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen anzutre®en,
damit gibt es drei Anforderungen, denen die WellenfunktiongenÄugen mu¼ Sie mu¼ stetig sein und eine
endliche Funktion sein. Schlie¼lich mu¼ ªÄuberall endlich sein und fÄur unendliche gro¼e Ortskoordinaten
mi¼ ª gegen Null gehen. Der Mittelwert oder Erwartungswert hV i der potentiellen Energie errechnet sich
indem jeder Wert V mit der Wahrscheinlichkeit multipliziert wird, die angibt wie wahrscheinlich es ist
das Teilchen eben dort anzutre®en. Diese Werte werden dannÄuber den gesamten Raum aufsummiert:

hV i =

1Z

¡1

V ½dr=

1Z

¡1

ª ¤Vª dr

Dies gilt fÄur normierte Wellenfunktion, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte ½de¯niert wird als
¯
¯ª 2

¯
¯ =

ª ¤ª = ½
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6.3.1 Das Modell freier Elektronen

Ein Elektron mit der Masse m be¯ndet sich im potentialfreien Raum. Die Wellenfunktion ª des Elektrons
ist eine LÄosung der SchrÄodinger-Gleichung Hª = Eª. Im nun Folgenden sei der eindimensionale Fall
dargelegt. Es gilt dann:

d2ª
dx2 +

2m
~

Eª = 0

LÄosungsansatz: ª = exp[bx] mit k = 1
~

p
2mE Damit gilt:

ª = b2exp[bx] + k2exp[bx] = 0
b = § ik
LÄosungen dieser Wellengleichungen sind ª1 = exp[ ikx ]; ª 2 = exp[¡ ikx ] = ª ¤. Damit l Äa¼t sich z.B. der
Erwartungswert des Impulses bestimmen.

< p x > =

R
ª ¤pª dx

R
ª ¤ª dx

=

R
exp[¡ ikx ] ~

i
@

@xexp[¡ ikx ]dx
R

exp[¡ ikx ] exp[ikx ]dx
= ~k =

p
2mE

Die LÄosung der SchrÄodinger-Gleichung konnte ohne eine BeschrÄankung von k
durchgefÄurt werden. Dies beteutet, da¼ die kinetische EnergieE jeden positiven
Wert einnehmen kann, da

E =
~2k2

2m

Wird der potentialfreie Raum durch unendlich hohe Potentialschwellen auf die
LÄange L begrenzt, lauten die Randbedingungen ªn (0) = 0; ª n (L ) = 0. Die
Energie 2n des Zustandesn wird durch die SchrÄodinger-Gleichung gegeben.

E

k

Hª n = ¡
~2

2m
d2ª n

dx2 = 2n ª n (6.4)

Die Randbedingung ist erfÄullt, wenn die Wellenfunktion sinusfÄormig ist und dabei zwischen 0 undL
n-halbe WellenlÄangen platz haben.

3
2

=     Ll

l =L

l =2L

E

xL

LÄosungen: ªn = A sin(2¼x=¸n ) mit 1
2 n¸ n = L

2n =
~2

2m

³ n¼
L

´ 2

aus

¡
~2

2m

·
¡ A

³ n¼
L

´ 2
sin

³ n¼
L

x
´ ¸

= 2n

h
A sin

³ n¼
L

x
´i
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6.4 Das Sommerfeld-Modell

Dieses Modell, das das Modell freier Elektronen erweitert,basiert auf der vereinfachten Annahme, da¼ die
Elektronen sich innerhalb eines potentialfreien Kastens be¯nden, beziehungsweise auf einem zumindest
konstanten Potential innerhalb dieses Kastens. Im einfachsten Fall besteht der Kasten aus unendlich ho-
hen Potentialbarrieren als WÄande. Kompliziertere Beschreibungen gehen von endlichen Potentialbarrieren
mit diskreten Verl Äaufen aus. Das Sommerfeld-Modell bezieht das Pauli-Prinzip, oder genauer das Pauli-
sche Ausschlie¼ungsprinzip in seine Betrachtungen ein. DasPauli-Prinzip sagt aus, da¼ zwei Elektronen
niemals den selben quantenmechanischen Zustand einnehmenkÄonnen, das hei¼t niemals in sÄamtlichen
Quantenzahlen ÄUbereinstimmung ¯nden. ZunÄachst beschrieb Sommerfeld die Elektronen in einem Kasten
und ging spÄater zur periodischen BeschreibungÄuber.
Zur Vereinfachung wird im Folgenden der eindimensionale Fall eines potentialfreien

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����������

�����������

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�������

	


0 a x

V0

VKastens dargestellt. Die Bewegung erfolgt entlang der x-Achse. An den Koordina-
tenpunkten x = 0 und x = a be¯nden sich feste WÄande, die eine unendlich hohe
Potentialbarriere darstellen. Ein Teilchen mit der Masse m bewegt sich zwischen
den WÄanden hin und her, wobei es an den WÄanden jeweils elastisch re°ektiert
wird. Da die Bewegung zwischen den WÄanden krÄaftefrei erfolgt (Potential=0) ist
die Gesamtenergie gleich der kinetischen Energie:

E =
1
2

mv2
0 =

1
2m

p2
0

Dies gilt fÄur die klassische Betrachtungsweise. FÄur die wellenmechanische Beschreibung ist nur der Teil im
Potentialtopf von Interesse, da au¼erhalb die SchrÄodinger-Gleichung d2 ª

dx 2 + 2m
~2 (E ¡ 1 )ª = 0 nur durch

ª = 0 erf Äullt werden kann. Dort ist auch jª j2 = 0; das Teilchen existiert au¼erhalb des Topfes nicht.
Innerhalb des Topfes lautet die SchrÄodinger-Gleichung:

d2ª
dx2 +

2m
~2 (E ¡ 0)ª = 0 (6.5)

FÄurht man die Substitution k = 1
~

p
2mE ein so erhÄalt man als allgemeine LÄosung:

ª = A ¢sin (kx) + B ¢cos(kx)

Ein wesentlicher Unterschied gegenÄuber der Behandlung des freien Teilchens ergibt sich nun ausder For-
derung, da¼ die Wellenfunktion eine kontinuierliche Funktion sein mu¼. Da au¼erhalb des Potentialtopfes
ª = 0 gilt, mu¼ f Äur die Wellenfunktion innerhalb gelten ª(0) = 0 und ª( a) = 0. Dies ist nur zu erf Äullen,
wenn B = 0 ist. Au¼erdem gilt dann ª = A ¢sin (ka) = 0 was nur mÄoglich ist, wenn gilt: ka = n¼; n 2 N0

und damit k = n¼
a .

0

E(k)

kp
a

3p
a

2p
a

p
a

p
a

2p
a

3p
a

4p
a

4
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10

15

Abbildung 6.1: Diskrete EnergiezustÄande als LÄosung der SchrÄodinger Gleichung
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Im Gegensatz zu Behandlung des freien Teilchens sind nun nicht mehr alle k-Werte zugelassen. Die
Randbedingungen haben dazu gefÄuhrt, da¼ nur nochk-Werte erlaubt sind, die obige Gleichung erfÄullen
(k = n¼=a). Damit lauten die erlaubten L Äosungen der SchrÄodinger-Gleichung:

ª n = A ¢sin
³ n¼

a
x

´
; n 2 N0

und die zugehÄorigen Eigenwerte der Energie

En =
~2k2

2m
=

h2

8ma2 n2; n 2 N0 (6.6)

Die Wellenfunktion l Äa¼t sich wie folgt normieren:

1Z

¡1

jª j2dx = A2

aZ

0

sin2
³ n¼

a
x

´
dx = 1

mit u =
¡

n¼
a x

¢
folgt

aZ

0

sin 2
³ u¼

a
x

´
dx =

a
u¼

u¼Z

0

sin 2udu =
a
¼

¼Z

0

sin 2udu =
a
¼

¢
¼
2

=
a
2

; u 2 N

)

A =

r
2
a

ZUM N ACHDENKEN:
² Was sind Energieeigenwerte?

² Warum kommt es zur Bildung diskrete Energie-
niveaus?

² Was bedeuten die Quantenzahlen?

Damit gilt f Äur ein Teilchen im eindimensionalen Po-
tentialkasten:

ª n =

r
2
a

sin
n¼
a

x; n 2 N

En =
h2

8ma2 n2; n 2 N
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Abbildung 6.2: Hauptquantenzahl, Energie in Einheiten von h 2

8ma 2 , Wellenfunktion und ihre Aufenthaltswahrschein-
lichkeit fÄur Teilchen im Eindimensionalen Potentialkasten.

Dies kommt aus Gleichung 6.5 indem die zweite Ableitung der Wellenfunktion gebildet wird:

dª
dx

= A ¢
³ n¼

a

´
cos

³ n¼
a

x
´

d2ª
dx2 = ¡ A ¢

³ n¼
a

´ 2
sin

³ n¼
a

x
´

Damit gilt:

¡
~2

2m

·
A ¢

³ n¼
a

´ 2
¢sin

³ n¼
a

x
´ ¸

= En

h
A ¢sin

³ n¼
a

x
´i

Es sei noch angemerkt, da¼ die Wellenfunktion fÄur n = 0 nicht normierbar und damit unphysikalisch ist.
Abbildung 6.2 zeigt die erlaubten Energieniveaus, Wellenfunktionen, und die Wahrscheinlichkeitsdichten
jª j2 fÄur Teilchen im eindimensionalen Potentialkasten.

6.5 Besetzung von Zust Äanden

Nachdem das Pauli-Prinzip in die Modelle mit einbezogen ist, mu¼ der Grundzustand neu festgelegt
werden. Nicht alle Elektronen kÄonnen im Zustand niedrigster Energie sein und dennoch kÄonnen alle
Elektronen im Grundzustand sein. Wenn man eine bestimmte Anzahl von Elektronen in einem FestkÄorper
hat, dann mÄussen diese so die ZustÄande besetzen, da¼ zunÄachst der Zustand mit der niedrigsten Energie
besetzt wird und die weiteren Elektronen den Zustand mit derjeweils nÄachst hÄoheren Energie einnimmt.
Wenn man dies mit allen Elektronen gemacht hat, dann hat das letzte Elektron, das den energetisch
hÄochsten Zustand besetzt eine bestimmte Energie, die als Fermienergie bezeichnet wird. Damit trennt
die Fermienergie die besetzten von den unbesetzte ZustÄanden (bei T = 0K ). Die Funktion, die die
Wahrscheinlichkeit beschreibt, ob ein Zustand besetzt oder frei ist liefert bei T = 0K einen sprunghaften
Verlauf, wie es nebenstehend gezeigt ist.
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(  )ef
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T=0K

Abbildung 6.3: Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion beiT = 0 K

Damit existieren nach dem Sommerfeld-Modell eine Reihe diskreter EnergiezustÄande, die nach dem Pauli-
Prinzip und dem hier gesagtem besetzt werden. Damit versagtsofort die Maxwell-Bolzmann-Statistik,
die auch den Modell freier Elektronen zu Grunde liegt, da diese auf der Annahme beruht, da¼ jegliche
Energie von jedem Elektron

"
besetzt\ werden kann.

6.6 Der Ein°u¼ der Temperatur auf die Fermi-Dirac-Verteilung

Bisher wurde die LÄosung der SchrÄodinger-Gleichung behandelt, die einem idealisierten Problem zu Grunde
liegt. Die Betrachtungen erfolgten fÄur den Grundzustand, der bei T = 0 K vorliegt. Die kinetische
Energie des Elektronengases wÄachst mit steigender Temperatur. Einige Energieniveaus, die am absoluten
Nullpunkt unbegrenzt waren, werden besetzt und einige, diebesetzt waren, werden frei. Dies geschieht
durch die thermische Aktivierung. Die Fermi-Dirac-Vertei lung gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dafÄur
an, da¼ ein Zustand der Energie2 des idealen Elektronengases im thermischen Gleichgewichtbesetzt ist.

f (2) =
1

exp
h
( 2¡ ¹

kB T )
i

+ 1

¹ - chemisches Potential Wenn2= ¹ ist, dann gilt f (2) = 0 ; 5. Bei T = 0 K ist ¹ = 2 F . Nach De¯nition
ist die Fermi-Energie gleich der Energie des energetisch hÄochsten, besetzten Zustandes am absoluten
Nullpunkt.

Be

(  )ef

/k

2,5 10  K. 4

5 10  K. 4

1 10  K. 4

.1 10  K5

1000K 500K
T=0K

Abbildung 6.4: Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion bei verschiedenen Temperaturen.

6.7 Die Zustandsdichte

Im Grundzustand eines Systems mitn freien Elektronen kÄonnen die besetzten ZustÄande als Punkte
innerhalb einer Kugel, dem k-Raum dargestellt werden. Die Energie an der Ober°Äache dieser Kugel ist



108 6. ELEKTRONEN IN FESTK ÄORPERN

die Fermienergie, die Wellenzahl an der Fermi°Äache ist kF . Unter Einbeziehung von Gleichung 6.6 gilt
dann

EF =
~2

2m
k2

F

In einer Kugel mit dem Volumen V = 4
3 ¼k2F ist die Gesamtzahl der erlaubten ZustÄande durch folgen-

den Ausdruck gegeben, wenn man berÄucksichtigt, da¼ jedem genau ein erlaubter Wellenvektor (d.h. ein
bestimmtes Tripel der Quantenzahlen kx , ky und kz ) auf ein Volumenelement (2¼=L)3 des k-Raumes
entfÄallt:

N = 2 ¢
4¼k3F

3
1

¡
2¼
L

¢3 =
V

3¼2 k3
F

Der Vorfaktor 2 berÄucksichtigt hierbei die so genannte Spinnquantenzahl fÄur jeden erlaubten Wert von
k. Daraus folgt:

kF =
µ

3¼2N
V

¶ 1
3

Damit h Äangt kF nur noch von der Teilchenkonzentration ab.

EF =
~2

2m

µ
3¼2N

V

¶ 2
3

Aus diesem Ausdruck wird die Zustandsdichte abgeleitet. Die ZustandsdichteD(E) beschreibt die Anzahl
der ZustÄande im Einheitsenergieintervall. Es gilt:

N =
V

3¼2

µ
2mE

~2

¶ 3
2

mit D(E) = dN
dE folgt

D(E) =
V

2¼2

µ
2m
~2

¶ 3
2

¢E
1
2 (6.7)

Die Zustandsdichte ist in Abbildung 6.5 als Funktion der Energie aufgetragen.

(  )eD

eF
e

k  TB

Abbildung 6.5: Zustandsdichte als Funktion der Energie
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Bei T = 0 sind alle ZustÄande unterhalb von EF besetzt. Die Kurve T 6= 0K stellt den Verlauf der Dichte
f (E; T )D(E) der besetzten ZustÄande bei endlicher Temperatur dar, fÄur die kB T klein gegenEF ist. Nur
Elektronen innerhalb des Energiebereiches vonkB T und die Fermienergie kÄonnen thermisch angeregt
werden.
Damit ist der oben gewonnene Ausdruck fÄur D(E)

ZUM N ACHDENKEN:
² Was ist die Fermienergie?

² Was ist die Fermifunktion?

² Wie wird die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion
von der Temperatur beein°u¼t?

² Wie sieht die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion
fÄur einen Isolator aus?

² Wie werden die Elektronen in Bezug auf die
Verteilungsfunktion durch die Temperatur um-
geordnet?

nur fÄur freie Elektronen gÄultig. In wirklichen Mate-
rialien ist der Verlauf nicht mehr parabolisch. Wenn
man die erlaubten ZustÄande der Elektronen in einem
FestkÄorper adÄaquat beschreiben will, braucht man ne-
ben den Energien, die man durch die Randbedingun-
gen erhÄalt, auch die Zustandsdichte dieser ZustÄande.
Die Energien, das sei hier noch angemerkt hÄangen
stark vom Gitter ab, so also auch z.B. von der Brei-
te des Potentialtopfes im eindimensionalen Fall. Bleibt
anzumerken, da¼ die Anzahl der mÄoglichen ZustÄande
mit der Energie ansteigt.
Die klassische Theorie des freien Elektronengases be-
schreibt eine Vielzahl physikalischer Eigenschaften, wie
z.B. die LeitfÄahigkeit, exakt. Sie versagt hingegen bei dem Versuch die spezi¯sche WÄarme und die ma-
gnetische SuszeptiblitÄat der Leitungselektronen zu beschreiben. Hier versagt nicht das Modell der freien
Elektronen, sondern die Maxwell-Bolzmann-Statistik. Auch kann das Modell nicht bei anderen wichti-
gen Fragen helfen, wie z.B. den Unterschied zwischen Metallen und Isolatoren. Jeder FestkÄorper enthÄalt
Elektronen, wobei es fÄur die elektrische Leitung wichtig ist, zu wissen, wie diese auf ein Äau¼eres Feld
reagieren. Im Folgenden ist exemplarisch anhand des Modells gebundener Elektronen dargelegt, wie die
FestkÄorper klassi¯ziert werden kÄonnen um daran anschlie¼end das Modell des fast freien Elektronengases
zu diskutieren, da¼ fÄur die physikalischen Eigenschaften dieser Werksto®e so wichtig ist.

6.8 Das Modell gebundener Elektronen

Das Pauliprinzip, genauer das Paulsche Ausschlie¼ungsprinzip besagt, dass niemals sÄamtliche Quan-
tenzahlen von zwei ElektronenÄubereinstimmen kÄonnen. Die bedeutet, dass jeder Quantenzustand von
hÄochstens einem Elektron besetzt sein kann. Damit halten sich Elektronen, die an isolierte Atome gebun-
den sind nur auf diskreten Energieniveaus auf. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen um den
oder die Kerne wird durch das Quadrat der Wellenfunktion jª j2 beschrieben. Die LÄosung der SchrÄodinger-
Gleichung liefert fÄur ª r Äaumlich stehende Wellen. Bilden zwei Atome ein MolekÄul, so Äuberlappen sich
die Wellenfunktionen beider Atome. Die Wechselwirkung derbeteiligten Elektronen fÄuhrt dazu, da¼ ur-
sprÄunglich gleichartige Energieniveaus der Einzelatome in jeweils zwei eng benachbarte Energieniveaus
aufspalten.
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Abbildung 6.6: Erlaubte EnergiezustÄande der Elektronen in Atom, MolekÄul (2 Atome) und FestkÄorper (von links nach
rechts).

Die Abbildung 6.6 verdeutlicht die Aufspaltung der Energieniveaus in n eng benachbarte Energieniveaus.
In einem FestkÄorper liegen diese n EnergiezustÄande so eng beieinander, dass sie nicht mehr getrennt wer-
den kÄonnen. Man spricht dann von EnergiebÄandern. Die Elektronen halten sich in FestkÄorpern innerhalb
von EnergiebÄanderen auf, die durch Zonen getrennt sind, in denen sich kein Elektron aufhalten darf, den
so genannten verbotenen Zonen.
Die Frage ob ein FestkÄorper ein Leiter, oder ein Nichtleiter ist, hÄangt von der Besetzung der Ener-
giebÄander mit Elektronen ab. Ist beispielsweise ein Band vollstÄandig mit Elektronen gefÄullt, so kÄonnen
diese Elektronen nicht am Stromtransport teilnehmen. Ein °ie¼ender Strom bedeutet nÄamlich, da¼ die
Elektronen bei der Bewegung durch den FestkÄorper kinetische Energie aufnehmen, also energetisch auf
eine hÄohere Stufe gehoben werden. In einem vollbesetzten Band istdies aber nicht mÄoglich, da ja alle
mÄoglichen ZustÄande schon besetzt sind. Damit kÄonnen nur solche FestkÄorper elektrische Leiter sein, bei
denen ein Energieband nur teilweise besetzt ist. Das oberste, vollstÄandig gefÄullte Band hei¼t Valenzband.
Das darÄuber liegende, entweder teilweise oder gar nicht gefÄullte Band, hei¼t Leitungsband.

1s

2s
2p

3s
3p
3d

4s
4p

E

Abbildung 6.7: Besetzung der Energieniveaus in Kupfer.

Betrachtet man zum Beispiel die Elektronenkon¯guration von Kupfer, so sieht man, da¼ das 3d-Band
das Valenzband ist und das 4s-Band das Leitungsband ist. Dieses Band kÄonnte 2 Elektronen aufnehmen.
Auch im FestkÄorper, der aus nahezu unendlich vielen Kupferatomen besteht bleibt das 4s-Band halb
besetzt.
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Abbildung 6.8: Baenderschemata fuer ein Metall, ein Halbmetall, einen Halbleiter und einen Isolator (von links nach
rechts). Die Dunklen bereiche reprÄasentieren die besetzten ZustÄande, die hellen die verbotene Zone.

Die Welt ist aber nicht immer so einfach. Andere Me-
ZUM N ACHDENKEN:

² Was ist die Zustandsdichte?

² Nach welchem Prinzip werden die Elektronen in
einem FestkÄorper besetzt?

² Wie unterscheiden sich Metall, Halbmetall und
Isolator?

talle (z.B. die Erdalkalimetalle) k Äonnen zwar ein voll
besetztes oberes Energieband aufweisen und dennoch
eine gute elektrische LeitfÄahigkeit aufzeigen, da durch
Äuberlappung dieses Bandes mit einem darÄuberliegen-
den leeren Leitungsband letztlich ein teilweise gefÄull-
tes Band entsteht. Diese Leiter werden auch als Leiter
zweiter Art der Halbmetalle bezeichnet. Bei Halblei-
tern und Isolatoren ist das leere Leitungsband von dem
vollen Valenzband durch eine mehr oder weniger breite verbotene Zone getrennt, wobei die Breite der ver-
botenen Zone ma¼geblich zur Einteilung beitrÄagt. Substanzen mit einer Breite der Zone vonEGap · 3eV
werden als Halbleiter bezeichnet und solche mit breiterer Zone als Isolatoren.

6.9 Das Modell fast freier Elektronen

In der Beschreibung des fast freien Elektrons wird vorausgesetzt, da¼ die Elektronen in einem FestkÄorper
nur wenig von dem periodischen Potential der IonenrÄumpfe gestÄort werden. Die Bragg-Re°exion ist ein
charakteristisches Kennzeichen fÄur die Ausbreitung von Wellen in Kristallen. Genau diese Re°exion von
Wellen ist der Ursprung der EnergielÄucke in Kristallen, wie im Folgenden dargelegt wird.
Vom Modell freier Elektronen ist der parabolische Zusammenhang zwischen Energie und dem Wellenvek-
tor E = ~2 k 2

2m bekannt. Weiterhin werden Elektronen zwischen Potentialbarrieren hin und her re°ektiert,
wenn diese Potentialbarrieren hÄoher sind als die Energie der Elektronen. Die Wellenfunktion dringt zwar
noch in diese Barriere ein, ihre Wahrscheinlichkeitsdichte klingt aber sehr schnell ab. Die Elektronen wer-
den in letzter Konsequenz doch zwischen den Potentialbarrieren der IonenrÄumpfe festgehalten. Lediglich
die Elektronen die eine genÄugend hohe Energie haben werden nicht gehalten.
Im Folgenden wird der Zusammenhang anhand eines eindimensionalen Beispiels verdeutlicht, der Schritt
zu einer dreidimensionalen Darstellung besteht in der Erweiterung der mathematischen Beschreibung,
das Prinzip bleibt aber erhalten.
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Abbildung 6.9: Zonenschema fÄur fast freie Elektronen im energetisch niedrigsten Bereich. Links ist der prinzipielle
parabolische Verlauf fÄur freie Elektronen dargestellt. Die rechte Abbildung zeigt das Zonenschema in erweiterter Form.

In Abbildungi 6.9 ist der energetisch niedrigste Bereich des Zonenschemas fÄur freie und fast freie Elektro-
nen gezeigt. Im Fall der fast freien Elektronen treten EnergielÄucken bei § n ¼

a ; n 2 N auf. Die Braggsche
Re°exionsbedingung

2asinµ = n¸

wird f Äur einen eindimensionalen FestkÄorper (µ = 90; sin µ = 1) zu n¸ = 2a mit ¸ = 2¼
k folgt

k =
n¼
a

genauso folgt dies aus der Re°exionsbedingung im reziproken Raum: (k0+ G)2 = k2 die im eindimensio-
nalen k = § 1

2 G lautet. G ist ein reziproker Gittervektor mit G = 2¼n
a .

Damit kommt es an den RÄandern der Brillouin-Zonen zu Bragg-Re°exionen. Die Brillouin-Zonen teilen
den k-Raum wie folgt auf:

1. Brillouin-Zone: ¡ ¼
a · k · ¼

a

2. Brillouin Zone: ¡ 2¼
a · k · ¡ ¼

a und ¼
a · k · 2¼

a

n. Brillouin Zone: ¡ n¼
a · k · ¡ (n ¡ 1)¼

a und (n ¡ 1)¼
a · k · n¼

a

Bei k = § n¼
a sind die Wellenfunktionen keine laufenden Wellen, wie es fÄur freien Elektronen der Fall ist.

Die LÄosungen der Wellengleichungen fÄur diese speziellenk-Werte bestehen zu gleichen Teilen aus nach
links und nach rechts laufenden Wellen. Ist die Braggsche Re°exionsbedingung erÄullt, so lÄauft eine Welle
in einer Richtung ein, wird re°ektiert und l Äauft in die andere Richtung zurÄuck. Jede nachfolgende Bragg-
Re°exion kehrt die Ausbreitungsrichtung um. Eine weder nach rechts noch nach links laufende Welle ist
eine stehende Welle. DurchÄUberlagerung der laufenden mit der re°ektierten Welle entsteht eine stehende
Welle! Aus den beiden in beide Richtungen laufenden Wellen exp[§ i¼x=a] kann man zwei verschiedene
stehende Wellen bilden:

ª 1 = exp[ i¼x=a] + exp[¡ i¼x=a] = 2 ¢cos(¼x=a)

ª 2 = exp[ i¼x=a] ¡ exp[¡ i¼x=a] = 2 i ¢sin(¼x=a)

Diese beiden stehenden Wellen stehen fÄur Elektronen, die sich in verschiedenen Bereichen be¯nden, daher
haben die Wellen unterschiedliche Werte fÄur ihre potentielle Energie. Genau hierin liegt der Ursprung
der EnergielÄucke. Die quantenmechanische Wahrscheinlichkeit½eines Teilchens istjª j2 = ª ¤ª. F Äur eine
reine laufende Welle exp[ikx ] gilt ½ = exp[¡ ikx ] ¢exp[ikx ] = 1, ½ ist auf der anderen Seite fÄur eine
Linearkombination ebener Wellen nicht konstant. z.B. gilt f Äur ª 1:
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½1 = jª 1j2 / cos2(¼x=a)

Diese Funktion hÄauft Elektronen bei den IonenrÄumpfen an, die bei x = § na, n 2 iN0 sitzen. Die Io-
nenrÄumpfe sind positiv geladen, da die Atome im Metall ionisiert sind, wobei die Valenzelektronen zur
Bildung des Leitungsbandes abgefÄuhrt worden sind. Die potentielle Energie eines Elektrons im Feld eines
positiven Ions ist negativ, soda¼ die zwischen ihnen herrschende Kraft anziehend ist. FÄur die andere
stehende Welle ª2 gilt:

½2 = jª 2j2 / sin2(¼x=a)

Diese Funktion konzentriert die Elektronen mÄoglichst weit weg von den IonenrÄumpfen, also genau in der
Mitte zwischen ihnen. Die Abbildung 6.10 zeigt das Potential der IonenrÄumpfe und die Wahrscheinlich-
keitsdichte der beiden stehenden Wellen und zusÄatzlich ½einer laufenden Welle.

|Y(-)| 2
|Y(+)|2r

x

Ionenrumpf

a

U

Abbildung 6.10: Potential der IonenrÄumpfe und die stehenden Wellenª 1 und ª 2 .

Wird der Erwartungswert der potentiellen Energie die-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wo ist der Ursprung der EnergielÄucke?

² Wie sieht der prinzipielle Verlauf des Potenti-
als und der Aufenthaltswahrscheinlichkeit von
Elektronen in einem linearen Gitter von Io-
nenrÄupfen aus?

ser drei Wellen berechnet, so wird man feststellen, da¼
die potentielle Energie von½1 geringer als die der lau-
fenden Welle ist, wohingegen die von½2 grÄo¼er als die
der laufenden Welle ist. Die Breite der EnergielÄucke ist
dann gleich dem Unterschied der potentiellen Energien
von ½1 und ½2. Die EnergielÄucke ist in erster NÄaherung
so gro¼ wie die Fourierkomponente des Kristallpoten-
tials. Dieses seiU(x) = U ¢cos(2¼x=a). Dann gilt:

Eg =

1Z

0

dxU(x)[jª 1j2 ¡ j ª 2j2]

= 2
Z

dxUcos
µ

2¼x
a

¶
¢
³

cos2
³ ¼x

a

´
¡ sin 2

³ ¼x
a

´´
= U

6.9.1 Das reduzierte Zonenschema

Es ist immer mÄoglich den Wellenvektor so zu wÄahlen, da¼ er in der ersten Brillouin-Zone liegt. Diese
Darstellung bezeichnet man als reduziertes Zonenschema. Auch wenn der Wellenvektor k0 au¼halb der
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ersten Brillouin-Zone liegt, kann ein reziproker Gittervektor gefunden werden, soda¼k = k0+ G innerhalb
der ersten Brillouin-Zone liegt. Jeder Punkt im k-Raum kann durch Symmetrieoperationen auf einen
Äaquivalenten Punkt in der ersten Brillouin-Zone abgebildet werden, wobei man jedoch darauf achten
mu¼, da¼ viele Punkte au¼erhalb der ersten Brillouin-Zone aufdem selben Punkt der ersten Brillouin-
Zone abgebildet werden kÄonnen.

p
a

p
a

AA' G

G

k'k

k y

k x

Abbildung 6.11: Erste Brilloiun-Zone eines zweidimensionalen quadratischen Gitters und Symmetrieoperationen, die
jeden Punkt auf die erste Brillouin-Zone abbilden.

Die Abbildung 6.11 zeigt ein zweidimensionales, quadratisches Gitter und wie ein Punkt der durch einen
Wellenvektor k0 beschrieben wird und durch einen reziproken GittervektorG mit der Operation k0+ G = k
in die erste Brillouin-Zone ÄuberfÄuhrt wird.
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Abbildung 6.12: Zonenschema fÄur fast freie Elektronen im energetisch niedrigsten Bereich. Dielinke Abbildung zeift
das Zonenschema in erweiterter und die rechte in reduzierterForm.

Mit Hilfe dieses reduzierten Zonenschemas kann die ganze Bandstruktur der Elektronen innerhalb der
ersten Brillouin-Zone beschrieben werden. Diese Darstellung ist sehr kompakt, hat aber den Vorteil, da¼
die Struktur als Ganzes dargestellt werden kann. Die nebenstehende Abbildung zeigt noch einmal die
'lineare' Bandstruktur um normalen und zusÄatzlich im reduzierten Zonenschema.

6.10 Bandstrukturen im Dreidimensionalen

Bis hier wurden Informationen Äuber die elektrischen Eigenschaften eines Metalls aus der Darstellung
der Energie in AbhÄangigkeit vom Wellenvektor - dem Zonenschema - gewonnen. Diese Darstellung soll
nun im Folgenden auf drei Dimensionen erweitert werden; dazu wird auch die Brillouin-Zone erweitert.
Zur Erinnerung: das bisher betrachtet lineare Gitter ist mi t einem reziproken Gitter verbunden, des-
sen Wigner Seitz Zelle (erste Brillouin-Zone) von¡ ¼=abis ¼=ageht. Im Dreidimensionalen wird die
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Darstellung der elektronischen Struktur komplex, denn es mu¼ ein Weg gefunden werden die vier Dimen-
sionen (E; kx ; ky ; kz ) zu beschreiben. Die LÄosung dieses Problems liegt darin nicht den gesamten Raum
zu beschreiben, sondern nur einige ausgewÄahlte Richtungen, die eine hohe Symmetrie zeigen. Durch diese
Herangehensweise ist es mÄoglich eine E(k) Darstellung zu ¯nden, die zweidimensional darstellbar ist.
Man kann sich die Darstellung so vorstellen, da¼ dieE(k) Verl Äaufe zwischen jeweils zwei Punkten in
der Brillouin-Zone, die eine hohe Symmetrie aufweisen, aufgenommen werden. Diese Linien werden dann
anhand fÄur verschiedene Punkte in der Brillouin-Zone gewonnen und anschlie¼end so aneinander gereiht,
da¼ die Abszisse derE(k) Darstellung einer Trajektorie in der Brillouin-Zone von einem ausgewÄahlten
Punkt zum nÄachsten entspricht.
FÄur die beiden wichtigsten Raumgruppen ist im Folgenden die Brillouin-Zone gezeigt. Abbildung 6.13
zeigt die Brillouin-Zone eines kubisch °Äachenzentrierten Gitters im reziproken Raum.

kx

k y

k z

W

D

L
L

G

U

X

K

S

Abbildung 6.13: Brillouin-Zone eines kubisch °Äachenzentrierten Gitters im reziproken Raum.

Ausgezeichnete Punkte hoher Symmetrie sind in dieser Darstellung eingetragen. RÄomische Buchstaben
werden Äublicherweise fÄur Symmetriepunkte und Griechische fÄur Symmetrierichtungen verwendet. Die
Tabelle 6.2 listet die wichtigsten Standard-Symbole und die zugehÄorige Lage imk-Raum auf.

¡ < 0; 0; 0 >
X < 1; 0; 0 >
W < 1; 1

2 ; 0 >
K < 3

4 ; 3
4 ; 0 >

L < 1
2 ; 1

2 ; 1
2 >

Tabelle 6.2: AusgewÄahlte Lagen in der in Abbildung 6.13 abgebildeten Brillouin-Zone. ¡ stellt das Zentrum der
Brillouin-Zone dar

In gleicher Weise kann die Brillouin-Zone eines kubisch raumzentrierten Gitters dargestellt werden. Die
Symmetriepunkte sind in diesem Fall in Tabelle 6.3 und Abbildung 6.14 angefÄuhrt und dargestellt.



116 6. ELEKTRONEN IN FESTK ÄORPERN

¡ < 0; 0; 0 >
H < 1; 0; 0 >
P < 1; 1; 1 >
N < 1; 1; 0 >

Tabelle 6.3: AusgewÄahlte Lagen in der in
Abbildung 6.14 abgebildeten Brillouin-Zone.

k z
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Abbildung 6.14: Brillouin-Zone eines kubisch raum-
zentrierten Gitters im reziproken Raum.

An dieser Stelle sei noch einmal erwÄahnt, da¼ ein kubisch raumzentriertes Gitter im realen Raumeine
Brillouin-Zone im reziproken Raum aufweist, die eine kubisch °Äachenzentrierte Symmetrie aufweist - und
umgekehrt.
In der folgenden Abbildung 6.15 sind die Bandstrukturen derMetalle Cu (fcc) und Na (bcc) gezeigt.
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Abbildung 6.15: Bandstrukturen von Kupfer (links) und Natrium (rechts). Das stark eingezeichnete Band ist das
Valenzband. Mit freundlicher UnterstÄutung von Manuel Richter und FPLO

Die Abszissen, im Fall von Natrium ist das ¡-H-N-¡-P-N-P, besc hreiben die Trajektorie durch die
Brillouin-Zone. Diese 'Spagetti-Bilder' zeigen verschiedenen EnergiebÄander, deren Energie stark vom Ort
abhÄangig ist. Fett eingezeichnet sind die ValenzbÄander und das sind ja bekanntlich die Relevanten. Die
Energie von 0eV kennzeichnet die Fermienergie. In beiden Metallen kreuzt das Valenzband die Fermiener-
gie, was ein Zeichen fÄur die Leitf Äahigkeit ist. W Äurde kein Band diese Energie kreuzen, so wÄurde es sich um
einen Isolator handeln, wie es im Bandstrukturbild von Ar (fcc) der Fall ist. Dies ist in Abbildung 6.16
dargestellt
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Abbildung 6.16: Bandstruktur von Argon. Das Valenzband ist dick dargestellt. Mit freundlicher UnterstÄutung von
Manuel Richter und FPLO

Das Valenzband liegt an der Fermienergie, das darÄuber liegende Leitungsband ist weit entfernt und leer.
Doch zurÄuck zu den Metallen: Ein weiteres Merkmal fÄur ein Metall ist die Steigung des Valenzbandes
an der Fermienergie, diese ist viel grÄo¼er im Fall von Kupfer im Vergleich zu Natrium. Natrium besitzt
11 Elektronen, diese fÄullen die inneren BÄander 1s, 2s und 2p vollstÄandig auf. Die s-BÄander sind mit 2
Elektronen voll besetzt, das p-Band mit 6 Elektronen. Das 3s-Band ist mit 1 einem Elektron genau halb
gefÄullt. Dieses Band ist das Valenzband (im Bandstrukturbild fett eingezeichnet).

3p

2s

2p

3s

1s

innere
aufgef�llte
Bänder

leeres
Band

halbgef�lltes
Band

Abbildung 6.17: Eindimensionale Bandstruktur von Natrium, beziehungsweise Besetzung der ZustÄande.

Wegen des Pauli-Prinzips geht eine mÄogliche Anregung
ZUM N ACHDENKEN:

² Warum reicht die erste Brillouin-Zone aus, um
die Eigenschaften eines Kristalls zu beschreiben?

² Welche Informationen sind in Bandstruktur-
Bildern enthalten?

der Elektronen nur fÄur freie ZustÄande, also z.B. inner-
halb des 3s-Bandes. Argon hingegen hat 18 Elektronen
in folgender Kon¯guration: 1s22s22p63s23p6. SÄamtli-
che BÄander sind vollstÄandig aufgefÄullt oder gÄanzlich
leer. Damit kann kein Elektron ohne immens gro¼e
Anregung in eine Leerstelle angeregt werden. Argon
ist ein Isolator. Ein angelegtes Feld kann die Elektro-
nen im Valenzband nicht beschleunigen, da es keine freien PlÄatze gibt. Die einzige MÄoglichkeit einen
Strom °ie¼en zu lassen besteht darin, ein Elektron auf das leere Leitungsband anzuheben. Im Fall von
Argon sind dazu etwa 15eV, im Fall von Diamant 6 eV erforderlich. Beide sind gute Isolatoren. Bei Silizi-
um und Germanium hat man Äahnliche Bandschemata, die AbstÄande zwischen dem Valenzband und dem
Leitungsband sind jedoch vergleichsweise klein. (Si: 1; 14ev; Ge: 0; 67eV) Durch thermische Anregung (¼
1eV) kann das oberste Elektron im Valenzband in das Leitungsbandangeregt werden. Dort fÄuhrt das
Elektron zu metallischer Leitung. Mit zunehmender Temperatur ( =̂ steigender thermischer Anregung)
nimmt auch die Leitf Äahigkeit zu. So steigt die Zahl der Elektronen um 106, wenn bei einen Halbleiter
die Temperatur von T=250K auf 450K erhÄoht wird. Die Leitf Äahigkeit von Halbleitern kann auch durch
Dotieren der Halbleiter mit Elementen mit zusÄatzlichen Elektronen erhÄoht werden. Doch dies fÄuhrt an
dieser Stelle zu weit (vgl. VorlesungÄuber die Funktionswerksto®e der Elektrotechnik).
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6.11 Fermi° Äachen

Im bisher betrachteten eindimensionalen Fall wird der Grundzustand von der Fermienergie und dem
Fermi-Niveau bestimmt. Das Fermi-Niveau stellt den Zustand mit der h Äochsten Energie dar, wobei diese
Energie als Fermienergie bezeichnet wird. Die Fermi°Äache ist nichts anderes als eine dreidimensionale
Darstellung der Fermienergie im k-Raum. Das von der Fermi°Äache umschlossene Volumen beinhaltet
sÄamtliche besetzten ZustÄande sofern sich das Material im Grundzustand be¯ndet. Im einfachsten Fall,
dem der freien Elektronen, ist die Fermi°Äache eine Kugel, da die Fermienergie eine Funktion der Quadrate
der k-Vektoren in jede Richtung ist.

E =
~2

2m
(k2

x + k2
y + k2

z )

In anderen FÄallen insbesondere in Metallen ist die Fermi°Äache nicht exakt kreisfÄormig im k-Raum. FÄur
solche Metalle, die quasi freie hÄoher gelegene Elektronen besitzen, ist die Fermi°Äache jedoch nahezu
kreisfÄormig. Nahezu, weil aufgrund von Bragg-Re°exionen an den Grenzen der Brillouin-Zonen HÄalse
entstehen. Solche Fermi°Äachen werden zum Beispiel fÄur Kupfer, Silber und Gold beobachtet.
Zur Vereinfachung wird im Folgenden die Betrachtung der Fermi° Äache auf
zwei Dimensionen reduziert. Damit reduziert sich die Fermi° Äache freier Elek-
tronen, die im Dreidimensionalen die Gestalt einer Kugel hatte, auf einen
Kreis. Ist das Gitter leer - also nicht vorhanden - so kommt esauch nicht zu
Bragg-Re°exionen. Sofern die Fermienergie innerhalb der ersten Brillouin-
Zone liegt, ist auch im reduzierten Zonenschema die Fermienergie ein Kreis.
Hat ein Metall jedoch mehrere Elektronen, so kÄonnen diese nicht mehr alle
in der ersten Brillouin-Zone untergebracht werden, dann liegt die Fermi-
energie au¼erhalb der ersten Brillouin-Zone. Im erweiterten Zonenschema
ist die Fermienergie nach wie vor kreisfÄormig. Jedoch wird die Fermi°Äache im reduzierten Zonenschema
zunÄachst merkwÄurdige Formen annehmen. FÄur diese Betrachtungen wird das erweiterte Zonenschema in
die Brillouin-Zonen zerlegt und diese dann auf die erste Brillouin-Zone abgebildet, um das reduzierte
Zonenschema zu erhalten.
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Abbildung 6.18: Konstruktion der ersten vier Brillouin-Zonen. Die schwarzen Linien sind die Mittelsenkrechten zu
den jeweils nÄachsten Nachbarn, beziehungsweise denen hÄoherer Ordnung, wie es die Zahlen angeben. Die Grauen Linien
betre®en die Konstruktion der vierten Brillouin-Zone

Ausgehend von dem Mittelpunkt bildet man Vektoren zu benachbarten reziproken Gitterpunkten. Die-
se werden nach grÄo¼er werdender LÄange sortiert. Aufgrund der Symmetrie erhÄalt man fÄur jede LÄange
mehrere Vektoren. Danach erstellt man, ausgehend von den kÄurzesten Vektoren, Mittelsenkrechte bzw.
im dreidimensionalen auf den Mittelpunkten eine Ebene, dieden Vektor als Normalenvektor besitzt. Die
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Ebenen, die von diesen Gebieten eingeschlossen werden, sind die 1., 2., ... Brillouin-Zonen. Das einfachste
Beispiel ist der eindimensionale Fall:
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Abbildung 6.19: Konstruktion der ersten vier Brillouin-Zonen im eindimensionalen Fall.

Der zweidimensionale Fall ist ebenfalls anhand eines quadratischen Gitters im reziproken Raum darge-
stellt. Wird die Ober° Äache der Fermikugel freier Elektronen in die erste Brillouin-Zone zurÄuck transferiert,
so verkompliziert sich die Gestalt der Fermi°Äache. Die Anteile der Elektronen in der 1., 2., 3., und vierten
Brillouin-Zone haben in der ersten Brillouin-Zone die folgende Gestalt:

Abbildung 6.20: Elektronen innerhalb der Fermikugel. Darstellung anhand der ersten Brillouin-Zone.

In einem periodischen Potential verÄandert sich das Aussehen der Fermi°Äache
4

3

2
1

4
aufgrund der Bragg-Re°exionen. Im vorausgegangenen zweidimensionalen
Beispiel werden sich die Potentiallinien konstanter Energie so verÄandern,
wie es nebenstehend angedeutet ist. An den ZonenrÄandern kommt es zur
Bildung von HÄalsen, wenn die Energie dicht genug am Zonenrand liegt. Die
StÄarke der Abweichung vom kreisfÄormigen Aussehen und das Ausma¼ der
Bildung der HÄalse hÄangt ma¼geblich davon ab, wie stark die Bragg Re°exi-
on ist. Im Kupfer hat die Fermi° Äache nahezu ein kugelfÄormiges Aussehen,
das nur durch HÄalse an den ZonenrÄandern gestÄort wird. Diese HÄalse sind
Auswirkungen der Bragg-Re°exionen an den Zonengrenzen.

Abbildung 6.21: Fermi°Äache von Kupfer.

Nachdem nun erklÄart wurde wie Fermi° Äachen aussehen, kÄonnte man sich die Frage stellen, warum diese
FlÄachen von so gro¼er Bedeutung sind. DasDrude-Modell fÄur Elektronen im FestkÄorper versagt z.B.
bei der Beschreibung der spezi¯schen WÄarme. Dies liegt darin begrÄundet, da¼ nicht einmal die freien
Elektronen im Leitungsband eines Metalls thermische Energie absorbieren kÄonnen, wenn diese nicht
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innerhalb eines Energiebereiches vonkB T in der NÄahe der Fermi°Äache sind. Dies bedeutet, da¼ die
meisten elektronischen Eigenschaften der Metalle von Elektronen bestimmt werden, die sich auf oder
knapp unterhalb der Fermi° Äache be¯nden. Demzufolge sind die Elektronen nahe der Fermi° Äache, die
relevanten Elektronen, wenn es um die Beschreibung der Eigenschaften von Metallen geht. Es gibt eine
Reihe von Messungen, mit deren Hilfe InformationenÄuber die Fermi°Äache gewonnen werden kÄonnen.
Detaillierte Beschreibungen dieser Experimente ¯nden sich in einschlÄagigen FestkÄorperphysikbÄanden :-)
An dieser Stelle sei nur eine Liste der Experimente gegeben und welche Eigenschaften durch sie bestimmt
werden kÄonnen.
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(Magneto-akustischer Effekt)

Elektronengeschwindigkeit
(Zyklotron Resonanz)

Krümmung
(Annomaler Skin Effekt)
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Kontaktflächen
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Maximale Fläche

Abbildung 6.22: Eigenschaften der Fermi°Äache und mit welchen physikalischen Methoden diese untersucht werden
kÄonnen.

6.12 Leitf Äahigkeit von Elementen und Legierungen

Der Impuls eines freien Elektrons hÄangt mit seinem Wellenvektor Äuber ~p = m~v = ~~k zusammen. Hierin
wird das Elektron sowohl als Teilchen (m ¢~v) als auch als Welle (~ ¢~k) beschrieben, die den Kristall in
alle Richtungen durchlaufen kann. In einem elektrischen Feld ~E und einem Magnetfeld ~B ist die Kraft ~F
auf ein Elektron der Ladung ¡ e gleich

~F = ¡ e
·

~E +
1
c
~v £ ~B

¸

mit dem Newtonschen Gesetz gilt

~F = m
d~v
dt

= ~
d~k
dt

= ¡ e
·

~E +
1
c
~v £ ~B

¸

Treten keine Sto¼prozesse auf, so wird die Fermikugel imk-Raum durch ein Äau¼eres elektrisches Feld
gleichfÄormig verschoben. Eine IntegrationÄuber k liefert mit B = 0:

k(t) ¡ k(0) = ¡ e~E
t
~
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Wird das Feld zur Zeit t = 0 an ein Elektronengas angelegt, das die Fermikugel mit demMittelpunkt um
Ursprung desk-Raumes ausfÄullt, so verschiebt sich die Kugel. Diese Bewegung fÄuhrt nach einer Zeit t zu
einem neuen Mittelpunkt am Ort:

±k = ¡ e~E
t
~

Die Fermikugel wird hierbei als Ganzes verschoben! Dies fÄuhrt zu einem elektrischen Strom.±k kann je-
doch nicht beliebig gro¼ werden, da es Wechselwirkungen zwischen den Elektronen und den Rumpfatomen
bzw. StÄorungen des periodischen Gitterpotentials gibt. Dies fÄuhrt unter anderem zur Streuung der Elek-
tronenwellen oder zur Umbesetzung von QuantenzustÄanden. Infolge der StÄo¼e zwischen den Elektronen
und den Verunreinigungen, Gitterfehler, Phononen, etc., kann die Verschiebung der Fermikugel in einem
elektrischen Feld als stationÄarer Zustand aufrecht erhalten werden. Bei einer mittlerenSto¼zeit zwischen
zwei Streuprozessen¿ ist die Verschiebung der Fermikugel im stationÄaren Zustand durch±k = ¡ e¢E ¢¿=~
gegeben. Der Gleichgewichtszustand ist~v = ¡ e¢~E ¢¿=m.

k y

k x

F

k x

k y

Abbildung 6.23: Die Fermikugel schlie¼t imk-Raum die besetzten ZustÄande des Elektronengases ein. Unter einer
Äau¼eren Kraft (rechtes Teilbild) verschiebt sich die Fermikugel, da derk-Vektor aller ZustÄande zunimmt (±k = F ¢¿=~).

Bei n Elektronen der Ladung q = ¡ e pro Volumeneinheit betrÄagt die elektrische Stromdichte in einem
konstanten Feld ~E

~j = nq~v = ne2¿
~E
m

Diese Gleichung hat die Form des Ohmschen Gesetzes. Die elektrische LeitfÄahigkeit ¾ ist durch ~j = ¾~E
gegeben, also gilt

¾=
ne2¿

m

Der elektrische Widerstand ½ist per De¯nition der Kehrwert der Leitf Äahigkeit

½=
1
¾

=
m

ne2¿
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ZUM N ACHDENKEN:
² Welche Bedeutung hat die Brillouin-Zone?

² Welche Informationen erhÄalt man aus Untersu-
chungen der Brillouin-Zone?

² Welche GrÄo¼en beein°u¼en die elektrische
Leitf Äahigkeit?

² Wie kann die Bewegung der besetzten ZustÄande
innerhalb der Fermikugel bei angelegter Span-
nung beschrieben werden?



7
Strukturen metallischer Phasen

7.1 Hume-Rothery-Phasen

Es gibt eine ganze Reihe intermetallischer Phasen zwischenPartnern ungleicher Valenz, bei denen mit
zunehmendem zweiten Legierungsanteil eine bestimmte Abfolge von Gitterstrukturen auftreten. Die im
Folgenden beschriebenen Hume-Rothery-Phasen lassen die Faktoren erkennen, die zur Bildung bestimm-
ter Kristallstrukturen f Äuhren, wobei der Konzentrationsbereich, in dem diese Kristallstruktur beobachtet
wird von den beteiligten Elementen abhÄangig ist. Die auftretenden Phasen werden entsprechend ihrer
ansteigenden Wertigkeit mit ®, ¯ , ° , ±, ² bezeichnet.

1. AtomgrÄo¼enfaktor± = r B ¡ r A
r A

Ist der Atomradius r B von B um mehr als 15% verschieden, im Vergleich zum Atomradius r A der
Komponete A, so wird die ®-Phase schon bei geringen B-ZusÄatzen instabil. Im Grunde genommen
ist diese Aussage fÄur die Entmischung von zwei Komponenten, die in der selben Kristallstruktur
kristallisieren genauso zutre®end.

2. Elektronegativit Äatskriterium ² = ¡ (EFA ¡ EFB )2

Ist die Elektronegativit Äat von B stÄarker als von A, was bedeutet, dass die Elektronen in einer
Verbindung stÄarker von B angezogen werden, so kommt es zur Ausbildung von Bindungen, die
ionischen Charakter aufweisen. In einer Verbindung wÄurden sich die chemischen Potentiale der
Elektronen, also ihre Fermienergien ausgleichen, bis die Fermienergien gleich sind. Dieser Ausgleich
¯ndet durch Ladungstransport zum elektronegativeren Metall hin statt. Die Bildungsw Äarme ist
proportional zu ² = ¡ (EF A ¡ EF B )2.

3. Kriterium der Valenzelektronenkonzentration e=a
Die Valenzelektronenkonzentratione=abestimmt die Bildung so genannter Elektronenphasen. Hier-
bei treten bestimmte Strukturen bevorzugt in gewissen Intervallen der Valenzelektronenkonzentra-
tion auf. Unter der Valenzelektronenkonzentration versteht man die Anzahl aller Valenzelektronen
der Legierung pro Zahl der Atome, alsoe=a = ZA (1 ¡ xB ) + ZB ¢xB mit ZA , ZB der Anzahl der
Valenzelektronen von A und B, sowiexB der atomaren Konzentration der B-Atome. z.B. ist Cu
einwertig, also gilt ZCu = 1 und ZZn = 2 f Äur das zweiwertige Zn.

7.2 Messing(Kupfer-Zink)

Das Phasendiagramm (Abbildung 7.1) von Messing weist eine Kaskade von fÄunf Peritektika auf, die von
der Kupfer- zur Zinkseite fÄallt.

123
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Abbildung 7.1: Phasendiagramm von Messing (Cu-Zn).

Die Phasen¯ , ° , ±, ² und ´ werden peritektisch gebildet.
ZUM N ACHDENKEN:

² Welche Kriterien bestimmen das Auftreten be-
stimmter Phasen?

² Wie kann das Messing Phasendiagramm charak-
terisiert werden?

Die ±-Phase zerfÄallt unterhalb von T = 558±C eutektisch
in die Phasen° und ². Das Cu-Zn-Phasendiagramm ist
ein typisches Beispiel, in dem die Anzahl der Elektronen
fÄur die Bildung von intermetallischen Phasen und ihrer
Kristallstrukturen urs Äachlich sind.

®: Diese Phase ist kubisch °Äachenzentriert und weist eine dichteste Packung auf.

¯ : Diese Phase ist kubisch raumzentriert. Unterhalb von 454±C bis 468±C kommt es zu einer
FestkÄorperreaktion bei der sich folgende Ordnung einstellt: dasGitter ist nur einfach kubisch und
die Basis besteht aus einem Zn-Atom auf der (0; 0; 0)-Position und einem Cu-Atom im Zentrum
( 1

2 ; 1
2 ; 1

2 ). Au®Äallig ist, da¼ die¯ -Phase bei erhÄohten Temperaturen einen weiteren Existenzbereich
einnimmt.

° : Diese Phase ist komplex-kubisch mit 52 Atomen pro Elementarzelle

±: Diese Phase ist ebenfalls kubisch mit einer gro¼en Elementarzelle

²: Diese Phase ist hexagonal und nahezu dichtest gepackt, wobei des AchsenverhÄaltnis mit c=a= 1 ; 58
unterideal ist (ideales c=a VerhÄaltnis:

p
8=3 = 1; 633)

´ : Diese Phase ist ebenfalls hexagonal, aber mitc=a= 1 ; 76 Äuberideal. Die maximale Packungsdichte
wird auch hier nur knapp verfehlt.

7.3 Elektronenphasen

HÄau¯g ist in bin Äaren Legierungen die LÄoslichkeit von Elementen mit grÄo¼erer Valenzelektronenzahl viel
geringer, als umgekehrt. So ist die LÄoslichkeit eines zweiwertigen Elementes in einer Matrix mit Wertigkeit
eins geringer, als umgekehrt. Die Elektronen genÄugen dem Pauli-Prinzip, demzufolge mÄussen Elektronen,
die zu einer Legierung hinzukommen hÄoherenergetische ZustÄande einnehmen. In Kristallen nimmt bei
Erreichen gewisser kritischer Valenzelektronendichten die Energie zur Aufnahme weiterer Elektronen
stark zu. Diese kritische Elektronendichte hÄangt von der Kristallstruktur ab und ist beispielsweise fÄur
das krz-Gitter grÄo¼er als fÄur das kfz-Gitter. Wird daher in einem kfz-Gitter (z.B. ®-Mischkristall in
Messing) die Valenzelektronenkonzentration hÄoher (z.B. Zulegieren von von Zink in Kupfer im Fall von
Messing) und erreicht einen kritischen Wert, so wird fÄur noch grÄo¼ere Valenzelektronenkonzentrationen
die krz-Struktur energetisch gÄunstiger. Das Äandern der Kristallstruktur bedeutet das Auftreten neuer
Phasen.
Die Bedeutung der Valenzelektronenkonzentration erkenntman, wenn man den primÄaren LÄoslichkeitsbe-
reich von verschiedenen Legierungen eines Basismetalls betrachtet.
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Abbildung 7.2: PrimÄare LÄoslichkeit von einigen Ag-Legierungen mit verschiedenen hÄoherwertigen Elementen. Die
unterschiedliche primÄare LÄoslichkeit wird fÄur alle Elemente sehrÄahnlich, wenn diese anhand der Valenzelektronenkon-
zentration dargestellt wird.

Mit zunehmender Wertigkeit des Legierungspartners (z.B. Kupfer mit Zr, Ga, Ge, As) wird die L Äoslichkeit
geringer. TrÄagt man das Phasendiagramm jedoch nicht als Funktion der Zusammensetzung, sondern als
Funktion der Valenzelektronenkonzentration e=aauf, so ergibt sich eine recht guteÄUbereinstimmung der
maximalen LÄoslichkeit.
Die ®-Phase der messingartigen Phasendiagramme sind, wie schonerwÄahnt kubisch °Äachenzentriert; wie
die Grundmetalle. Die Ausdehnung des®-Bereiches wird, wie eben besprochen im wesentlichen durch
das e/a-VerhÄaltnis bestimmt. Die ®-Phase ist etwa bis zue=a ¼ 1,4 energetisch gÄunstig. Bei hÄoheren
B-ZusÄatzen entsprechend einer Valenzelektronenkonzentrationvon (e=a) ¯ ¼ 1; 5 folgt die kubisch raum-
zentrierte ¯ -Phase und fÄur weiter steigende Valenzelektronenkonzentrationen wird die Abfolge der Phasen
wie folgt beobachtet: (e=a)x -Werte fÄur x= ®, ¯ , ° , ² sind ® > 1; 4, ¯ > 1; 5, ° > 1; 62 und ² > 1; 75
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Abbildung 7.3: Existenzbereich verschiedener Phasen in AbhÄangigkeit von der Elektronenkonzentration.

Grob vereinfacht kann man sich die Auswirkung der Valenzelektronenkonzentration e=aauf die Phasen-
stabilit Äat wie folgt vorstellen: Beim Zulegieren nehmen die Elektronen hÄohere ZustÄande ein; werden diese
als freie Elektronen beschrieben so lÄa¼t sich die Energie schreiben als:
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E =
~2

2m
(k2

x + k2
y + k2

z )

Liegt die Fermikugel innerhalb der ersten Brillouin-Zone,
ZUM N ACHDENKEN:

² Was ist die Valenzelektronenkonzentration und
wie erkennt man ihre Bedeutung?

² Wo besteht der Zusammenhang zwischen Kri-
stallstruktur und Valenzelektronendichte?

so kÄonnen weitere Elektronen problemlos aufgenommen
werden. Hierdurch wÄachst die Fermikugel bis sie an die
Brillouin-Zone stÄo¼t. Ab diesem Punkt nimmt mit wei-
ter hinzukommenden Elektronen die Anzahl der in der
Brillouin-Zone noch besetzbaren ZustÄande schnell ab.
Bei weiterer Zufuhr von Elektronen mÄussen diese dann
irgendwann ZustÄande mit sehr viel grÄo¼er Energie in der

nÄachsten Brillouin-Zone einnehmen. Um Elektronen in der nÄachsten Brillouin-Zone unterbringen zu
kÄonnen, mu¼ eine zusÄatzliche Energie ¢E® aufgebracht werden. Die GrÄo¼e der Brillouin-Zone hÄangt
von der Kristallstruktur ab. Sie nimmt f Äur jede der sukzessiv auftretenden Hume-Rothery-Phasen zu.
Wenn mehr Elektronen in einer niedrigen Brillouin-Zone untergebracht werden kÄonnen, so ist die Gesam-
tenergie der Phase niedriger und diese somit stabiler. Die Dichte der freien Elektronen in einem Kristall
wird durch die Valenzelektronenkonzentration beschrieben.

N

EE E E Ea b g d

DEa

2. BZ
1. BZ

Abbildung 7.4: Zustandsdichte der Elektronenphasen in der ersten Brillouin-Zone.

Dadurch wird auch das Auftreten der Kristallstrukturen bei den spezi¯schen Werten fÄur die Valenz-
elektronenkonzentration erklÄart. Die obige Abbildung zeigt die Dichte der Elektronen in der ersten und
zweiten Brillouin-Zone. Die erste Brillouin-Zone kann aufgrund ihrer Gr Äo¼e in den sukzessiv auftreten-
den Hume-Rothery-Phasen mit immer hÄoheren Elektronendichten besetzt werden, wodurch der Punkt,
an dem ein zusÄatzliches Elektron nicht mehr in der ersten, sondern in der zweiten Brillouin-Zone seinen
Zustand einnimmt. Wie bereits erwÄahnt ¯ndet die erste BerÄuhrung der Fermikugel mit der Brillouin-Zone
der kubisch °Äachenzentrierten Struktur bei einer Valenzelektronenkonzentration e=a¼ 1,4 statt. Bei der
kubisch raumzentrierten Struktur ist diese Valenzelektronenkonzentration e=a¼ 1; 48. Es ist also gÄunsti-
ger im Bereich kleinerer Zustandsdichte einer Struktur, die Elektronen in einer noch nicht aufgefÄullten
Brillouin-Zone einer anderen Struktur unterzubringen, das hei¼t die Struktur mit der Valenzelektronen-
konzentration e=asystematisch zu wechseln. InÄahnlicher Weise erfolgt die Argumentation beim ÄUbergang
zwischen den anderen Hume-Rothery-Phasen.
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Abbildung 7.5: Phasenregion einiger Hume-Rothery-Verbindungen in AbhÄangigkeit von der Valenzelektronenkonzen-
tration, sowie die zugehÄorigen Brillouin-Zonen.

7.4 Wertigkeitsbestimmente Phasen

Bei reinen Metallen wird davon ausgegangen, da¼ sie eine maximale Dichte anstreben, ihre Bindung
rÄaumlich isotrop ist sowie keine ausgezeichnete Strukturprinzipien vorherrschen. Dies ist bei Legierungen
jedoch nicht der Fall. Zwei Elemente lassen sich nur in den seltensten FÄallen ideal mischen. Hierbei gilt
es zu beachten, da¼ auch bei Systemen mit vollstÄandiger Mischbarkeit nicht zwangslÄau¯g eine ideale Mi-
schung (¢H = 0) vorliegt. Dies ist vor allem durch die Bindungen verursacht. Ihr Charakter ist von den
Legierungspartnern abhÄangig. Reale Bindungen sind fast immer eine Mischung aus verschiedenen Bin-
dungscharakteren, wobei der eine oder andere Bindungstyp je nach Wahl der Komponenten dominiert.
Ein heteropolarer Charakter der Bindung wird nat Äurlich verstÄarkt, wenn die Polarit Äat der Atome, also
die GruppenzugehÄorigkeit der Atome im Periodensystem stark verschieden ist. Die StÄarke der PolaritÄat,
das hei¼t des heteropolaren Bindungscharakters nimmt mit abnehmender ElektronegativitÄat des Anions
ab. Die Elektronegativit Äat eines Atoms nimmt in der Regel innerhalb einer Periode mitsteigender Ord-
nungszahl zu. Der Unterschied der ElektronegativitÄaten der Atome einer Phase bestimmt wesentlich die
Stabilit Äat der Phase.
Je nach Wertigkeit der beteiligten Atome kommt es zu unterschiedlich starkem Aufteilen der Bindungs-
charaktere, so kann auch, wie im Fall reiner Elemente der kovalente Bindungsanteil Äuberwiegen. Bei reinen
Elementen wird die kovalente Bindung im Diamantgitter real isiert.

7.5 Atomgr Äo¼en bedingte Phasen

ZunÄachst mu¼ die AtomgrÄo¼e de¯niert werden, um einen Ein°u¼ der AtomgrÄo¼e auf die Bindung oder
vielmehr die Kristallstruktur untersuchen zu k Äonnen. Die AtomgrÄo¼e ist nÄamlich kein fester Wert. Je
nachdem in welcher Umgebung sich ein Atom be¯ndet wird auch seine GrÄo¼e eine andere sein. Verein-
facht kann man sich das so vorstellen, da¼ in einem Fall bei einer Bindung Elektronen abgegeben werden
und im anderen aufgenommen werden. Damit ist das Elektron das zu einen am weitesten von Atomen
entfernt ist und zum anderen noch zu dem Atom gezÄahlt wird in den beiden FÄallen in einer unterschied-
lichen Entfernung vom Atomkern. Die Atomgr Äo¼e wird nur durch die so genannten Goldschmidt-Radien
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r i angegeben, sie geben die mittlere halbe BindungslÄange an, die dann noch durch die jeweilige Koordi-
nationszahl korrigiert werden.
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Abbildung 7.6: AtomgrÄo¼e der Legierungselemente in Eisen und ihre LÄoslichkeit. ¢ - unlÄoslich, O - ° -ÄO®ner,²± -
° -Schlie¼er. Die gestrichelten Linien geben eine Abweichung von § 15% zur AtomgrÄo¼e von Eisen an.

Die von Hume-Rothery festgelegte 15% Grenze fÄur ± = ¢ di
d erweist sich als ma¼geblich fÄur ausgedehnte

LÄoslichkeit in Grundmetallen. So zum Beispiel zeigt die nebenstehende Abbildung die AtomgrÄo¼en (di )
verschiedener Elemente in Beziehung zu ihrer LÄoslichkeit in Eisen. Mit einem Fremdatom des AtomgrÄo¼en-
faktors ± ist nach der linearen ElastizitÄatstheorie eine freie Verzerrungsenthalpie pro Atom verbunden

ES = G ¢­ ±2

G-Schermodul des Metalls, ­-mittleres Volumen pro Atom. Di ese Energie wird dann als maximale Mi-
schungsenergie im Fall der regulÄaren LÄosung behandelt. Dies fÄuhrt zu einer MischungslÄucke mit einer
kritischen Temperatur Tc, die sich auskTc = 2ES ergibt. Die LÄoslichkeit des Systems ist begrenzt, wenn
Tc oberhalb der Solidustemperatur TS liegt. Daraus ergibt sich die Hume-Rothery-Bedingung fÄur die
begrenzte LÄoslichkeit

± ¸

r
kTS

2G­

FÄur die meisten Metalle ist G­ ¼ 30kTS, womit ein Grenzwert von ± ¼ 10% verstÄandlich wird. Ein sehr
gro¼er AtomgrÄo¼enfaktor kann zur Bildung intermetallischer Phasen fÄuhren.

7.6 Laves-Phasen

Der Begri® Laves-Phasen steht fÄur die am hÄau¯gsten vorkommenden intermetallischen Phasen. Sie haben
eine kubische Struktur vom C14 Typ, ein Beispiel ist MgCu2, oder eine hexagonale Struktur vom C15
oder C36 Typ, Beispiele sind MgZn2 und MgNi2. Diese Struktuken sind in der nebenstehenden Abbildung
dargestellt. Das RadienverhÄaltnis dieser Phasen betrÄagt etwa r A =rB = 1 ; 225, wodurch eine sehr dichte
Packung erreicht wird.
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Abbildung 7.7: Anordnung der grÄo¼eren A-Atome in den Laves-Phasen.

Dei Existenzgebiete dieser drei Phasen / Strukturen wird durch die Valenzelektronenkonzentratione=a
bestimmt. In den AB 2-Typen sind die AA und die BB Abst Äande kleiner als dei AB-AbstÄande.

ZUM N ACHDENKEN:
² Was wird als Goldschmidt-Radius bezeichnet?

² Welche Kriterien kÄonnen das Auftreten von
Phasen bestimmen?
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Di®usion

Die Di®usion ist die Bewegung von Atomen oder MolekÄulen. ZunÄachst ist jedoch klarzustellen, da¼ diese
Bewegung nicht auf eine Äau¼ere Krafteinwirkung zurÄuckzufÄuhren ist. Vielmehr beruht die Di®usion auf
der regellosen Bewegung der Teilchen. Ein Tropfen Tinte verteilt sich schnell in Wasser; auf Grundlage
des selben Mechanismus kÄonnen auch in einem FestkÄorper die Atome durch eine thermische Anregung
durch den FestkÄorper wandern. Ein Konzentrationsunterschied von Atomen oder MolekÄulen fÄuhrt zu
einem Teilchenstrom, der den Konzentrationsunterschied ausgleicht. Der Di®usionsstrom~j D , also die An-
zahl der Teilchen die pro Zeiteinheit durch eine Einheits°Äache °ie¼en, ist dem Konzentrationsgradienten
proportional.
Dies ist das 1. Ficksche Gesetz

~j D = ¡ D
@x
@~r

= ¡ D ~Ox (8.1)

~j D - Di®usionsstrom;D - Di®usionskonstante; @x
@~r - Äortliche ÄAnderung der Konzentration. Die Di®ussio-

nskonstante hat die Dimension [m2=s]; sie gibt an, wie viele Teilchen pro Zeiteinheit die Einheits° Äache
passieren.

Einheitsfläche

Diese FlÄache ist zum Beispiel die Ober°Äache des Tintentropfens im Wasser, oder die Kontakt°Äache, die
entsteht, wenn zwei Materialien mit unterschiedlicher Zusammensetzung in Verbindung gebracht werden.
Sie legt die ursprÄungliche Lage fest, an der das KonzentrationsgefÄalle bei t = 0 einen Sprung aufgewiesen
hat. Die Di®usionskonstante ist eigentlich ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe:

~j D = ¡

¯
¯
¯
¯
¯
¯

D11 D12 D13

D21 D22 D23

D31 D32 D33

¯
¯
¯
¯
¯
¯
~Ox ausgeschrieben:

~j r1 = ¡ D11
@x
@r1

¡ D12
@x
@r2

¡ D13
@x
@r3

~j r2 = ¡ D21
@x
@r1

¡ D22
@x
@r2

¡ D23
@x
@r3

~j r3 = ¡ D31
@x
@r1

¡ D32
@x
@r2

¡ D33
@x
@r3

D ij - StrÄome in Richtung i bei einem Gradienten in Richtung j . Die meisten Metalle haben eine hoch-
symmetrische kubische Kristallstruktur. Der Di®usionstensor vereinfacht sich dadurch stark.
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D(kub:) = ¡

¯
¯
¯
¯
¯
¯

D11 0 0
0 D11 0
0 0 D11

¯
¯
¯
¯
¯
¯

Im Fall kubischer Materialien kann man also aufgrund des einfachen Tensors von einer Di®usionskon-
stanten ausgehen. FÄur andere Materialien ist der Tensor komplizierter und die Di®usionskonstante ist
richtungsabhÄangig.
Ein Di®usionsstrom bleibt bei gegebener Temperatur nur dann konstant, wenn auch das Konzentrati-
onsgefÄalle konstant bleibt. Dies ist in der Praxis aber oft nicht der Fall, da ja gerade die Di®usion den
Konzentrationsunterschied ausgleicht. Damit Äandert sich auch der Di®usionsstrom. Ein zunÄachst gro¼er
Strom verringert sich in dem Ma¼e, in dem der Konzentrationsunterschied abgebaut wird.
Der Di®usionskoe±zient ist temperaturabhÄangig, da die Di®usion ein thermisch aktivierter Proze¼ ist.
Der Zusammenhang zwischen dem Di®usionskoe±zienten und der Temperatur kann durch eine Arrhenius-
Gleichung beschrieben werden.

D = D0 ¢exp
·
¡

HLD

kT

¸
(8.2)

HLD - Aktivierungsenthalpie; D0 ist fÄur die betrachteten Systeme eine Konstante. Typische Wertesind
in Tabelle 8.1 angefÄuhrt, wobei auf die verschiedenen angefÄuhrten Mechanismen in den nachfolgenden
Abschnitten eingegangen wird.

Di®usionspaar Q [kJ mol¡ 1] HLD [eV] D0 [cm2 s¡ 1]
Zwischengitterdi®usion
C in kfz-Fe 138 1,43 0,23
C in krz-Fe 87,6 0,91 0,011

Selbstdi®usion (Leerstellendi®usion)
Cu in kfz-Cu 208 2,16 0,36
Fe in kfz-Fe 279 2,89 0.65
Fe in krz-Fe 247 2,56 4,1
Ag in kfz-Ag 187 1,94 0,4
Nb in krz-Nb 411 4,26 1,3

Heterogene Di®usion (Leerstellendi®usion)
Ni in Cu 243 2,52 2,3
Cu in Ni 258 2,67 0,65
Au in Ag 191 1,98 0,26
Ag in Au 168 1,74 0,072
Cu in Ag 196 2,03 1,2
Ag in Cu 201 2,08 0,63
O in Al 2O3 478 4,95 28,0
Al in Al 2O3 637 6,60 1900,0

Tabelle 8.1: AktivierunsenergieQ, AktivierungsenthalieH LD und die temperaturunabhÄangige Di®usionskonstanteD 0

fÄur verschiedene ausgewÄahlte Systeme.

Die TemperaturabhÄangigkeit des Di®usionskoe±zienten ist in Abbildung 8.1 fÄur einige Systeme gezeigt.
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Abbildung 8.1: TemperaturabhÄangigkeit des Di®usionskoe±zienten in verschiedenen Metallen (rechts) und fÄur Selbst-
di®usion sowie Fremdatomdi®usion ausgewÄahlter Systeme (links).

Aus Abbildung 8.1 ist ersichtlich, da¼ kleine interstitielle Atome wesentlich schneller di®undieren als
substitutionelle Legierungsatome. Die Zwischengitterdi®usion ist schneller als die Di®usion von Leerstellen
oder Fremdatomen auf GitterplÄatzen. Besonders langsam di®undieren Ionen in keramischenWerksto®en,
z.B. Mg in MgO.
In ionisch gebundenen Werksto®en kann ein Ion nur

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie kann die Einheits°Äache (1. Ficksches Ge-

setz) beschrieben werden, durch die der Di®usi-
onsstrom geht?

² Von welchen GrÄo¼en hÄangt der Di®usionsstrom
ab?

auf einen Gitterplatz di®undieren, der die gleiche La-
dung vorsieht. Um dorthin zu gelangen mu¼ das Ion
aber duch einen Bereich di®undieren, der von entge-
gengesetzt geladenen Ionen umgeben ist. Damit ist so-
fort ersichtlich, da¼ in diesen Materialien die Aktivie-
rungsenthalpie hÄoher ist als zum Beispiel in Metallen.
Mit der Di®usion von Ionen ist auch ein Transport
von Ladung verbunden. Da Di®usion und Ladungs-
tr Äagertransport bei hÄoheren Temperaturen schneller verlaufen, hÄangt in diesen Materialien die elektrische
Leitf Äahigkeit in Folge des Verhaltens der Di®usion ebenfalls gemÄa¼ eines Arrhenius-Verhaltens von der
Temperatur ab. Schmelzen von ionisch gebundenen Kristallen weisen eine hohe LeitfÄahigkeit auf, so-
da¼ diese auch induktiv auf hoher Temperatur gehalten werden kÄonnen. Auf dieser Grundlage kÄonnen
nichtleitende ZrO-Kristalle nach der Skull-Methode gezÄuchtet werden.
Der Di®usionskoe±zient und der Di®usionsstrom wird fÄur steigende Temperaturen grÄo¼er. Bei hohen
Temperaturen sind die Atome aufgrund ihrer grÄo¼eren kinetischen Energie in der Lage, Energiebarrieren
leichter zu Äuberwinden und so zu anderen GitterplÄatzen zu gelangen. Bei tiefen Temperaturen verliert
die Di®usion an Bedeutung. Als grobe AbschÄatzung kann hierfÄur eine Grenze von 0; 4TS (TS - Schmelz-
temperatur) angenommen werden. Damit ist auch eine untere Grenze fÄur W Äarmebehandlungen gegeben,
deren Ergebnis auf Di®usionsprozessen beruht.
Die Aktivierungsenthalpie H LD ist proportional zur Schmelztemperatur. In mischbaren Legierungen folgt
der Verlauf der Aktivierungsenthalpie dem Verlauf der Soliduslinie. Bei Zustandsdiagrammen mit ei-
nem Minimum der Soliduskurven zeigt die Aktivierungsenthalpie in Abh Äangigkeit von der Konzentration
ebenfalls ein Minimum an der Stelle mit dem geringsten Wert fÄur die Solidustemperatur.
Im Allgemeinen sind die Aktivierungsenthalpien fÄur die Di®usion in dichtest gepackten Kristallstrukturen
grÄo¼er als in Strukturen mit niedrigerer Packungsdichte. Da die Aktivierungsenthalpie mit der StÄarke der
atomaren Bindung ansteigt, weisen Materialien mit hoher Schmelztemperatur eine entsprechend hÄohere
Aktivierungsenthalpie auf. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 8.2 dargestellt.
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Abbildung 8.2: Die Aktivierungsenthalpie fÄur die Di®usion fÄur verschiedene Elemente in AbhÄangigkeit von der
Schmelztemperatur.

Bei der kleinsten Aktivierungsenthalpie in einem System kann die Di®usion naturgemÄa¼ mit dem gering-
sten Aufwand gestartet werden. Im Gegensatz dazu bedeutet dies, da¼ der Di®usionskoe±zient in diesem
Zustand den grÄo¼ten Wert annimmt. Bei fester Temperatur zeigt die Zusammensetzung die stÄarkste Di®u-
sion, bei der die Di®usion mit dem geringsten Aufwand an Energie gestartet werden kann. Abbildung 8.3
veranschaulicht diesen Zusammenhang.
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Abbildung 8.3: AbhÄangigkeit des Di®usionskoe±zienten von der Zusammensetzung bei konstantere Temperatur
(T = 840±C) im System Cu-Au. Gro¼er D! kleine H LD ! gro¼erj D .

Beispiel: Ein Schichtaufbau besteht aus Nickel, Tantal undeiner 50¹ m dicken MgO-Trennschicht, die
als Di®usionsbarriere dient. WÄahrend des Herstellungsprozesses mu¼ dieser Teil des Schichtaufbaus
kurze Zeit bei T = 1400±C behandelt werden. Bei dieser Temperatur entstehen Ni-Ionen, die durch
die MgO-Schicht di®undieren kÄonnen. Es soll abgeschÄatzt werden, wie viel Ni in die Ta-Schicht
di®undieren kann. Der Di®usionskoe±zient von Ni in MgO beiT = 1400±C betrÄagt: 9¢10¡ 12 cm2 s¡ 1

und die Gittrekonstante von Ni betr Äagt 3; 6 ¢10¡ 8 cm.
An der Ni/MgO Grenze betr Äagt die Ni-Konzentration 100%, an der Ta/MgO Grenze 0% im Aus-
gangszustand. Die Konzentration der Nickelatome an der Ni/MgO betrÄagt:

xNi =MgO =
# Ni-Atome pro EZ

Volumen EZ
=

4
(3; 6 ¢10¡ 8)3 = 8 ; 57¢1022 Atome cm¡ 3
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FÄur den Konzentrationsgradienten gilt:

¢ x
¢ r

=
0 ¡ 8; 57¢1022

0; 05
= ¡ 1; 71¢1024 Atome=cm3 cm

Damit ist der Di®usionsstrom:

j D = ¡ D
¢ x
¢ r

=
µ

¡ 9 ¢10¡ 12 cm2

s

¶ µ
¡ 1; 71¢1024 Atome

cm3 cm

¶

= 1 ; 54¢1013 Ni-Atome
cm2 s

Durch eine 2 cm £ 2 cm go¼e FlÄache kommen pro Sekunde 6; 16 ¢1013 Ni-Atome. Dieser Wert
erscheint zunÄachst sehr gro¼, aber die Ni-Schicht nimmt pro Sekunde nur um folgendes Volumen ab:

6; 16¢1013 Ni-Atome pro s
8; 57¢1022 Ni-Atome pro cm3 = 0 ; 72¢10¡ 9 cm3 s¡ 1

Dies entspricht einer Dickenabnahme von:

0; 72¢10¡ 9 cm3 s¡ 1

4 cm2 = 1 ; 8 ¢10¡ 10 cm s¡ 1

FÄur die meisten Anwendungen ist weniger der Teilchen°u¼, als vielmehr die KonzentrationsÄanderung
in Abh Äangigkeit von Zeit und Ort von Bedeutung. Dies erhÄalt man aus dem 1. Fickschen Gesetz unter
Einbeziehung der KontinuitÄatsgleichung

@x
@t

+ div ~j D = 0 (8.3)

@x
@t

+ ~O~j D = 0

@x
@t

+
·

@j1
@r1

@j2
@r2

@j3
@r3

¸
= 0

Diese Gleichung besagt, da¼ die Di®erenz der StrÄome, die in ein Volumenelement hinein / heraus °ie¼en,
der KonzentrationsÄanderung im Volumenelement entsprechen mu¼, das hei¼t die Gesamtzahl der Teilchen
Äandert sich nicht.
Damit erhÄalt man das 2. Ficksche Gesetz

@x
@t

+ ~O ¢
µ

¡ D
@x
@r

¶
= 0

@x
@t

¡ ~O(D ~Ox) = 0

@x
@t

= ~O(D ~Ox) (8.4)

= D ~O~Ox = D¢ x = D
·

@2x
@r12

+
@2x
@r22

+
@2x
@r32

¸

Die LÄosung der Di®erentialgleichung, die das zweite Ficksche Gesetz beschreibt (Gl. 8.4), hÄangt von den
Konzentrationswerten an den Grenzen des betrachteten Volumens ab. Der einfache Fall, da¼ die Konzen-
trationsÄanderung nur in eine Richtung lÄauft ist gegeben, wenn zwei sehr lange StÄabe an ihren Stirn°Äachen
zusammengefÄugt werden. Diese beiden StÄabe sollen unterschiedliche Konzentrationen aufweisen, soda¼
sich das Konzentrationspro¯l bei r = 0 und t = 0 diskontinuierlich von x = x1 fÄur r < 0 auf x = x2 fÄur
x > 0 Äandert. Als LÄosung erhÄalt man:
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x(r; t ) ¡ x1 =
x2 ¡ x1p

¼

2
2

p
DtZ

¡1

exp[¡ z2]dz (8.5)

Diese Gleichung kann weiter vereinfacht werden

x(r; t ) ¡ x1 =
x2 ¡ x1

2

2

6
42 ¢

1
p

¼

0Z

¡1

exp[¡ z2]dz +
2

p
¼

r
2

p
DtZ

0

exp[¡ z2]dz

3

7
5 (8.6)

Hierin ist

erf(³ ) =
2

p
¼

³Z

0

exp[¡ z2]dz (8.7)

die Fehlerfunktion. Sie wird auch als Gau¼sches Wahrscheinlichkeitsintegral bezeichnet und ist in folgender
Tabelle angegeben. Die Funktion selbst ist symmetrisch, was fÄur die Berechnung der Verteilung in negative
Richtung wichtig ist.

r
2

p
Dt

erf
³

r
2

p
Dt

´

0,00 0
0,10 0,1125
0,20 0,2227
0,30 0,3286
0,40 0,4284
0,50 0,5205
0,60 0,6039
0,70 0,6778
0,80 0,7421
0,90 0,7969
1,00 0,8427
1,10 0,8802
1,20 0,9103
1,30 0,9340
1,40 0,9523
1,50 0,9661
1,75 0,9867
2,00 0,9953

0 1 2
¾¾¾r

2×Ö
¾
Dt

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

erf ïì

î
¾¾¾r

2×Ö
¾
Dt

ï
ü

þ

Doch zurÄuck zur Rechnung. FÄur das zweite Integral in Gleichung 8.6 gilt: 1p
¼

R0
¡1 exp[¡ z2]dz = 1

2 . Damit
vereinfacht sich der Ausdruck zu:

x(r; t ) ¡ x1 =
x2 ¡ x1

2

·
1 + erf

µ
r

2
p

Dt

¶¸
(8.8)

Der Konzentrationsverlauf in den beiden StÄaben bei t = 0 ist sprunghaft und wird anschlie¼end durch
Gleichung 8.8 beschrieben. Die Konzentration gleicht sichmit der Zeit aus und der Konzentrationsverlauf
wird mit der Zeit immer °acher, wie es in Abbildung 8.4 dargestellt ist.
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Abbildung 8.4: Konzentrationspro¯l zwischen zwei StÄaben mit ursprÄunglich unterschiedlicher Zusammensetzung fÄur
verschiedene Zeiten.

Nach unendlich gro¼er Zeit hat sich die Konzentration ausgeglichen und auf beiden Seiten herrscht nun
die Konzentration von 1=2(x2 ¡ x1) vor.
Die Ermittlung des Konzentrationsverlaufes wird durch die LÄosung der Di®erentialgleichung des zweiten
Fickschen Gesetzes gegeben. In der Praxis sind die Randbedingunen oft so kompliziert, da¼ es keine
einfache LÄosung wie Gleichung 8.8 gibt und die LÄosung nur mittels numerischen Verfahren gefunden
werden kann.
Hat man zwischen zwei StÄaben gleicher Zusammensetzung eine Scheibe anderer Zusammensetzung, so
wird das Problem symmetrisch. Die Konzentration Äandert sich dann nicht nur in eine Richtung. Die
LÄosung der Di®erentialgleichung ist als sogenannte QuellenlÄosung bekannt.

x 2

x 1

x

t1

t2

t=0

r=0

ABA

Nachdem die drei StÄabe in Kontakt gebracht wurden, beginnt die Di®usion und deranfÄanglich ±-fÄormige
Verlauf der Konzentration bekommt die Form einer Gau¼-Verteilung.

f (r ) = exp
·
¡

r 2

4Dt

¸
(8.9)

Die Halbwertsbreite dieser Glockenkurve betrÄagt
ZUM N ACHDENKEN:

² Was besagt die KontinuitÄatsgleichung?

² Was besagen das erste und zweite Ficksche Ge-
setz?

² Was sind Divergenz und Gradient anschaulich
ausgedrÄuckt und worin besteht mathematisch
der Unterschied?

2
p

Dt , dies entspricht der Breite, in der die Atome der
mittleren Schicht vorgedrungen sind.
Betrachtet man nun noch einmal die ursprÄungliche Si-
tuation der beiden unterschiedlichen StÄabe und denkt
sich den einen Stab bestehend aus vielen kleinen
dÄunnen Scheiben, so kann der globale Konzentrations-
verlauf als Superposition der Konzentrationspro¯le der
einzelnen Scheiben angesehen werden. Abbildung 8.5
zeigt diese Situation.
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Abbildung 8.5: Konzentrationspro¯l zwischen zwei StÄaben mit ursprÄunglich unterschiedlicher Zusammensetzung als
Superposition der QuellenlÄosungen von einzelnen Bereichen hoher Konzentration.

Beispiel: Ein Stahl mit einem Kohlensto®anteil von 0,1% soll durch Aufkohlung gehÄartet werden.
Dazu wird der Stahl einer AtmosphÄare ausgesetzt, die 1,2%C enthÄalt. Der Stahl hat optimale Ei-
genschaften, wenn in einer Tiefe von 0; 2 cm ein Kohlensto®gehalt von 0,45% vorherrscht.
Zu beachten ist, da¼ in dieser Anordnung das Pro¯l gegenÄuber vorherigen Betrachtungen gespiegelt
ist. Die hohe Konzentration sei nun bei negativenr -Werten zu ¯nden. F Äur den Konzentrationsverlauf
(s. Gl. 8.8) gilt nun:

x(r; t ) ¡ x1 =
x2 ¡ x1

2

·
1 ¡ erf

µ
r

2
p

Dt

¶¸
(B.1)

Bekannt sind nun die Werte: x1 = 0 ; 1%, x2 = 1 ; 2%, x(r; t ) = 0 ; 45 sowier = 0 ; 2 cm. ZunÄachst
wird Gleichung B.1 nach erf() umgestellt und dann die Werte eingesetzt.

2(x(r; t ) ¡ x1)
x2 ¡ x1

= 1 ¡ erf
µ

r

2
p

Dt

¶

1 ¡
2(x(r; t ) ¡ x1)

x2 ¡ x1
= erf

µ
r

2
p

Dt

¶

x2 ¡ x1 ¡ 2x(r; t ) + 2 x1

x2 ¡ x1
=

x2 + x1 ¡ 2x(r; t )
x2 ¡ x1

= erf
µ

r

2
p

Dt

¶

1; 2 + 0; 1 ¡ 2 ¢0; 45
1; 2 ¡ 0; 1

=
0; 4
1; 1

= erf
µ

r

2
p

Dt

¶

Den Zahlenwert der Fehlerfunktion kann man numerisch bestimmen, oder aus Tabellen ablesen. Es
gilt:

0; 3636 = erf
µ

r

2
p

Dt

¶
)

r

2
p

Dt
= 0 ; 334276
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Mit r = 0 ; 2 cm folgt nun

r

2
p

Dt
= 0 ; 334276 =

0; 2

2
p

Dt
=

0; 1
p

Dt

Dt =
µ

0; 1
0; 3343

¶ 2

= 0 ; 08949

Jede Kombination von Dt , die 0; 0895 ergibt, ist eine LÄosung der Aufgabe. Die TemperaturabhÄangig-
keit des Di®usionskoe±zienten fÄur die Di®usion von Kohlensto® in Eisen ist gegeben durch (vlg.
G. 8.2):

D = 0 ; 23¢exp
·
¡

138000
8; 314¢T

¸

= 0 ; 23¢exp
·
¡

16598
T

¸

Hierin ist die Aktivierungsenergie in der Einheit [J mol ¡ 1] und die Avogadro Zahl in [J mol¡ 1K ¡ 1]
anzugeben. Es gilt jaDt = 0 :0895 und damit

t =
0; 0895

D
=

0; 0895
0; 23¢exp

£
¡ 16598

T

¤

=
0; 3891

exp [¡ 16598=T]
(B.2)

Einige MÄoglichkeiten, die Gleichung B.2 erfÄullen und damit L Äosung der Aufgabe sind, sind in
Tabelle 8.2 zusammengefa¼t.

Temperatur Zeit
T = 900±C = 1173 K t = 543684 s = 151 h
T = 1000±C = 1273 K t = 178898 s = 49; 7 h
T = 1200±C = 1473 K t = 30462 s = 8; 5 h

Tabelle 8.2: Verschiedene MÄoglichkeiten das geforderte Konzentrationspro¯l einzustellen.

Ein bestimmtes Konzentrationspro¯l ist auf verschiedene Wege erreichbar. Durch die Zeit- und
Temperaturwahl kann das Ergebnis einer WÄarmebehandlung, die sich die Di®usion zu Nutze macht
auf Äokonomische Randbedingungen angepasst werden. Ein Ofen, der eine hohe Temperatur erzielen
kann ist teuer, aber ein langwieriger Proze¼ auch.

8.1 Di®usion in einem Potentialgradienten

Bisher wurde der Di®usionsstrom~j D lediglich auf die regellose thermische Bewegung der Atome zurÄuck-
gefÄuhrt und die Auswirkung einer Äau¼eren Kraft ausgeklammert. Findet die Di®usion jedoch in einem
Potentialgradienten statt, so wird der Di®usionsstrom durch einen Konvektionsstrom Äuberlagert. Ein
Konvektionsstrom ~j K entsteht zum Beispiel unter Einwirkung der ortsabhÄangigen elastischen Spannung,
durch eine lokale ÄAnderung des chemischen Potentials oder durch die Einwirkung des Schwerefeldes der
Erde. Die einwirkende Kraft ist mit dem Potential (-gradien ten) verbunden.

~K = ¡ ~O© (8.10)

Der entsprechende Konvektionsstrom ist eine Folge der homogenen Bewegung der Atome, die sich mit
der Driftgeschwindigkeit ~v bewegen, somit gilt fÄur den Konvektionsstrom

~j K = ~vx (8.11)
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Die Driftgeschwindigkeit ~v ist proportional zur Kraft ~v = B ~K , wobei die ProportionalitÄatskonstanteB die
Beweglichkeit darstellt. Die Beweglichkeit ist Äuber die sogenannte Nernst-Einstein-Beziehung (Gl. 8.12)
mit der Di®usionskonstante verknÄupft.

B =
D
kT

(8.12)

Damit gilt

~j K =
D
kT

(¡ ~O©)x (8.13)

und fÄur den Gesamtstrom:

~j = ~j D + ~j K = ¡ D ~Ox +
D
kT

(¡ ~O©)x

= ¡ D
µ

~Ox +
x~O©
kT

¶
(8.14)

Dies ist die Erweiterung des ersten Fickschen Gesetzes unter Ein°u¼ eines Potentialgradienten. Entspre-
chend wird auch das zweite Ficksche Gesetz erweitert und manerhÄalt:

@x
@t

= D¢ x +
D
kT

~Ox~O© (8.15)

Die Di®erentialgleichung des zweiten Fickschen Gesetzes wird damit erheblich komplizierter und eine
LÄosung ist nur in SonderfÄallen mÄoglich.

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie entsteht ein Konvektionsstrom?

8.2 Atomare Mechanismen

Nach dem bisher Gesagten ist die Di®usion die VoraussetzungfÄur die Beschreibung der Kinetik von
FestkÄorperreaktionen. Die Thermodynamik liefert GleichgewichtszustÄande, sagt aber nichts darÄuber aus,
ob diese auch erreicht werden kÄonnen. SÄamtliche Mechanismen mÄussen thermisch aktiviert sein, also mu¼
ihre HÄau¯gkeit proportional zum Boltzmann-Faktor exp

£
¡ H LD

kT

¤
sein, wobei sich die Aktivierungsent-

halpie einer Leerstelle als Summe aus der Leerstellenbildungsenthalpie und der -wanderungsenthalpie
HLD = HL + HLW zusammensetzt.
In Anlehnung an die Brownsche Molekularbewegung entfernt sich ein B-Teilchen nachm Zufallsschritten
der LÄangea in r -Richtung im Mittel um q

rm
2 =

p
ma

vom Ausgangspunkt (m À 1). r m
2 - mittleres Verschiebungsquadrat. Damit ist die mittlere quadratische

Breite der QuellenlÄosung mit der Konzentration xB :

x2 =

R
xB (r )r 2dx

R
xB (r )dx

= 2DB t

)
2DB t = ma2

mit der Sprungwahrscheinlichkeit pro Sekunde ¡B gilt m = t¡ B (t - makroskopische Zeit,¿ - Zeit zwischen
zwei SprÄungen, ¡ - Sprungfrequenz)

DB =
1
2

a2¡ B

oder die dreidimensionale Zufallsbewegung, wobei nur13 der SprÄunge in r 2 zu x2 beitragen:

DB =
1
6

a2¡ B
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8.2.1 Leerstellenmechanismus

Der Platzwechsel eines Atoms ist nur dann mÄoglich, wenn der nÄachste Nachbarplatz leer ist. Dies ist
der vorherrschende Mechanismus der Di®usion von Gitteratomen in dichtest gepackten Metallen. Dieser
Mechanismus ist fÄur interstitielle Di®usion leicht vorstellbar. F Äur Substitutionsmischkristalle m Äussen aber
immer Leerstellen fÄur den Sprung auf den nÄachsten Nachbarplatz vorhanden sein. Dies ist thermodyna-
misch gesehen fÄur endliche Temperaturen immer der Fall.

Problematisch ist jedoch, da¼ bei einem Sprung eines Atomesin eine Leerstelle die benachbarten Ato-
me (grau) ausweichen mÄussen. Leerstellen sind im thermodynamischen Gleichgewicht immer vorhanden,
da die Gibbsche Freie Enthalpie es fordert. Im thermodynamischen Gleichgewicht setzt sich die Freie
Enthalpie G eines Einkristalls mit Leerstellen zusammen aus:

G = (1 ¡ xL )Gg + xL GL + GMix

GMix =: Freie Mischungsenthalpie

Gg =: Freie Gitterenthalpie

GL =: Freie Leerstellenenthalpie

xL =: molarer Anteil an Leerstellen

Nach dem Modell der idealen LÄosung gilt:

GMix = H Mix ¡ TSMix = 0 + kT [(1 ¡ xL ) ln(1 ¡ xL ) + xL ln xL ]

Thermisches Gleichgewicht fordert:@G=@xL = 0 (Um die Ableitung zu berechnen wird die Produktregel
angewendet!)

@GMix

@xL
= kT

·
¡ ln(1 ¡ xL ) + (1 ¡ xL )

¡ 1
1 ¡ xL

+ ln xL + xL
1

xL

¸

= kT [¡ ln(1 ¡ xL ) ¡ 1 + ln xL + 1]

= kT [ln xL ¡ ln(1 ¡ xL )]

Annahme, da¼xL ¿ 1 ) 1 ¡ xL ' 1 und damit:

@GMix

@xL
' kT ln xL (8.16)

@G
@xL

= 0 + GL + kT ln xL (8.17)

)

xL = exp
·
¡

GL

kT

¸
= exp

·
SL

k

¸
exp

·
¡

HL

kT

¸
(8.18)

Typische Werte fÄur die Leerstellenkonzentration und die relevanten dazugehÄorigen thermodynamischen
GrÄo¼en sind in folgender Tabelle exemplarisch fÄur einige Metalle angegeben.
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Au Al Cu W Cd
HL [eV] 0,94 0,66 1,27 3,6 0,41
SL [k] 0,7 0,77 2,4 2,0 0,4

xL [10¡ 4] 7,2 9,4 2,0 1,0 5,0

Tabelle 8.3: Leerstellenbildungsenthalpie, Schwingungsentropie (inEinheiten der Boltzmann-Konstantek) und Gleich-
gewichtskonzentration am Schmelzpunkt fÄur verschiedene Metalle.

Doch zurÄuck zur Di®usion. Die Sprungwahrscheinlichkeit fÄur ein Atom in eine benachbarte Leerstelle
betrÄagt pro Sekunde:

¡ B = xL º L

º L - Sprungwahrscheinlichkeit des benachbarten Atoms in die Leerstelle hinein. Die thermische Schwin-
gung eines Atoms um seine Ruhelage mit der Debyefrequenzº 0 = 1013 Hz verursacht im Allgemeinen
keinen Platzwechsel auf leere GitterplÄatze, es ist nÄamlich º L ¿ º 0.
Um einen Platzwechsel zu ermÄoglichen, wird ein Aufwand an Verzerrungsenthalpie GLW benÄotigt. Diese
kann thermisch aufgebracht werden.

º L = º 0 exp
·
¡

GLW

kt

¸

GLW = H LW ¡ TSLW

HLW - Leerstellen-Wanderungsenthalpie; SLW - Leerstellen-Wanderungsentropie aufgrund derÄAnderung
der Gitterschwingungen bei Durchtritt. Damit ist der Di®us ionskoe±zient:

DB =
1
2

a2¡ B =
1
6

a2xL º L

=
1
6

a2xL º 0 exp
·
¡

GLW

kT

¸

=
1
6

a2 exp
·
¡

GL

kT

¸
º 0 exp

·
¡

GLW

kT

¸

=
1
6

a2º 0 exp
·
¡

GL + G LW

kT

¸

=
1
6

a2º 0 exp
·

SL + SLW

k

¸
exp

·
¡

HL + H LW

kT

¸

Der zweite Teil ist mit H LD = H L + H LW die Aktivierungsenthalpie fÄur die Di®usion. Ein Vergleich mit

DB = D0 exp
·
¡

HLD

kT

¸

liefert:

D0 =
1
6

a2 exp
·
¡

SLD

k

¸

Anhand dieser Beziehung wird die Selbstdi®usionÄuberprÄuft. Bleibt anzumerken, da¼

ln DB /
1
T
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TS T

BD Na
Li

Au
Cu
Fe

Pb

11,21,3

Bei Normierung auf die SchmelztemperaturTS ergeben die Di®usions-
koe±zienten als Funktion der Temperatur Geraden.
)

HLD = konst ¢TS = 16; 5L S

L S - atomare SchmelzwÄarme. Das hei¼t, es ist so viel Energie bei ei-
nem Platzwechsel nÄotig, wie bei der ÄUberfÄuhrung von 16,5 Atomen in
die °Äussige Struktur. Aber dennoch ist die Di®usionÄuber den Leerstel-
lenmechanismus mÄoglich. Ein typischer Wert ist f Äur Cu: TS = 1350 K;
HLD ' 2 eV. Die exponentielle TemperaturabhÄangigkeit des Di®usions-
koe±zienten ist experimentell vielfach beobachtet.

8.2.2 Zwischengittermechanismus

Kleine Fremdatome kÄonnen in metallischen Gittern ZwischengitterplÄatze
einnehmen (z. B. C in ® ¡ Fe oder H in Metallen...). Die Di®usion er-
folgt unkorreliert solange die Zwischengitteratome hinreichend verdÄunnt
sind, da alle Zwischengitteratome gleichberechtigt sind.ZunÄachst mu¼
jedoch auch in diesem Fall eine WanderungsenergieschwelleÄuberwunden
werden.

Beispiel: Di®usion von C in ®¡ Fe

Das C-Atom be¯ndet sich in einer unsymmetrischen OktaederlÄucke. Dadurch wird die WÄurfelkante des
Fe-Gitters gedehnt.

a

C
Fe

20a

0 2

Wenn eine Äau¼ere Zugspannung in vertikaler Richtung aufgebracht wird, sind die eingezeichneten Zwi-
schengitterplÄatze bevorzugt. FÄur die ZwischengitterplÄatze gilt weiterhin:

² Der Gitterverzerrung durch Äau¼ere Spannung entspricht die Gitterverzerrung durch das C-Atom.
² 1/3 der ZwischengitterplÄatze sind energetisch begÄunstigt.
² Die C-Atome ordnen sich auf diesen PlÄatzen an.
² Makroskopisch wird eine anelastische Relaxation, also eine Nachwirkung beobachtet.

Die DÄampfung bei zyklischer elastischer Beanspruchung des®¡ Fe aufgrund der Umbesetzung der Zwi-
schengitterplÄatze wird als Snoek-E®ekt bezeichnet. Das DÄampfungsmaximum liegt bei ! = 1=¿, ¿ -
Relaxationszeit, also die Zeit, die die C-Atome benÄotigen, um auf die anderen PlÄatze zu springen. Bei
kleinen Anregungsfrequenzen kann sich das Gleichgewicht immer einstellen, bei zu hohen Frequenzen wird
das nie der Fall sein . Bei der Frequenz, die am stÄarksten dÄampft, stellt sich das Gleichgewicht gerade
noch ein, bevor die Last weggenommen wird. Dadurch kommt das System nie zur Ruhe und der Ener-
gieverlust wird maximal. Die Anregungsfrequenz entspricht dann der Relaxationszeit, die die C-Atome
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benÄotigen, um einen Platzwechsel vorzunehmen. Die HÄohe des DÄampfungsmaximums wird durch den
C-Gehalt bestimmt.

CD

tw

Die Di®usionskonstante von C in®¡ Fe

DC =
a2

6
¡ C

mit Sprungweg a = a2

2

p
2 = a0p

2
. Ferner gilt (s. vorherige Bemerkungen) ¡C = xL º L und wenn alle

ZwischengitterplÄatze frei sind: xL = 1, sowie º C = º 0 exp
£
¡ H W

kT

¤
mit der Wanderungsenthalpie HW .

DC =
a2

6
¡ C =

a0
2

12
exp

·
¡

HW

kT

¸
´ D0 exp

·
¡

HW

kT

¸
(8.19)

Diese Exponentialfunktion ist fÄur C in ®¡ Fe Äuber 14 GrÄo¼enordnungen erfÄullt, was den gro¼en Existenz-
bereich dieses Gesetzes unterstreicht.

T1

D

4 10   K 3 2 1

0 100 200 900°C
T

10

10

10

10

10

Ni

-3 -1.
-20

-4

-8

-12

-16

Abbildung 8.6: Di®usionskoe±zienten von Sticksto® in®¡ Fe in AbhÄangigkeit von der Temperatur nach verschiedenen
Me¼methoden

HW ' 1 eV. Demzufolge kÄonnen sich interstitiell gelÄoste Atome wesentlich besser bewegen, als die sub-
stitutionellen. Dies kann man verwenden, um spezielle Phasen zu erzeugen, wie z. B. Sm2Fe17N3.
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Abbildung 8.7: Kristallstruktur von Sm2Fe17 und der interstitiellen Modi¯kation Sm2Fe17 N3 . Die dunklen Atome im
rechten Bild sind die interstitiellen N-Atome.

8.2.3 Korrelationse®ekte

Hierzu wird die Di®usion eines Isotopes A¤ in A Äuber Leerstellen L be-
trachtet. Das Isotop A¤ ist gerade von Platz 6 zu 7 gesprungen. Die
Leerstelle hat die gleiche Wechselwirkung zu A oder A¤. Dennoch ist
der Wechsel von Atom A¤ zurÄuck auf Platz 6 wahrscheinlicher, als auf
Platz 1-5, da bei 6 nun die Leerstelle ist. Also kommt es bevorzugt zum
RÄucksprung, der zum vorherigen Sprung korreliert ist. Demzufolge ist die
Berechnung des mittleren Verschiebungsquadrates vefÄalscht. Der Isoto-
pendi®usionskoe±zient ist ungleich dem Selbstdi®usionskoe±zienten bei
Leerstellendi®usion.

1 2

5 4

76 3

DA ¤ 6= DA =
a2

6
xL º L

Es macht sehr wohl einen Unterschied, ob ein beliebiges Atomin die Leerstelle springt oder das Isotop.
Daher wird ein Korrelationsfaktor de¯niert:

f =
DA ¤

DA

Die Wahrscheinlichkeit fÄur einen RÄucksprung ist 1
6 , wohingegen allgemein die Wahrscheinlichkeit fÄur

irgend einen Sprung1
n ist. n - Koordinationszahl (Zahl der NN). Dar Äuberhinaus tragen die beiden SprÄunge

von A¤ nicht zu r 2
m (A¤) bei, also gilt:

f = 1 ¡
2
n

Typische Werte fÄur f sind kfz: 0,78; krz: 0,73 und hdp: 0.78. RÄucksprÄunge sind fÄur f ¿ 1 die Regel. Eine
starke Di®usion wird vor allem beim interstitiellen Mechanismus beobachtet (f À 1).

f = 1 ¡ 2
n

Es gilt:r 2
m = ma2 und fÄur SprÄunge im Raum

r 2
m = ma2

0

@1 +
2
m

m ¡ 1X

j =1

m ¡ 1X

i =1

cos £i;i + j

1

A

| {z }
lim m !1 (1+ 2

m ::: )= 1+ cos £
1¡ cos £

In erster NÄaherung gilt fÄur den Limes 1 + 2cos £ + 2( cos £)2 + : : : ' 1 ¡ 2
n
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Bei der Fremddi®usion von B in A wird die Korrelation sehr wichtig, da die Wechselwirkung der Atom-
sorten mit der Leerstelle unterschiedlich ist. Zum Beispielist die Leerstelle fest an B gebunden, wenn B
Äubergro¼ ist oder eine grÄo¼ere Valenz hat. Wenn das Fremdatom sehr vielÄofter mit der Leerstelle den Platz
tauscht als ein Matrixatom, so kann sich dieses schneller durch den FestkÄorper bewegen und die Di®usion
ist dementsprechend schnell. Unter Einbeziehung des Korrelationsfaktors lautet der Di®usionskoe±zient
dann:

DB = f ¢
1
6

a2¡ B (8.20)

8.2.4 Ringtauschmechanismus

Das Vorkommen des Ringtausches ist bisher nicht bewiesen und dennoch
gibt es starke Hinweise auf die Existenz des Ringtauschmechanismus, da
der Verlauf von ln D gegen 1=T gekrÄummt sein kann. Der Ringtauschme-
chanismus ist eher in o®enen Strukturen mÄoglich. In dichtesten Packun-
gen ist die Aktivierungsenergie zu gro¼, als da¼ es zur Di®usion kommen
kÄonnte.

8.3 Konzentrationsabh Äangiger Di®usionskoe±zient

Bisher war der Di®usionskoe±zient weder von der Konzentration x noch vom Ort ~r abhÄangig.

DB 6= f (xB ); DB 6= f (~r)

Im Allgemeinen ist D sehr wohl von der Konzentration abhÄangig, also

DB = f (xB ) ! wird als ~D symbolisiert

Damit wird die Di®usionsgleichung im Eindimensionalen zu:

@x
@t

=
@
@r

µ
~D

@x
@r

¶
(8.21)

Zur Bestimmung von ~D mu¼ diese Di®erentialgleichung in eine gewÄohnliche Di®erentialgleichung
ÄuberfÄuhrt werden. Hierzu wird eine Variable so gewÄahlt, da¼ sie von beiden GrÄo¼en abhÄangig ist, nach
denen di®erenziert wird. Geschickterweise fÄuhren wir die Variable ´ := rp

t
ein. Wir h Äatten auch eine an-

dere wÄahlen kÄonnen, aber dann sieht die gewÄohnliche Di®erentialgleichung komplizierter aus. Man kann
diese Wahl nur mit GlÄuck beim ersten Anlauf richtig wÄahlen, oder man hat die Rechnung schon einmal
mit einer schlechten durchgefÄuhrt und wei¼ daher, wie mań zu wÄahlen hat.

@x
@t

=
@´
@r

@
@´

µ
~D

@´
@r

@x
@´

¶
=

1
p

t

@
@´

µ
~D

1
p

t

@x
@´

¶

=
1
t

@
@´

µ
~D

@x
@´

¶

@x
@t

=
@´
@t

@x
@´

= ¡
r

2t3=2

@x
@´

)

¡
r

2
p

t

@x
@´

=
@
@´

µ
~D

@x
@´

¶

¡
´
2

@x
@´

=
@
@´

µ
~D

@x
@´

¶
(8.22)
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Und dies ist nun die gesuchte gewÄohnliche Di®erentialgleichung, die man einfach lÄosen kann.

Matano-
Ebene

r=0

1

x/x 0

r

x = x0 fÄur r < 0; t = 0
x = 0 f Äur r > 0; t = 0
x = x0 fÄur ´ ! ¡1
x = 0 f Äur ´ ! 1

Integration der DGL f Äuhrt zu:

¡
1
2

xZ

0

´dx = ~D
@x
@´

¯
¯
¯
¯
x

)

~D(x) = ¡
1
2

@x
@´

¯
¯
¯
¯
x

¢

xZ

0

´dx (8.23)

mit ´ = rp
t

folgt

~D(x) = ¡
1
2t

@r
@x

¯
¯
¯
¯
x

¢

xZ

0

rdx (8.24)

was nur im Fall der stationÄaren LÄosung gilt.
Betrachten wir nun das Di®usionspro¯l bei fester Zeit

ZUM N ACHDENKEN:
² Was ist die Matano Ebene?

t, also wenn die eben durchgefÄuhrte Substitution ´ =
rp
t

erlaubt ist. Dann wird ~D aus dem Di®usionspro-
¯l bei t ermittelt. Diese Analyse, bei der fÄur jeden
Punkt die Di®usionskonstante ermittelt wird, nennt
man auch Matano-Analyse .
Der Schnitt bei r = 0 wird als Matano-Ebene bezeichnet. Die Erhaltungsbedingung fordert auch fÄur
t 6= 0, da¼ sich die grauen FlÄachen gleichen, also:

x 0Z

0

rdx := 0

Anders herum kennzeichnet das Gleichgewicht der grauen FlÄachen die Ebener = 0. Hieraus lÄa¼t sich die
Darken'sche Gleichung ableiten:

~D = xA ~DA + xB ~DB (8.25)

Kirkendall-E®ekt

Der Kirkendall-E®ekt wird verwendet, um den Di®usionskoe±zienten ~D zu bestimmen. Er wird zum
Beispiel an einer Schwei¼naht oder an einer markierten Grenz° Äache beobachtet.
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Abbildung 8.8: Kirkendall-VerschiebungxK einer Schwei¼naht aufgrund der schnelleren Di®usion von A in B als
umgekehrt. Auf der Seite der schneller di®undierenden Komponente entstehen Poren (±), auf der anderen Seite quillt
das Material (+).

Die Komponenten A und B di®undieren unterschiedlich schnell,

~DA 6= ~DB und demnach: ~j A 6= ~j B

Die Di®usion ¯ndet Äuber den Leerstellenmechanismus statt. FÄur die Komponente A gilt dann: ~j A =
~j L

A , ~j A - Stromdichte von A-Atomen, ~j L
A - Stromdichte der Leerstellen bei A-Di®usion; Analog gilt fÄur

die Komponente B: ~j B = ~j L
B . Der Materialtransport durch die Grenz° Äache wird erzwungen, wenn die

Stromdichten unterschiedlich sind. Die Stromdichte der LÄocher berechnet sich nach

~j L = ¡ (~j B ¡ ~j A )

Annahme: ~j A > ~j B . Das Material quillt, da @~j L
@~r > 0. Es kommt zu einer Leerstellen-AnhÄaufung in B

aufgrund der Wegdi®usion. Die Leerstellen koagulieren zu Poren, die als Kirkendall-LÄocher bezeichnet
werden.
Oft wird der Kirkendall-E®ekt falsch interpretiert. Beach te daher, da¼ die Poren nicht an der Grenz°Äache
deponiert werden, sondern dahinter. Demzufolge markierendie Poren nicht die Grenz°Äache.
FÄur die Geschwindigkeit der markierten Grenz°Äache gilt:

~v =
³

~DA ¡ ~DB

´
i
@xA
@~r

Aus Messungen von~D (Matano-Analyse) und ~v (Kirkendall-E®ekt) k Äonnen ~DA und ~DB getrennt berech-
net werden.
Beispiel: Interdi®usion von Ni- und Zr-Schichtsystemen. Da ~DNi À ~DZr gilt, werden die Kirkendall-L Äocher
in der Ni-Schicht gebildet. Diese Kirkendall-LÄocher sind in Abbildung 8.9 wiedergegeben.

Abbildung 8.9: REM Bilder eines Ni-Zr Verbundwerksto®es. Die schwarzen Punkte sind Kirkendall-LÄocher



8.4. DIFFUSIONSSYSTEM MIT MEHREREN PHASEN 149

8.4 Di®usionssystem mit mehreren Phasen

Die Di®usion erzeugt niemals Zweiphasengebiete, sondern einen Konzentrationssprung von einer zur
anderen LÄoslichkeitslinie. Wenn ein A-Atom einen Bereich verlÄa¼t, kommt es im Anderen mit der gleichen
Rate an. Gradienten existieren nur in einphasigen Bereichen, nicht aber in mehrphasigen Bereichen.

+ a2a1

a2

S+a1 S+a1

S

a2
S+

1a

S

+a2 a3+ a2a1

a3

a2

a1

a2 S+a3

S+
S+
a2

BA x BA x

T T

Abbildung 8.10: Zwei Zustandsdiagramme und schematische Di®usionspro¯le fÄur die Interdi®usion einer Atomsorte.

ZUM N ACHDENKEN:
² Wo entstehen die Kirkendall LÄocher?

² Warum gibt es in mehrphasigen Gebieten keine
Di®usionsgradienten?
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9
Ausscheidungsvorg Äange

Die Kristallstruktur von Metallen kann sich auch im festen Z ustand Äandern. Sie mu¼ nicht notwendi-
gerweise unterhalb der Schmelztemperatur bei allen Temperaturen stabil sein. Diejenige Kristallstruktur
liegt im thermodynamischen Gleichgewicht vor, die mit der geringsten Freien Enthalpie verbunden ist.
Welche dies ist wird in erster Linie durch die Elektronenstruktur bestimmt. Diese, fÄur die Bindung ver-
antwortliche Struktur, kann durch Kristallfelder beein°u ¼t werden. Dies fÄuhrt dann zu einer ÄAnderung
der Kristallstruktur. Ein bekanntes Beipiel hierf Äur ist Eisen, bei dem durch die magnetische Ordnung der
Momente die kubisch raumzentrierte Struktur bei niedrigen Temperaturen erzwungen wird. Die verschie-
denen Kristallstrukturen eines Elements im festen Zustandnennt man Äubrigens allotrope Modi¯kationen.
Wird eine bestimmte Temperatur Äuber- oder unterschritten, so geht eine allotrope Modi¯kation in eine
Andere Äuber. Dieser ÄUbergang ist allerdings nicht sprunghaft und instantan abgeschlossen, sondern ¯ndet
Äuber Keimbildung statt. Der Vorgang kann daher analog zur Erstarrung reiner Metalle verstanden werden,
nur da¼ es sich in diesem Fall um eine reine FestkÄorperreaktion handelt.
Im Fall der Legierungen kann es neben den bisher erklÄarten PhasenÄubergÄangen °Äussig-fest auch zu
FestkÄorperreaktionen kommen, also zu Reaktionen, bei denen ein FestkÄorper in einen anderen umge-
wandelt wird, ohne da¼ dabei ein °Äussiger Zustand beteiligt wÄare. FÄur Legierungen hat man dabei, im
Gegensatz zu reinen Metallen, einen weiteren Freiheitsgrad, die Konzentration, zu berÄucksichtigen. So ist
die Beschreibung auf mehrere Phasen zu erweitern.
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Ausscheidungsvorgang verlÄauft
kontinuierlich diskontinuierlich

Abbildung 9.1: Th-Y-Phasendiagramm: Verschiedene FestkÄorperreaktionen und zwei prinzipiell mÄogliche GefÄugeent-
wicklungen.

Im Grunde genommen sind hierbei drei FÄalle zu unterscheiden, nÄamlich i1 die Au° Äosung oder Ausschei-
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dung einer zweiten Phase beiÄUberschreitung nur einer Phasengrenze, z. B.® ! ® + ¯ oder ® + ¯ ! ¯
(¯ (Th ; Y) ! ¯ (Th ; Y)+( ®¡ Th) oder ¯ (Th ; Y)+( ®¡ Th) ! (®¡ Th)), i2 der Umwandlung einer Phase
in eine andere Phase gleicher Zusammensetzung, jedoch beiÄUberschreitung von zwei Phasengrenzen, z.
B. ® ! ° (¯ (Th ; Y) ! (® ¡ Y)) und schlie¼lich i3 der Zerfall einer Phase in zwei neue Phasen bei der
ÄUberschreitung von drei Phasengrenzlinien, z. B.® ! ¯ + ° (¯ (Th ; Y) ! (® ¡ Th) + ( ® ¡ Y)), wobei
ein Sonderfall dieser Umwandlung der eutektoide Zerfall ist. Mit Ausnahme des zweiten Falles sind mit
der Umwandlung auch KonzentrationsÄanderungen verbunden. Um die Konzentration zu verschieben, sind
jedoch Di®usionsvorgÄange erforderlich.
Wird aus einer homogenen Phase eine neue Phase gebildet, so kann diese entweder die gleiche Kristall-
struktur aufweisen, in diesem Fall spricht man vonEntmischung , oder sie kann eine andere Kristallstruk-
tur aufweisen, was alsAusscheidung bezeichnet wird. In beiden FÄallen Äandert sich die Zusammensetzung
der neuen Phase im Vergleich zur UrsprÄunglichen. Der Fall der Entmischung kann analog zum Modell
der regulÄaren LÄosung behandelt werden. Dieses Modell wurde bereits besprochen.

Nach dem bisher Gesagten kommt es zu Ausscheidungs-
ZUM N ACHDENKEN:

² Was ist der Unterschied zwischen Entmischung
und Ausscheidung?

vorgÄangen, wenn die Gleichgewichtskonzentration nicht
mehr erreicht werden kann. Je nach Lage der betrachte-
ten Legierung im Zustandsdiagramm, mÄussen sich nun
Bestandteile ausscheiden, um fÄur alle Phasen wieder ei-
ne Gleichgewichtskonzentration herzustellen. Genau wie
bei der eutektischen Phasenbildung/Erstarrung be¯ndet

sich nun eine Legierung in einem Zustand, der keine Einphasigkeit in der Gleichgewichtskonzentration
zulÄa¼t. Die Legierung wird gezwungen, eine weitere Phase zu bilden, um weiterhin im thermodynamischen
Gleichgewicht bestehen zu kÄonnen. Bei der Bildung dieser neuen Phase sind, wie im Fall der regulÄaren
LÄosung, die Freien Enthalpien der beteiligten Phasen zu berÄucksichtigen, um zu verstehen, bei welcher
Temperatur welche Gleichgewichtskonzentration und maximale LÄoslichkeit der Phasen ineinander vor-
liegt. Genauso verlÄauft die Keimbildung und die spinodale Entmischung im festen Zustand in gleicher
Weise, wie es bereits fÄur ° Äussig-fest Phasenreaktionen gezeigt wurde.

9.1 Keimbildung

Der Vorgang der Entmischung kann entweder durch einen Keimbildungsproze¼ ablaufen, indem sich ein
Keim mit der Gleichgewichtszusammensetzung bildet. Alternativ kann die Entmischung auch durch spon-
tane Entmischung (spinodale Entmischung) statt¯nden, bei der sich die Gleichgewichtszusammensetzung
im Laufe der Zeit einstellt.
Der Unterschied zwischen spinodaler Entmischung und regulÄarer Keimbildung ist in Abbildung 9.2 ver-
deutlicht. Bei der Keimbildung (rechter Teil) entsteht ein Keim der festen Phase mit der Zusammenset-
zung x0

0 durch thermische Fluktuationen.

x'

x

0

0

t0 t1 t 8

r

x

x'

x

0

0

t0 t1 t 8

r

x

Abbildung 9.2: EntmischungsvorgÄange durch Spinodale Entmischung / Bergauf-Di®usion (links) undKeimbildung /
Bergab-Di®usion (rechts).x0

0 - Zusammensetzung Keim,X 0 - Zusammensetzung Matrix.

Im Laufe der Zeit wird er durch Di®usion grÄo¼er. Wie bei der Keimbildung aus der Schmelze, so ist
auch bei FestkÄorperumwandlungen eine kritische GrÄo¼e zuÄuberwinden, damit der Keim stabil wachsen
kann. Deshalb geht der Umwandlungskeimbildung stets eine Inkubationszeit voraus, wobei aber nicht
sofort die Gleichgewichtskonzentration in der Matrix eingestellt wird, sondern die Entmischung sich so
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lange verstÄarkt, bis das Gleichgewicht erreicht ist. Der Keim hat hingegen sobald er sich gebildet hat
seine Gleichgewichtskonzentration. Da die Zusammensetzung des Keimes von der der Matrix abweicht,
kommt es in der NÄahe des Keimes zu einer Verarmung der Matrix an den Atomen, oder Bausteinen, aus
denen der Keim besteht. Die Atome dieses Elementes wandern durch die Verarmungszone entlang des
Konzentrationsgradienten, daher spricht man auch vonBergab-Di®usion .
Bei der spinodalen Entmischung hat man kleine Kon-

ZUM N ACHDENKEN:
² Unter welchen Bedingungen kommt es zur spi-

nodalen Entmischung?

² Warum di®undieren Atome zu einem Keim mit
hÄoherer Konzentration entlang eines Konzentra-
tionsgefÄalles?

zentrationsschwankungen Äuberall in der Probe. Um
zum Zentrum des entmischten Zustandes zu kommen
mÄussen die Atome gegen den Konzentrationsgradien-
ten di®undieren, man spricht vonBergauf-Di®usion .
Der Endzustand ist in beiden FÄallen, rein physikalisch
gesehen, der Gleiche, jedoch ist die Morphologie des
Phasengemisches vÄollig verschieden.

9.2 Verzerrungsenergie

Mit der Grenz° Äache, die die entmischten Phasen beziehungsweise Ausscheidungen begrenzt, ist gleichzeitig
eine elastische Verzerrungsenergie verbunden. Ausscheidungen haben eine andere Kristallstruktur als die
Matrix. Ihre Phasengrenz°Äache ist daher inkohÄarent. Prinzipiell k Äonnen drei Typen von Grenz°Äachen
unterschieden werden, nÄamlich kohÄarente, teil- oder semikohÄarente sowie inkohÄarente Grenz°Äachen. Diese
sind in Abbildung 9.3 dargestellt.

Abbildung 9.3: Drei prinzipielle Typen von Grenz°Äachen: kohÄarent, teil- oder semikohÄarent sowie inkohÄarent (von
links nach rechts).

Es ist nun egal, ob die Phasengrenz°Äache kohÄarent, semikohÄarent oder inkohÄarent ist; die Grenz°Äache ist
stets mit Verzerrungsenergie verbunden. Bei der Keimbildung Äandert sich das Molvolumen des ausgeschie-
denen Keims im Vergleich zur Matrix. Dies ist auch bei der Keimbildung in der Schmelze der Fall, spielt
dort aber keine Rolle, da die Schmelze einem verÄanderten Volumen ausweichen kann. Ein FestkÄorper kann
dies nicht und so fÄuhrt die Volumendi®erenz zwischen Keim und Matrix zu einer elastischen Verzerrung.
Die damit verbundene elastische Energie nimmt mit steigendem Keimvolumen zu.

Eel = "el ¢V

"el - spezi¯sche elastische Verzerrungsenergie. Damit erweitert sich die EnthalpieerhÄohung eines ku-
gelfÄormigen Keims um die Verzerrungsenergie. FÄur einen Keim in einem FestkÄorper gilt dann:

¢G = ( ¡ ¢ gU + "el)
4
3

¼r3 + 4¼r2° (9.1)

° - spezi¯sche Ober°Äachenergie, also die spezi¯sche Energie der Phasengrenz°Äache, ¢gU - spezi¯sche
Freie Umwandlungsenthalpie. Damit berechnet sich der kritische Keimradius auch entsprechend der Er-
weiterung um die spezi¯sche elastische Verzerrungsenergie zu

r ¤ =
2°

¢ gU ¡ "el
(9.2)
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Die Energie der Grenz°Äache (Ober°Äachenenergie) und die elastische Verzerrungsenergie spielen fÄur die
Keimbildung eine entscheidende Rolle. Beide mÄussen fÄur die Bildung eines Keims aufgebracht werden.
Die spezi¯sche Verzerrungsenergie" el kann fÄur eine harte Ausscheidung¯ in einer weichen Matrix ®
berechnet werden:

"el =
E®

1 ¡ º

µ
@ln a

@x

¶ 2

(x ¯ ¡ x®)2 ¢' (9.3)

E® - Elastizit Äatsmodul der Matrix, º - Querkontraktionszahl, a - Gitterkonstante, x ¯ ,x® - Konzentration
von Ausscheidung/Matrix, ' - Formfaktor. Der Formfaktor ist als Funktion des AchsenverhÄaltnisses eines
Rotationsellipsoides in Abbildung 9.4 dargestellt. Er nimmt Werte zwischen 0 und 1 an.

a c

0

j
1

Scheibe

Kugel

Nadel

Achsenverhältnis c/a

Abbildung 9.4: Formfaktor in AbhÄangigkeit des AchsenverhÄaltnis eines Rotationsellipsoides.

Die Ober°Äache und damit auch die Form der Ausscheidung wird von zwei Mechanismen bestimmt, da
sowohl die Ober°Äachenenergie, als auch die Verzerrungsenergie aufgebracht werden mÄussen. Damit ist
die Form der Ausscheidung eine Konsequenz aus der Verteilung der aufzubringenden Energie. Haben
zum Beispiel Ausscheidung und Matrix die gleiche Kristallstruktur und in etwa den gleichen Gitterpa-
rameter, so spielt die Verzerrungsenergie nur eine vernachlÄassigbare Rolle. In diesem Fall werden vor
allem kugelfÄormige Ausscheidungen beobachtet (z. B. Al-Ag). Ist der Unterschied der Gitterparameter
jedoch gro¼ (' ¿ 0), sind plattenfÄormige Ausscheidungen bevorzugt (z. B. Al-Cu). In diesem Fall ist das
Ober°Äachen zu Volumen VerhÄaltnis grÄo¼er, da die Ausscheidungen ihren energetisch gÄunstigsten Zustand
erreichen, indem eine hÄohere Ober°Äachenenergie mit einer geringeren Verzerrungsenergie verknÄupft ist.
Die Verzerrungsenergie kann darÄuberhinaus auch noch anisotrop sein, wodurch auch im FallÄahnlicher
Gitterparameter plattenf Äormige Ausscheidungen energetisch begÄunstigt sind.
Die Keimbildungsgeschwindigkeit _N ist gegeben durch:

_N / exp
·
¡

¢G
kT

¸
(9.4)

Hierin ist

¢G = ( ¡ ¢ gU + "el)
4
3

¼r3 + ° 4¼r2

mit r =
2°

¢ gU ¡ "el

¢G = ( ¡ ¢ gU + "el)
4
3

¼
8° 3

(¢ gU ¡ "el)3 + ° 4¼
4° 2

(¢ gU ¡ "el)2

=
16
3

¼
° 3

(¢ gU ¡ "el)2

Damit h Äangt die Keimbildungsgeschwindigkeit stark von der spezis̄chen Grenz°Äachenenergie° ab. Die
Energie einer Grenz°Äache wird ganz entscheidend von ihrer Struktur bestimmt. Die Energie einer kohÄaren-
ten Grenz°Äache ist meistens sehr klein, wohingegen inkohÄarente Grenz°Äachen vergleichbar gro¼e Energien
erfordern.
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Das Wachstum verlÄauft nun di®usionsgesteuert. In einer binÄaren Legierung mit der Ausgangskonzentra-
tion x0 Äandert sich die mittlere Konzentration der Matrix mit der Ze it, weil ein st Äandiger Strom von
Atomen in die Ausscheidung hinein °ie¼t. Damit verarmt die Matrix an einer Atomsorte, mit der die
Ausscheidung angereichert wird. Das Keimwachstum kann fÄur kugelfÄormige Keime angenÄahert berechnet
werden. Es wird von der Di®usionsgleichung ausgegangen undman erhÄalt:

4
3

¼R3 @xB
@t

= ~j B (r )4¼r2

xB - Konzentration der Matrix, ~j B - Strom an B-Atome in die Ausscheidung hinein r - Radius der
Ausscheidung,R - Radius einer Kugel, die das mittlere Matrixvolumen pro Ausscheidung darstellt. Die
LÄosung dieser Gleichung liefert, da¼ die Ausscheidungen proportional zu

p
DB t wachsen.

Man kÄonnte nun erwarten, da¼ das Wachstum der Ausscheidungen zumStillstand kommt, wenn sich die
Gleichgewichtskonzentration eingestellt hat. Es wird jedoch beobachtet, da¼ sich kleine Ausscheidungen
zu Gunsten von grÄo¼eren wieder au°Äosen. Dieser Vorgang wird alsOstwald-Reifung bezeichnet (Teil-
chenvergrÄoberung). Die treibende Kraft fÄur diesen Vorgang ist die Minimierung der Energie, die in der
Grenz°Äache steckt. Die Gesamtenergie wÄare viel kleiner, wenn es nur ein einziges, gro¼es ausgeschiedenes
Teilchen, anstelle von vielen kleinen Ausscheidungen, gÄabe.
Ob sich nun ein Teilchen au°Äost oder wÄachst, hÄangt ma¼geblich vom chemischen Potential eines Atoms
in der NÄahe der Ausscheidung ab. Ist dies kleiner als das mittlere chemische Potential, wird es sich
nicht zu einem anderen ausgeschiedenen Teilchen hin bewegen, sondern wird sich wohl eher au°Äosen. Bei
kugelfÄormigen Teilchen spiegelt sich das chemische Potential in der Kr Äummung der Ober°Äache wieder.
Damit gibt es zwischen zwei Teilchen eine chemische Potentialdi®erenz. Diese istÄuber die Gibbs-Thomson-
Gleichung

¢ ¹ = 2° ­
µ

1
r 1

¡
1
r 2

¶
= kT

¢ xB

x̂
(9.5)

mit dem Konzentrationsgradienten verbunden. ­ -
ZUM N ACHDENKEN:

² Warum haben grÄo¼ere Ausscheidungen eine ge-
ringere freie Enthalpie als kleine?

Atomvolumen. Der Konzentrationsgradient verursacht
nun einen Di®usionsstrom in Richtung des grÄo¼eren
Teilchens. In der Konsequenz wachsen gro¼e Ausschei-
dungen und kleine Ausscheidungen lÄosen sich auf.
FÄur nicht kugelfÄormige Ausscheidungen verÄandert sich
die Geometrie, was aber nichts am ErgebnisÄandert.

9.3 Kontinuierliche Ausscheidungen

Werden Äuberall in einer Phase Keime gebildet, die zur Bildung einerneuen Phase fÄuhren, so spricht
man von kontinuierlicher Ausscheidung. ZunÄachst werden aus einemÄubersÄattigten Mischkristall einzelne
Atome ausgeschieden, wie es im mittleren Teil von Abbildung9.5 gezeigt ist. Die Atome bilden Keime,
die dann aufgrund der Verschiebung der Gleichgewichtskonzentration wachsen mÄussen.

Abbildung 9.5: Schematische Darstellung des Verlaufes der kontinuierlichen Ausscheidung. Von links nach rechts:
homogener Mischkristall - Bildung von Keimen - Wachstum der Ausscheidungen.

Die Ausscheidungen sind in der Regel stabfÄormig, da die Grenz°Äachenenergie in den seltensten FÄallen
isotrop ist. Diese stabfÄormigen Gebilde sind in BÄandern angeordnet, was wiederum energetisch bedingt
ist. Die elastische Wechselwirkung mit dem Spannungsfeld wird so minimiert.
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Abbildung 9.6: REM-Aufnahme von kontinuierlichen Ausscheidungen im Cu-Ag System. Die Ausscheidungen (hell)
sind silberreich, die Matrix ist kupferreich.

In rasterelektronenmikroskopischen (REM) Aufnahmen sindnicht die einzelnen Ausscheidungen sichtbar,
sondern ganze BÄander von Ausscheidungen. In Abbildung 9.6 sind kontinuierliche (Ag)-Ausscheidungen
in einer kupfer-reichen Matrix zu sehen. Die einzelnen stabfÄormigen Ausscheidungen kÄonnen mittels der
Transmissionselektronenmikroskopie (TEM) sichtbar gemacht werden. In Abbildung 9.7 ist dieser Fall
gezeigt, wobei auch hier einige AusscheidungenÄubereinander abgebildet werden.

Abbildung 9.7: TEM-Aufnahme (links) von kontinuierlichen Ausscheidungen im Cu-Ag System. Die (Ag) Ausschei-
dungen liegen in< 1 1 0 > -Richtung in f 1 1 1g-Ebenen.

Die in Abbildung 9.7 rechts dargestellten Skizzen die-
ZUM N ACHDENKEN:

² Unter welchen Voraussetzungen sind ku-
gelfÄormige Ausscheidungen zu erwarten?

² Wodurch wird die Orientierungsbeziehung von
Ausscheidungen und Matrix bestimmt?

nen zur ErklÄarung der TEM-Abbildung (Abb. 9.7 links).
Durch TEM-Abbildungen kann der Verlauf der Ausschei-
dungen nachgewiesen werden. Die (Ag)-Ausscheidungen
im Cu-Ag-System liegen in < 1 1 0 > -Richtung in
f 1 1 1g-Ebenen. Durch die Projektion aller mÄogli-
chen Orientierungen dieser Familie entsteht das gezeig-
te Bild f Äur den Fall von (Ag)-Ausscheidungen aus einer

ÄubersÄattigten (Cu)-Matrix. Durch die Geometrie bei der Projekti on kommt es zu einer Anordnung, bei
der die Ausscheidungen in einer Ebene senkrecht zur Projektion stehen. Diese Ausscheidungen werden
Äubereinanderliegend projiziert, wodurch die in der Abbildung zu sehenden, dickeren BÄander entstehen.
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9.4 Eutektoide Entmischung

Als eutektoide Entmischung wird der Zerfall einer festen Phase in zwei andere feste Phasen bezeichnet
(® ! ¯ + ° ). Da ¯ und ° verschiedene Konzentrationen aufweisen wird in der Regel eine lamellenfÄormige
Struktur beobachtet. Dies liegt daran, da¼ die Di®usion in FestkÄorpern kurzreichweitig ist. Die resul-
tierenen Konzentrationsunterschiede sind am einfachstenzu erreichen, wenn beide Phasen im Wechsel
nebeneinander liegen. Meistens geht die Umwandlung von derKorngrenze aus, da dort die Keimbildung
begÄunstig ist.

���������������������

���������������������

���������������������

���������������������

�������������������

�������������������

�������������������

�������������������

���������������������

���������������������

���������������������

�������������������

�������������������

�������������������

���������������������

���������������������

���������������������

���������������������

�������������������

�������������������

�������������������

�������������������

���������������������

���������������������

�������������������

�������������������

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	


�
�
�
�
�
�
�
�
�



�
�
�
�
�
�
�
�
�



�
�
�
�
�
�
�
�
�



�
�
�
�
�
�
�
�
�


���������������������

���������������������

���������������������

�������������������

�������������������

�������������������

3Fe  C

a -Fe

d

d2

1

r

x C

r

x C

3Fe  C

a -Fe

Abbildung 9.8: Schema der Lamellenanordnung von Perlit, sowie der Konzentrationsverlauf Äuber die Grenz°Äache der
Phasenumwandlung hinweg fÄur ® ¡ Fe und Fe3C.

Bildet zum Beispiel die ®-Phase zuerst einen Keim, so bezieht sie die Anreicherung aneiner Atomsorte
aus ihrer unmittelbaren Umgebung. Hierdurch wird die Nachbarschaft an dieser Atomsorte abgereichert.
Die verarmte Nachbarschaft reichert sich ihrerseits dann an der anderen Atomsorte an, wodurch ein
¯ -Keim entsteht. Das Ergebnis ist ein lamellenfÄormiges GefÄuge, wobei die Lamellendicke durch die Reich-
weite der Di®usion gegeben ist. Aus diesem Grund nimmt auch der Lamellenabstand mit steigender
Umwandlungsgeschwindigkeit ab.

9.5 Diskontinuierliche Ausscheidungen

An Korngrenzen ist die Keimbildung meistens
ZUM N ACHDENKEN:

² Was ist der Unterschied zwischen kontinuierli-
chen und diskontinuierlichen Ausscheidungen?

begÄunstigt und daher starten AusscheidungsvorgÄange
oft an diesen Grenzen. Hinzu kommt, da¼ entlang von
Korngrenzen die Di®usion erhÄoht ist und Konzentrati-
onsÄanderungen schneller und mit weniger Energieauf-
wand vollzogen werden kÄonnen. Da die Ausscheidun-
gen nicht homogen im Korn verteilt sind, spricht man
von diskontinuierlicher Ausscheidung. FÄur diskontinuierliche Ausscheidungen gilt weiterhin, da¼mit der
Reaktionsfront die Korngrenze verschoben wird. Aus diesemGrund wird sie oft auch als Rekristallisati-
onsproze¼ angesehen.
In Abbildung 9.9 ist der Fall von diskontinuierlich ausgeschiedenen (Ag)-Ausscheidungen aus einer (Cu)-
Matrix gezeigt. Zu beachten ist hier der rechte Bildrand, an dem der nicht ausgeschiedene (Cu-Ag)-
Mischkristall zu erkennen ist. Dieser Bereich dominiert das Korninnere. Die diskontinuierlichen (Ag)-
Ausscheidungen starten von der Grenze.
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Abbildung 9.9: REM-Aufnahme von diskontinuierlichen Ausscheidungen (hell) im Cu-Ag System. Der Ausscheidungs-
vorgang startet an der Phasengrenze unten im Bild. Am rechten Bildrand ist nicht ausgeschiedener Bereich ersichtlich;
dieser setzt sich bis ins Korninnere fort.

Das folgende Schema (Abb. 9.10) zeigt die Bildung von diskontinuierlich ausgeschiedenen Zellen, die einem
eutektischen GefÄuge Äahneln, da hier ebenfalls Lamellen nebeneinander liegen. (s. auch Abschnitt 9.5.1).

a0

b

a

Abbildung 9.10: Ablauf der diskontinuierlichen Entmischung: An einer bewegten Korngrenze sammeln sich
ÄuberschÄussige B-Atome, die sich auf der Korngrenze als̄-Phase ausscheiden. Die Ausscheidungen reduzieren die
Bewegung der Korngrenze, soda¼ sich ein lamellares GefÄuge bildet.

Bilden sich aber auf einer Korngrenze Ausscheidungen, so kÄonnen sie durch Korngrenzendi®usion nur
weiterwachsen, wenn die Korngrenze wandert und damit wie ein Rechen die B-Atome aus der Matrix
aufsammelt und zu den Ausscheidungen transportiert. Die Korngrenze wandert, wodurch gelÄoste Ato-
me zu ihr segregieren und die Ausscheidungen (¯ ) bilden. Diese Ausscheidungs-Keime ¯xieren lokal die
Korngrenze. Das weitere Wandern der Korngrenze fÄuhrt zu einem Ausbauchen, da sie an den Halte-
punkten zurÄuck bleibt. Die fortlaufende Migration von gelÄosten Atomen auf und in der Korngrenze hin
zu den Ausscheidungen fÄuhrt zum Wachstum derselben. Diese wachsen als stabfÄormige Gebilde. An der
Reaktionsfront - oder viel mehr dahinter - bildet sich die lammelare Struktur aus. Ist die Grenz°Äachen-
energie zwischen® und ¯ hoch, so fÄuhrt dies zu einer groben lammelaren Struktur.Das Selbe gilt im
Fall einer gro¼enÄUbersÄattigung. Der sich einstellende Abstand wird ein Kompromi¼sein aus der Zeit,
die fÄur den Antransport von B-Atomen durch die Korngrenze benÄotigt wird (f Äuhrt auf m Äoglichst klei-
ne LamellenabstÄande) und der zusÄatzlichen Grenz°Äachenenergie zwischen®- und ¯ -Bereichen (fÄuhrt auf
mÄoglichst gro¼e LamellenabstÄande). Meistens entsteht die grobe lamellare Struktur aus einer Feinen durch
eine zweite Reaktion, die als diskontinuierliche VergrÄoberung bezeichnet wird und der diskontinuierlichen
Ausscheidung nachgestellt ist.
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9.5.1 Diskontinuierliche Vorg Äange

Neben der diskontinuierlichen Ausscheidung gibt es weitere diskontinuierliche Prozesse, die ebenfalls an
einer Korn- oder Phasengrenze starten und durch die Bewegung einer Reaktionsfront gekennzeichnet sind.
Zu diesen VorgÄangen gehÄoren die im Folgenden genannten Prozesse:

1. Eutektoider Zerfall

2. Diskontinuierliche Ausscheidung

3. Diskontinuierliche Au° Äosung

4. Diskontinuierliche VergrÄoberung

Eutektoider Zerfall und diskontinuierliche Ausscheidung fÄuhren zu einer zellen- oder lamellenartigen An-
ordnung der Gleichgewichtsphasen hinter der Reaktionsfront. Diese Prozesse wurden bereits in den vor-
angegangenen Abschnitten behandelt. DiskontinuierlicheProzesse sind mit einem abrupten Wechsel von
Orientierung und Zusammensetzung zwischen der Matrix und der umgewandelten Phase gekennzeichnet.
Weitere diskontinuierliche FestkÄorperreaktionen sind die diskontinuierliche VergrÄoberung, bei der eine
feinlammelare Struktur in eine grÄobereÄuberfÄuhrt wird und der umgekehrte Proze¼, die diskontinuierliche
Au° Äosung.
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Abbildung 9.11: Von links nach rechts: diskontinuierliche Ausscheidung;diskontinuierliche Au°Äosung und diskonti-
nuierliche VergrÄoberung.

Eine Korngrenze beein°u¼t den Entmischungsproze¼ auf zwei Arten: zum einen erleichtert sie die Keim-
bildung, indem sie den Grenz°Äachenbeitrag zur Keimbildungsarbeit stark reduziert, zumanderen kÄonnen
durch die Korngrenze rasch B-Atome herandi®undieren. Daher ¯nden diskontinuierliche Prozesse vor
allem bei tiefen Temperaturen statt, wenn die Volumendi®usion schon stark verlangsamt ist.

9.6 ZTU-Diagramme

In reinen Metallen geht die eine allotrope Modi¯kation am Umwandlungspunkt in die NeueÄuber. Dies lÄa¼t
sich auch durch eine hohe AbkÄuhlgeschwindigkeit nicht unterdrÄucken. Bei Legierungen ist die Ausbildung
neuer Phasen aber immer mit KonzentrationsÄanderungen verbunden. Letzteres ist von der Di®usion
abhÄangig und kann daher unterdrÄuckt werden, wenn die Di®usion nur hinreichend unterdrÄuckt wird. Es
ist also mÄoglich einen Zustand (=Phase) einzufrieren, obwohl dieserbei tieferen Temperaturen nicht mehr
stabil ist, sich also nicht mehr im thermodynamischen Gleichgewicht be¯ndet.
Bei ErhÄohung der AbkÄuhlgeschwindigkeit wird einerseits die Zeit immer geringer, in der durch Di®u-
sion eine ÄAnderung der Konzentration herbeigefÄuhrt werden kann. Andererseits ist die Di®usion mit
sinkender Temperatur zusÄatzlich erschwert. Die erreichbaren Di®usionswege sind dann immer kÄurzer bis
die Di®usionsgeschwindigkeit zu langsam und die Di®usionswege zu kurz werden um noch Konzentrati-
onsÄanderungen zu bewirken. In diesem Fall wird die Phasenumwandlung unterdr Äuckt.
Mit sinkender Temperatur wird jedoch die treibende Kraft f Äur eine Phasenumwandlung immer grÄo¼er.
Eine Besonderheit ist die martensitische Umwandlung. Ist die treibende Kraft sehr gro¼, so kann sich die
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Kristallstruktur Äandern, ohne da¼ eine KonzentrationsÄanderung statt¯ndet. Es handelt sich hier um eine
spontane Phasenumwandlung ohne KonzentrationsÄanderung.
Gezielt herbeigefÄuhrte und kontrollierte Phasenumwandlungen gehÄoren zu den wichtigsten VorgÄangen um
bei der Herstellung von Werksto®en die Art und Verteilung der ausgeschiedenen Teilchen zu bestimmen
und damit auch die mechanischen Eigenschaften der Werksto®e, wie Festigkeit, Duktilit Äat und Bruch-
verhalten zu steuern. Mit sogenannten thermomechanischenBehandlungen wird dabei die gewÄunschte
Mikrostruktur eingestellt. F Äur diese Behandlungen ist vor allem der Bruchteil der ausgeschiedenen Pha-
se entscheidend, derÄuber die Auslagerungstemperatur und -zeit gesteuert werden kann. WÄahrend der
Phasenanteil im thermodynamischen Gleichgewicht nach derHebelbeziehung bestimmt wird, steht bei
thermomechanischen Behandlungen der zeitliche Fortschritt der Umwandlung im Vordergrund.
Sogenannte Zeit-Temperatur-Umwandlungs (ZTU) -Diagramme enthalten Informationen Äuber die bei
bestimmten Zeiten und Auslagerungstemperaturen zu erwartenden Anteile der Phasenumwandlung. In
diesen Diagrammen sind in AbhÄangigkeit von der Auslagerungstemperatur und -zeit diejenigen Linien
eingezeichnet, die dem gleichen Anteil umgewandelter Phasen entsprechen. In Abbildung 9.12 ist ein
solches ZTU-Diagramm am Beispiel von Stahl skizziert.

101 102 103 104 1051

T [°C]

400

500

600

700

800

900

Zeit  [ s ]

1

2 Perlit-Begin

50%

Ende der
Umwandlung

400

600

800

1000

1200

1400

1600

- Ferrit
- Austenit

a
g

- Cementit
- delta Eisend

c

Fe  C3

Fe  C3

Fe  C3

T [°C]

w  in %
20.8 4

Stahl Gußeisen

0 6.67
Fe C

d

g+

a

g+

a+g

L

a+

L+

g

d+g

d+L

L

Abbildung 9.12: Zeit-Temperatur-Umwandlungs-Diagramm von Stahl mit zwei eingezeichneten AbkÄuhlkurven, die
zur UnterdrÄuckung der perlitischen Phasenumwandlung beziehungsweise gerade zur Perlitbildung fÄuhren (links). Das
Fe-C-Phasendiagramm (rechts). Die eutektoide Phasenreaktion bei 0.8 wt.% unterhalb von723±C fÄuhrt zur Bildung
des Perlit.

Die Keimbildung unterhalb der Umwandlungstemperatur ist erheblich von der Di®usion abhÄangig. Damit
gibt es fÄur die Phasen nur enge Temperaturbereiche in denen sie auftreten kÄonnen. Aus dem Phasendia-
gramm von Fe-C (s. Abb. 4.24) kann entnommen werden, da¼ die eutektoide Reaktion, bei der Perlit
gebildet wird, unterhalb von 723±C statt¯ndet. Damit liegt die obere Grenze f Äur die Umwandlung von
Perlit im ZTU-Diagramm fest.
Da sich auch bei FestkÄorperreaktionen zuerst Keime bilden mÄussen und die Keimbildungsrate von der
thermodynamischen ÄUberschreitung - also UnterkÄuhlung - abhÄangt, kommt es nicht bei dieser Tempe-
ratur zu der schnellsten Bildung von Perlit. Eine schnellere perlitbildende Reaktion ¯ndet bei etwas
niedrigeren Temperaturen statt, bei denen die thermodynamische ÄUberschreitung und damit die trei-
bende Kraft grÄo¼er ist. Bei weiter sinkender Temperatur ist die Di®usion eingeschrÄankt und es kommt
zu einer verzÄogerten Perlitbildung. In Abbildung 9.12 sind sowohl der Begin der Perlitbildung, als auch
das Ende, sowie eine 50-prozentige Teilumwandlung eingezeichnet. All diese Kurven haben qualitativ den
gleichen Verlauf. Es ist leicht einzusehen, da¼ die vollstÄandige Umwandlung bei lÄangeren Zeiten zu ¯nden
ist, als das Einsetzen der Umwandlung. Bleibt anzumerken, da¼ der Beginn der Umwandlung in diesen
ZTU-Diagrammen als der Punkt de¯niert ist, bei dem 1% der Phase umgewandelt ist.
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Grundbegri®e der mechanischen
Eigenschaften

Prinzipiell interessieren wir uns fÄur Festigkeiten und VerformungswiderstÄande, wenn wir von mechanischen
Eigenschaften sprechen. Dennoch gibt es sehr viel mehr GrÄo¼en, die unter dem Oberbegri®

"
Mechanische

Eigenschaften\ zusammengefa¼t werden, auf die im nun Folgenden das Augenmerk gelenkt wird.

10.1 Elastizit Äat

ZunÄachst einmal stellt ein FestkÄorper einer von au¼en erzwungenen Verformung einen Widerstand entge-
gen, sei es im Zug-, Druck- oder Biegeversuch. Die Reaktion eines FestkÄorpers auf eineÄau¼ere Kraft ist
jedoch unterschiedlich. Aus Erfahrung wei¼ man, da¼ die FormÄanderung bei kleinen KrÄaften der Äau¼eren
Kraft proportional ist. Dieser Zusammenhang wird als elastische FormÄanderung bezeichnet. ElastizitÄat ist
dadurch gekennzeichnet, da¼ die vonÄau¼eren KrÄaften geleistete Arbeit reversibel als FormÄanderungsener-
gie gespeichert wird. Idealerweise (bei unverzÄogerter Wechselwirkung) liegt ein linear elastisches Werk-
sto®verhalten vor. Den Zusammenhang zwischen Spannung¾ und Verformung (Dehnung) " beschreibt
das Hooke'sche Gesetz:

¾ = "E (10.1)

(¿ = °G)

¾ - (Normal-)Spannung; " - Dehnung; E - Elastizit Äatsmodul; (¿ - Schubspannung;° - Schiebung;G -
Gleit- oder Schubmodul).

10.1.1 Die elastischen Moduli

Elastizit Äatsmodul

Wird die Stirn° Äache A eines zylindrischen ProbenkÄorpers der LÄange l durch eine Kraft F belastet, so
steht diese FlÄache unter der Normalspannung

¡ ¾=
F
A

(10.2)

Dies bewirkt eine VerkÄurzung ¢ l
l = ¡ " des KÄorpers.

E" = ¾ (10.3)

wobei der ElastizitÄatsmodul ein Ma¼ fÄur den Widerstand des Materials gegen elastische Verformung oder
fÄur seine Steife ist.

161



162 10. GRUNDBEGRIFFE DER MECHANISCHEN EIGENSCHAFTEN

�����������������������

�����������������������

D

d

Dl

l

s

d/2

Abbildung 10.1: Geometrische Veranschaulichung der FormÄanderung eines zylindrischen KÄorpers unter Normalspan-
nung.

Gleichzeitig mit der axialen VerkÄurzung vergrÄo¼ert sich der Probendurchmesserd um ¢ d. Das VerhÄaltnis
von elastischer LÄangs- zu Querdehnung einer lÄangsgestreckten Probe wird als Poisson'sche Konstante
oder QuerdehnungsverhÄaltnis bezeichnet. Das QuerdehnungsverhÄaltnis lautet:

º = ¡
¢ d
d

¢ l
l

(10.4)

und ist ebenfalls eine Materialkonstante. Typische Werte sind in folgender Tabelle angefÄuhrt:

Material QuerdehnungsverhÄaltnis º
Gestein 0; 2: : : 0; 4
Metalle 0; 25: : : 0; 35
Diamant 0; 2 (kleinster experimenteller Wert)
theoretische
Grenzen 0: : : 0; 5

Modul M
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d
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s
Wird die Probe von einem starren Mantel umgeben, soda¼ bei
axialer Belastung keine Querdehnung auftreten kann, so gilt:

¾= "M (10.5)

wobei der Modul M fÄur diesen Fall immer grÄo¼er ist, als der Ela-
stizit Äatsmodul bei vergleichbaren Bedingungen wÄare.

Abbildung 10.2: Geometrische Veranschaulichung der FormÄanderung ei-
nes zylindrischen KÄorpers unter Normalspannung und ohne Querdehnung.
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Kompressionsmodul

p

p

p

p

p pp

p

p

p p

p

Wenn der ProbenkÄorper unter allseitigem Druck steht, so ver-
ringert sich sein Volumen V ohne GestaltsÄanderung. K wird als
Kompressionsmodul bezeichnet.

¢ V
V

K = ¡ p (10.6)

Abbildung 10.3: Geometrische Veranschaulichung der FormÄanderung ei-
nes zylindrischen KÄorpers unter allseitigem Druck.

Schubmodul

Schlie¼lich kann auch an der Stirn°Äache des Probenzylinders eine KraftFt tangential angreifen, wobei
F t
A = ¿ als Schubspannung bezeichnet wird. In diesem FallÄandert der KÄorper bei konstantem Volumen
durch Scherung seine Gestalt. Zwischen Scherungswinkel° ' tan ° = ¢ x

x und der Schubspannung¿
besteht wiederum eine lineare Beziehung der Form (mitG - Schubmodul)

¿ = °G (10.7)
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l
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Abbildung 10.4: Geometrische Veranschaulichung der FormÄanderung eines zylindrischen KÄorpers unter Schubspan-
nung.

Von den fÄunf genannten elastischen ParameternK , M , G, E und º sind in einem isotropen elastischen
Medium nur zwei voneinander unabhÄangig, daher kommt es zu folgenden Interdependenzen:

K = E
1

3(1 ¡ 2º )

M = E
1 ¡ º

(1 + º )(1 ¡ 2º )
= K +

4
3

G

G = E
1

2(1 + º )

E ist immer grÄo¼er alsG bei vergleichbaren KrÄaften, mehr noch, aus 0< º < 0; 5 folgt nÄamlich

E
3

< G <
E
2
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Material E [GPa = kN
mm 2 ] K [GPa] G [GPa] M [GPa] º

Al 67 75 25 108 0,34
Cu 125 139 46 200 0,35
Fe 173 315 84 185 0,28
Baustahl
Federstahl

¾
alle Werte gleich wie bei Fe, aberRM von

180: : : 250MPa
360: : : 610MPa

Quarzglas 76 38 33 128
Messing 70: : : 110 50: : : 190 25: : : 40 80: : : 240 0; 3: : : 0; 4
Kalk 65 50 25 83 0,3
Granit 80 50 30 90 0,26

Tabelle 10.1: ÄUbersicht Äuber die Werte der elastischen Parameter ausgewÄahlter Materialien

Doch Vorsicht, diese Werte sind fÄur isotrope IdealfÄalle, in der Regel sind die Werte richtungsabhÄangig.
FÄur nicht einachsige FÄalle hat der c-Tensor 6£ 6 = 36 Komponenten.

" ij cijmn = ¾mn

" ij = sijmn ¾mn

Hieraus folgt c = s¡ 1. BerÄucksichtigt man, da¼ der Tensor symmetrisch sein mu¼, um reale Werte zu
erhalten und berÄucksichtigt man die Diagonale, so macht dies 36¡ 30=2 = 21 unabhÄangige Werte im allge-
meinen Fall. Diese Zahl kann durch die Kristallsymmetrie weiter reduziert werden (FÄur einen WÄurfel z. B.
spielt es keine Rolle, auf welcher der Seiten gedrÄuckt wird). In einem kubischen System existieren gerade
einmal drei unabhÄangigecij -Werte. Wie sich die cijmn -Matrizen durch hÄohere Symmetrie vereinfachen ist
im Folgenden skizziert.

triklin monoklin orthorombisch tetragonal (1) tetragonal (2)
(422, 4mm, 42m,4/mmm) (4,4/m)

trigonal(1) trigonal (2) hexagonal kubisch isotrop
(3) (32,3m, 3m)

Tabelle 10.2: sij -Matrizen der verschiedenen Kristallklassen.
² : sij = 0 ; ° : sij 6= 0 ; °¡¡° : gleiche Werte;°¡¡ ² : ° = ¡ ² ; °¡¡

J
:

J
= 2 ° ; + : + = 2( s11 ¡ s22 ).

In einem kubischen System gilt:
c11 c22 c44

Fe 231,4 134,7 116,4
Ag 122,2 90,7 45,4
Al 107,3 60,9 28,3
Cu 166,1 199,0 75,6
Ni 248,1 154,9 124,2

und der E-Modul ist richtungsabhÄangig:
E [111] E [110]

Al 75,6 63,3
Cu 191,7 66,9
Fe 283,3 132,2
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10.2 Viskoelastizit Äat

Viskoelastisch bedeutet, da¼ die elastische Verformung verzÄogert auftritt. Die Verformung verschwindet
auch nicht gleich mit der Belastungswegnahme, sondern erstnach einer gewissen Zeit.

@¾
@t

= E
@"
@t

(10.8)

Dies ist der Zusammenhang zwischen zeitlicherÄAnderung von Spannung und Dehnung. Die DÄampfung
ist:

¾= ´
@"
@t

´ - ViskositÄat. FÄur die ÄAnderung der Spannung bei konstanter Dehnung gilt:

¾= ¾0 exp
·
¡

t
t rel

¸
(10.9)

Und fÄur die ÄAnderung der Dehnung bei konstanter Spannung:

" = "0 exp
·
¡

t
t ret

¸
(10.10)

t rel und t ret werden als Relaxationszeit beziehungsweise Retardationszeit bezeichnet.

10.3 Plastizit Äat

Nach dem ÄUberschreiten einer Belastungsgrenze kommt es zu einer bleibenden Verformung. Die Plasti-
zitÄat ist damit eine wichtige GrÄo¼e bei der Verformung. Ihr wichtigster Mechanismus ist das von der
Schubspannung hervorgerufene Abgleiten von Atomschichten auf kristallographischen Ebenen lÄangs aus-
gezeichneter Richtungen (d. h. Gleitebene und -richtung).Das Abgleiten wird durch linienhafte Defekte
erleichtert ( ! Versetzungen). Aus diesen GrÄunden ist die Behandlung der Mikrostruktur von besonderer
Bedeutung.

Was wird beobachtet?

p0,2R

Rp

e

s

0,2% AT

BruchRM

Abbildung 10.5: Typische Spannungs-Dehnungs-Verformungskurve unter Angabe charakteristischer GrÄo¼en (s. Text).

i1 Linear elastischer Bereich bisRP erreicht ist. Der Elastizit Äatsmodul spiegelt sich in der Steigung
wieder.

RP Streckgrenze, ab hier wird das Material nicht mehr ausschlie¼lich elastisch verformt.
RP0;2 technische Streckgrenze, wird de¯niert, da man (i)RP experimentell nicht exakt bestimmen kann

und (ii) man mit einer Dehnung von 0,2% in der Regel 'leben kann'.
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RM maximale Festigkeit (oft auch ¾UTS UTS=(engl.) U ltimate T ensile Strength).
AT Bruchdehnung (interessant ist nur der plastisch verformte Bereich, daher wird die elastische Gerade

am Bruch abgetragen).

Sowohl die Streckgrenze, als auch die maximale Festigkeit kÄonnen zum Beispiel durch die Mikrostruktur
beein°u¼t werden, wohingegen der E-Modul eine Materialkonstante ist. F Äur die Berechnung von Werk-
sto®beanspruchungen ist die Kenntnis der mechanischen Spannungen in den WerkstÄucken erforderlich.
Diese lassen sich jedoch nicht direkt messen, sondern nur auf Umwegen Äuber andere GrÄo¼en, wie zum
Beispiel der Dehnung.
Wie gesagt, ab der Streckgrenze beginnt das Material sich plastisch zu verformen, also zu °ie¼en. Man
spricht auch von der Flie¼spannung. Wird mit noch hÄoheren KrÄaften der KÄorper belastet, so nimmt die
Dehnung weiter zu, bis die Querkontraktion des KÄorpers nicht mehr gleichmÄa¼ig verlÄauft. Der K Äorper
beginnt sich an einer Stelle einzuschnÄuren und rei¼t mit weiter zunehmender Belastung.
Die Wegnahme einer Belastung erfolgt immer entlang der elastischen Geraden, unabhÄangig davon, wie der
KÄorper bis dato verformt wurde (insbesondere wenn er bereitsplastisch verformt wurde). So kommt es,
da¼ nach plastische Verformung und Lastwegnahme eine Dehnung im Material verbleibt, was anschaulich
klar ist.

e

s

Abbildung 10.6: Spannungs-Dehnungs-Verformungskurve und Andeutungen des Kurvenverlaufes bei Lastwegnahme
(Pfeile).

Will man nun die maximale Festigkeit eines Materials steigern, mu¼ man zum Beispiel die Streckgrenze
'nach oben' verschieben. Hierzu wird die Mikrostruktur beobachtet, da mit der Äau¼eren GestaltsÄanderung
auch eine ÄAnderung der Position der Atome im Kristallverbund einhergeht. Das Problem, ein Material
zu verformen, besteht also darin, die Atome im Kristallverbund zu bewegen. Die Kunst der Festigkeits-
steigerung liegt ihrerseits darin begrÄundet, genau diese Bewegungen (und damit plastische Verformung)
zu verhindern.



11
Kristallbaufehler

Im Rahmen dieser Vorlesung wurde der perfekte atomare Aufbau und die daraus resultierenden Kri-
stallstrukturen bereits behandelt. Dennoch sind es geradedie Abweichungen und StÄorungen von diesen
perfekten Anordnungen, die ein reales Material ausmachen und zu vielen Eigenschaften fÄuhren, die fÄur
die Anwendung von Bedeutung sind, wie zum Beispiel:

² mechanische Eigenschaften
² elektrische Eigenschaften
² kritische StrÄome in Supraleitern
² HÄartung magnetischer Materialien

Generell werden die verschiedenen StÄorungen der Kristallbaufehler, die zu einer ÄAnderung der genannten
und weiterer Eigenschaften fÄuhren, anhand ihrer DimensionalitÄat unterschieden.

11.1 Punktdefekte (nulldimensional)

Ein ÄUberblick Äuber die verschiedenen Arten von Punktdefekten ist in Abbildung 11.1 gegeben.

Abbildung 11.1: ÄUberblick Äuber die verschiedenen Typen von Punktdefekten. Leerstelle, kleines Fremdatom, grÄo¼eres
Fremdatom (obere Reihe), Zwischengitteratom, Frenkel-Defekt, Shottky-Defekt (Anionen-Kationen-Leerstellenpaar)
(untere Reihe).

Prinzipiell gibt es zwei Arten von Punktdefekten, nÄamlich das Fehlen eines Atomes im Kristallverbund,

167
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Au Al Cu W Cd
HL [eV] 0,94 0,66 1,27 3,6 0,41
SL [k] 0,7 0,77 2,4 2,0 0,4
xL [10¡ 4] 7,2 9,4 2,0 1,0 5,0

Tabelle 11.1: Leerstellenbildungsenthalpie; Schwingungsentropie (in Einheiten der Boltzmann-Konstantek) und
Gleichgewichtskonzentration am Schmelzpunkt fÄur verschiedene Metalle. (Quelle: Gottstein S.61))

beziehungsweise die Besetzung mit einem besonderen Atom (wobei hier zwischen besonderem Ort oder
GrÄo¼e des Atoms unterschieden werden kann). Diese Arten kÄonnen auch in Kombination oder in speziellen
Anordnungen auftreten (z. B. Frenkel- oder Schottky-Defekt).
Der wohl bedeutenste Punktdefekt ist die Leerstelle, die besonders fÄur die Di®usion wichtig ist. Die Ent-
stehung von Leerstellen kann man sich so vorstellen, da¼ ein ober°Äachennahes Atom an die Ober°Äache
springt und einen leeren Gitterplatz zurÄuck lÄa¼t, der sich aufgrund von anschlie¼enden Platzwechsel-
vorgÄangen ins Innere des Gitters bewegt.

11.1.1 Konzentration von Leerstellen

Im Folgenden soll die Thermodynamik von Leerstellen betrachtet werden, die uns die Konzentration der-
selben im thermodynamischen Gleichgewicht liefert. Im thermischen Gleichgewicht ist die Freie Enthalpie
G eines Einkristalls, der Leerstellen enthÄalt, gegeben durch:

G = (1 ¡ xL )Gg + xL GL + GMix (11.1)

Hierin sind: GMix - freie Mischungsenthalpie;Gg - freie Gitterenthalpie; GL - freie Leerstellenenthalpie;
xL - molarer Anteil an Leerstellen. Nach dem Modell der idealen LÄosung gilt:

GMix = H Mix ¡ TSMix (11.2)

= 0 + kT [(1 ¡ xL ) ln(1 ¡ xL ) + xL ln xL ] (11.3)

Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt:

@GMix

@xL
= 0(Produktregel anwenden!)

= kT [¡ ln(1 ¡ xL ) + (1 ¡ xL )
¡ 1

1 ¡ xL
+ ln xL + xL

1
xL

= kT [¡ ln(1 ¡ xL ) ¡ 1 + ln xL + 1]

= kT [ln xL ¡ ln(1 ¡ xL )]

Unter der Annahme, da¼xL ¿ 1 ) 1 ¡ xL ' 1 )

@GMix

@xL
' kT ln xL

)
@G
@xL

= 0 = 0 + GL + kT ln xL

xL = exp
·
¡

GL

kT

¸
= exp

·
SL

k

¸
exp

·
¡

HL

kT

¸
(11.4)

Die freie Enthalpie der Leerstellenbildung, sowie die Entropie und die daraus ermittelte Konzentration der
Leerstellen am Schmelzpunkt ist in Tabelle 11.1 fÄur verschiedene ausgewÄahlte Metalle zusammengefasst.
Leerstellen sind immer im Material vorhanden und zwar in der GrÄo¼enordnung 10¡ 4 ¿ 1 FÄur T ! 0
geht zwar auch xL ! 0, aber dort ist die Beweglichkeit so gering, da¼ sich die Leerstellen nicht mehr
ausheilen.
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11.1.2 Leerstellen-Parameter

Punktdefekte stÄoren den idealen Kristallaufbau und
ZUM N ACHDENKEN:

² Welche Arten von Kristallbaufehlern gibt es?

² Wie wird die Anzahl der Defekte bestimmt?

verursachen eineÄAnderung physikalischer Eigenschaf-
ten. Am einfachsten ist ihr Ein°u¼ auf den elektri-
schen Widerstand zu messen. Aus Gleichung 11.4 kann
entnommen werden, da¼ die Leerstellenkonzentration
temperaturabhÄangig ist. Diese TemperaturabhÄangig-
keit kann gemessen werden, indem ein Material bei
verschiedenen Temperaturen geglÄuht und anschlie¼end so schnell abgeschreckt wird, da¼ die gebildeten
Leerstellen nicht mehr ausheilen kÄonnen. Aufgrund der eingefrorenen Gitterfehler kann nun die Wider-
standsÄuberhÄohung in AbhÄangigkeit von der Temperatur bestimmt werden:

¢ ½= NcL ½p = N½p exp
·
¡

GL

kT

¸
(11.5)

= N½p exp
·

SL

K

¸
exp

·
¡

HL

kT

¸

| {z }
nur dieser Teil h Äangt von T ab

(11.6)

N - Anzahl der Gitterstellen, Sp - Anstieg des elektrischen Widerstandes pro Punktdefekt. Auf diese
Weise kann die LeerstellenbildungsenthalpieH L bestimmt werden, wenn die WiderstandsÄuberhÄohung fÄur
verschiedene Temperaturen bekannt ist. Allerdings gibt diese Messung keine AussageÄuber die Art des
Defektes, da sowohl eine Leerstelle, als auch ein Zwischengitteratom zu einer ErhÄohung des Widerstandes
fÄuhren. Demzufolge ist eine Messung der Dichte erforderlich.
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Abbildung 11.2: WiderstandsÄanderung durch eingeschreckte Leerstellen in Au. Aus der Steigung der Arrhenius-
Auftragung erhÄalt man die Bindungsenthalpie der LeerstelleH B

B (Quelle: Gottstein S. 62).

Eine erste NÄaherung Äuber die vorliegende Art der StÄorstellen kann aus folgendem Gedankenexperiment
gezogen werden:
Werden Leerstellen erzeugt, indem ein Atom aus dem Inneren andie Ober°Äache gebracht wird, so kann
man die VolumenÄanderung des DefektesVD beschreiben als:

¢ VD = ­ + ¢ VLSr (11.7)

­ - Atomvolumen; ¢ VLSr - relatives Volumen der Leerstelle. Am Ort der Leerstelle relaxieren die Atome
in das frei gewordene Volumen hinein und verringern das Volumen pro Defekt um ¢ VLSr . Der Gitterpa-
rameter - man kann ihn zum Beispiel aus RÄontgendi®raktionsexperimenten bestimmen - wird nur durch
das relaxierte Volumen beein°u¼t, da er das Volumen der Elementarzelle mi¼t und nicht durch Atome
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beein°u¼t wird, die an die Ober°Äache gesetzt werden. FÄur die ÄAnderung ¢ V des Äau¼eren VolumensV0

durch eine Zahl n Leerstellen gilt (lineare Approximation):

¢ V
V0

=
n(­ + ¢ VLSr )

V0
=

V ¡ V0

V0
=

(L 0 + ¢ L)3 ¡ L 3
0

L 3
0| {z }

Betrachte einen Kubus mit der L Äange L 0

' 3
¢ L
L 0

(11.8)

Besteht V0 ausm Elementarzellen (V0 = mVEZ ), so ist n=m die Anzahl der Leerstellen pro Elementarzelle.
Die mittlere VolumenÄanderung pro Elementarzelle ist dann:

¢ VEZ =
n
m

¢ VLSr

und man erhÄalt:

n¢ VLSr

V0
=

m¢ VEZ

V0
=

m¢ VEZ

mVEZ
=

¢ VEZ

VEZ
=

(a0 + ¢ a)3 ¡ a3
0

a3
0

' 3¢ a=a0 (11.9)

und fÄur die Konzentration der Leerstellen xL = n=N gilt

m­
V0

=
¢ V
V0

¡
n¢ VLSr

V0
= 3

µ
¢ L
L 0

¡
¢ a
a0

¶
= xL (11.10)

N = V0=­ - Anzahl der Gitterpl Äatze. Bei Leerstellen mu¼ also¢ L
L 0

> ¢ a
a0

gelten, fÄur ein Zwischengit-
teratom hingegen: ¢ L

L 0
< ¢ a

a0
da ein Atom von der Ober°Äache weg in die Elementarzelle gebracht wird.

¢ V = n(VLSr ¡ ­) < 0

11.2 Versetzungen (eindimensional)

Es ist verwunderlich, wie einfach Einkristalle verformt werden kÄonnen und das lediglich aufgrund ih-
rer intrinsischen mechanischen Weichheit. Auch fÄur eindimensionale Kristallbaufehler gilt, da¼ sie aus
thermodynamischen GrÄunden praktisch nicht komplett aus dem Kristall entfernt we rden kÄonnen. Ist der
perfekte Kristallbau entlang von Linien gestÄort, so spricht man von Versetzungen. Das Verhalten und
die Auswirkungen dieser eindimensionalen Kristallbaufehler auf die mechanischen Eigenschaften soll im
Folgenden erklÄart werden.

11.2.1 Theoretische Scherfestigkeit von Einkristallen

Hierzu wird zunÄachst ein einfaches Modell von zwei aufeinander liegenden Atomlagen (-reihen) betrachtet,
die gegeneinander verschoben werden. Im elastischen Ansatz lautet das Hooke'sche Gesetz:

¿ = G° =
Gx
d

(11.11)

¿ - Scherspannung;G - Schubmodul, d - Abstand zwischen den Ebenenx - Versatz des Atoms.

Verschiebung x
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Abbildung 11.3: Relative Verschiebung zweier Gitterebenen (oben) sowie die Scherspannung in AbhÄangigkeit von der
Verschiebung der Ebenen um die Gleichgewichtslage. Die gestrichelte Linie reprÄasentiert die Anfangssteigung der Kurve
und de¯niert so den SchermodulG.
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Bei einem grÄo¼eren Versatz liegt das Atom A irgendwannÄuber dem Atom B. Der Versatz betrÄagt dann
die HÄalfte der Gitterkonstanten, was einem instabilen Gleichgewicht entspricht ( ¿ = 0). Dieses Szenario
wiederholt sich mit der Periode des Gitters und demzufolge gilt f Äur die Spannung:

¿ = ¥ sin
µ

2¼x
a

¶

a- Gitterkonstante, ¥ - Vorfaktor, der f Äur kleinen Versatz und kleine Argumentex ¿ a genÄahert werden
kann. Dann gilt:

¿ =
Gx
d

Mit sin 2¼x
a ¼ 2¼x

a folgt ¿ = ¥ 2¼x
a = Gx

d ! ¥ = Ga
2¼d und schlie¼lich:

¿ =
Ga
2¼d

sin
2¼x

a
(11.12)

Demzufolge gibt es eine kritische Schubspannung, die benÄotigt wird, um den Kristall abzuscheren. Zur
Erinnerung: Hier wird ein Idealfall ohne Versetzungen betrachtet. Der Ebenenabstandd ist ungefÄahr
gleich dem Gitterabstand a und es gilt:

¿c =
Ga
2¼d

'
G
2¼

'
G
6

(11.13)

Dies ist die theoretische Scherfestigkeit. Dieser Wert vonG=6 ist eine obere Grenze. In Tabelle 11.2 sind
die theoretischen Scherfestigkeiten fÄur verschiedene reine Metalle mit den experimentellen Werten der
Streckgrenze (Einsetzen der plastischen Verformung) verglichen.

Material ¿th (109N=m2) ¿exp (106N=m2) ¿exp =¿th ¾B (106N=m2)
Ag 1.0 0.37 0.00037 20
Al 0.9 0.78 0.00087 30
Cu 1.4 0.49 0.00035 51
Ni 2.6 3.2 0.0070 121

®-Fe 2.6 27.5 0.011 150

Tabelle 11.2: Theoretische Scherfestigkeit¿th , experimentelle kritische Schubspannung¿exp und Bruchspannung¾B

verschiedener Metalle. (Quelle: Gottstein)

Typischerweise gilt: ¿exp ' 10¡ 4 : : : 10¡ 2¿th

Daraus kann man schlie¼en, da¼ plastische Verformung wohl eher nicht aufgrund des gleichzeitigen Ab-
gleitens von zwei benachbarten Gitterebenene erfolgt, sondern vielmehr aufgrund der Bewegung spezieller
Gitterfehler, den Versetzungen.

11.2.2 Das Peierls Potential

Die Atomkon¯guration des kristallinen Gitters verursacht ein Periodisches Potential, das Peierls Po-
tential genannt wird. W Äahrend ein Kristall geschert wird, mu¼ fÄur jede Bewegung um die LÄange eines
Gitterabstandes eine Potentialbarriere Äuberwunden werden. FÄur dieses periodische PotentialUP gilt:

UP = EP sin
µ

2¼x
b

¶
(11.14)



172 11. KRISTALLBAUFEHLER

Ep

U

t
x

x

3

21
3

1 2

3

1 2

b

Abbildung 11.4: Das periodische Peierls Potential als Funktion des Ortes.

Die zur ÄUberwindung der Barriere nÄotige Kraft errechnet sich dann gemÄa¼:FP = dUP
dx = ¿P b

¿P =
1
b

dUP

dx

¯
¯
¯
¯
max

=
2¼
b2 EP

=
2G

1 ¡ º
exp

·
¡

2¼d
b

¸

Hieraus ergeben sich einige wichtige AbhÄangigkeiten:

² ¿P / G - hoch fÄur elastisch feste Materialien (man kann eine Versetzung leichter durch Aluminium
als durch Wolfram bewegen.

² ¿P / exp
h
j~bj

i
- Keramiken haben praktisch keine Versetzungen und sind sprÄode.

² ¿P / 1= exp[ d] - Gleitebenen sind in der Regel dichtest gepackt und demzufolge weit voneinander
entfernt.

ZUM N ACHDENKEN:
² Welche GrÄo¼en bestimmen die kritische Schub-

spannung?

² Wie verhÄalt sich die Scherspannung als Funkti-
on der relativen Verschiebung von zwei Kristal-
lagen?

11.2.3 Versetzungstypen

Stellt man sich die Frage, wie ein Material plastisch verformt wird, so wissen wir nur, da¼ nicht eine ganze
Ebene gleichzeitig abgeschert wird, sondern 'Reihe fÄur Reihe'. Die dabei entstehenden Gitterfehler nennt
man Versetzungen. Von einem ungestÄorten Ausgangszustand zu einem Endzustand, dessen Gestaltderart
ist, da¼ ein Teil um eine atomare Stufe (GitterlÄange) abgeschert ist, kann man auf zwei unterschiedlichen
Wegen gelangen. Hierbei wird angenommen, da¼ eine ganze Reihe von Atomen verschoben werden kann,
aber nicht die ganze Ebene. Theoretisch kann man also eine Reihe abscheren, die in Richtung der Schub-
spannung liegt, oder eine, die senkrecht dazu liegt. Diese beiden MÄoglichkeiten sind in Abbildung 11.5
zusammen mit Ausgangs- und Endzustand gezeigt.
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t

Abbildung 11.5: MÄoglichkeiten einen Kristall anhand einzelner Reihen abzuscheren. Abgescherte Reihe senkrecht zur
anliegenden Spannung (links) und parallel (rechts) zu ihr.

Im linken Fall (Abscherung einer Reihe senkrecht zur Kraft) wird von einer Stufenversetzung gespro-
chen, im anderen (rechts; Abscherung einer Reihe parallel zur anliegenden Kraft) von einer Schrauben-
versetzung . Letztere Begri®sbildung wird deutlich, wenn man sich die atomare Anordnung an der Grenze
von ursprÄunglichem und bereits abgeschertem Bereich ansieht. Dieses ist in Abbildung 11.6 dargestellt.

Abbildung 11.6: Detailansicht auf atomarer Ebene einer Schraubenversetzung.

In Abbildung 11.5 (rechts) beginnt das Gleiten an der Stirn°Äache und zieht sich Schritt fÄur Schritt
nach hinten durch den Kristall durch. Verfolgt man den Weg auf der Ober°Äache um die Versetzungslinie
(markiert durch das graue Atom in Abb. 11.6) herum, so wechselt man bei einem kompletten Umlauf
die Etage im atomaren Netzwerk. Bei Wiederholung dieses Verlaufes entsteht eine Schraubenlinie als
Trajektorie.
Die Gestalt der Stufenversetzung ist leichter zu erkennen.Blickt man in Richtung der Atomreihe, die
bewegt wird, so sieht man am Ort der StÄorung eine zusÄatzliche Reihe von Atomen, die auf der gegenÄuber-
liegenden Seite des Kristalls keine Fortsetzung ¯ndet.
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Abbildung 11.7: Detailansicht auf atomarer Ebene einer Stufenversetzung.

11.2.4 Der Burgers Vektor

Der Burgers Vektor charakterisiert eine Versetzungslinie. Hierzu wird das gestÄorte mit dem ungestÄorten
Gitter verglichen, indem die elementaren Schritte beim Umlauf um die Versetzung in jede Richtung
gezÄahlt werden (von einem Atom zum nÄachsten). Anschlie¼end werden genau dieselben Schritte in einem
ungestÄorten Gitter wiederholt, jedoch wird in diesem Fall der Ring nicht mehr geschlossen; es fehlt ein
elementarer Schritt. Dieser wird als Burgers Vektor de¯niert.

b

Abbildung 11.8: Zur De¯nition des Burgers Vektors: Umlauf um eine Stufenversetzung (links) und die selben Schritte
plus Burgers Vektor im ungestÄorten Gitter (rechts).

Zur Veranschaulichung dieser De¯nition sind die elementaren Schritte um eine Stufenversetzung in
Abbildung 11.8 gezeigt. Zu beachten ist, da¼ der Burgers Vektor im ungestÄorten Bereich de¯niert ist.
FÄur eine Schraubenversetzung ist der Umlauf in Abbildung 11.9 dargestellt. Da der Burgers Vektor im
ungestÄorten Gitter de¯niert ist, zeigt er in dieser Abbildung, die eine gestÄorte Kristallstruktur zeigt, in
die dem Umlauf entgegengesetzte Richtung.
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b

Abbildung 11.9: Zur De¯nition des Burgers Vektors: Umlauf um eine Schraubenversetzung und Angabe des Burgers
Vektors.

Anhand des Burgers Vektors werden die beiden eben vorgestellten Typen von Versetzungen klassi¯ziert.
Wie man aus den Umlauf-Bildern entnehmen kann, gilt fÄur eine Stufenversetzung:

Burgers Vektor ~b
Versetzungslinie ~ds

o
~b ? ~ds

und fÄur eine Schraubenversetzung:

Burgers Vektor ~b
Versetzungslinie ~ds

o
~b k ~ds

Dies sind zugleich die elementaren De¯nitionen von Schrauben- und Stufenversetzungen.
Versetzungen kÄonnen nicht innerhalb eines Kristalls enden, sie gehen immer durch den Kristall hindurch
bis zu seiner Ober°Äache (oder Korngrenze) oder bilden einen Versetzungsring.Versetzungen kÄonnen auch
aufspalten, aber dazu spÄater.
Versetzungen kÄonnen durch eine AnhÄaufung von Leerstellen entstehen, wie das nachstehende Bildver-
deutlicht.

Abbildung 11.10: AnhÄaufung von Leerstellen bilden Versetzungen

Generell gilt, da¼ der Burgers Vektor einer Versetzung immer gleich bleibt. Da aber die Versetzungslinie
nicht immer eine Gerade ist, sondern ihre RichtungÄandern kann (was sie auch tut!!), ¯ndet man in der
Praxis immer eine Kombination beider Typen, also den Wechsel von Stufen- zu Schraubenkon¯guration.
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Abbildung 11.11: Draufsicht eines teilweise abgescherten Kristalls (AB =Gleitebene). Bei A hat die Versetzung
Schrauben- und bei C Stufencharakter. (² - Atome unterhalb der Gleitebene;± - Atome oberhalb der Gleitebene)

11.2.5 Experimenteller Nachweis von Versetzungen

Der experimentelle Nachweis von Versetzungen ist mit lichtmikroskopischen Methoden mÄoglich. Da Ver-
setzungen an der Ober°Äache von Kristallen enden, ist das Gitter an der Ober°Äache lokal gestÄort, was
mit einer lokalen Aufweitung des Gitters einhergeht. Durch ÄAtzen der Ober°Äache wird genau an diesen
Stellen mehr Material abgetragen, als an den ungestÄorten Bereichen. Hierdurch werden die durch die
lokalen Spannungsfelder der Versetzungen erzeugten GrÄubchen noch vergrÄo¼ert. Diese GrÄubchen sind
dann lichtmikroskopisch sichtbar. NatÄurlich mu¼ die Probe fÄur diese Untersuchungen speziell prÄapariert
werden.

Abbildung 11.12: Seitenansicht einesÄAtzgrÄubchens (links, schematisch) und lichtmikroskopische Aufnahmenvon LiF
in unverformtem (Mitte) und verformtem Zustand (rechts) (Quelle: Reppich, 1969).

Die Versetzungsdichte ist dann de¯niert als:

½=
# V
A

=
Anzahl der durch die Ober°Äache sto¼enden Versetzungen

FlÄache

=
LÄange der Versetzungen

Volumen

Typische Werte sind: ½= 108 m¡ 2 fÄur nicht verformte Materialien und ½= 1012 m¡ 2 fÄur verformtes
Material. Daraus lassen sich die AbstÄande bestimmen: verformt» 1 ¹ m; nicht verformt » 100¹ m.
Alternativ kann man Versetzungen mittels Transmissions-Elektronen-Mikroskopie (TEM) nachweisen.
Dies Verfahren stellt hohe Anforderungen an die ProbenprÄaparation, das Mikroskopieren selbst und an
die Auswertung. Ohne in die Details zu gehen, soll an dieser Stelle nur die prinzipielle Machbarkeit erwÄahnt
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werden. Versetzungen sind z. B. nur sichtbar, wenn die Braggbedingung erfÄullt ist ( ~g~b-Kriterium), das
hei¼t man sieht nie alle gleichzeitig.

ZUM N ACHDENKEN:
² Welche Versetzungstypen gibt es?

² Wie werden Versetzungen klassi¯ziert?

² Wie werden Versetzungen experimentell nachge-
wiesen?

Abbildung 11.13: TEM Aufnahme von Versetzungen in Kupfer (Quelle: Mughrabi, 1971).

11.2.6 Versetzungsbewegung

Erweitert man einen Versetzungsring um das Element
[d~s£ d~r], so werden zwei Punkte auf diesem Ring um
~b in Richtung d~r verschoben.
Nun werden zwei FÄalle unterschieden:

dr

ds

1. d~r liegt in der Gleitebene ) d~r k ~b mit ~b ? d~s

2. d~r liegt senkrecht zur Gleitebene) d~r ? ~b mit ~b ? d~s

Wenn d~r nicht in der Gleitebene liegt, dann Äo®net die Erweiterung des Versetzungsrings ein Volumenele-
ment

dV = b[d~s£ d~r] = d~r
h
~b£ d~s

i
(11.15)

Dies bedeutet, da¼ entwederdV=­ Leerstellen erzeugt werden, oderdV wird doppelt besetzt, es entstehen
Zwischengitteratome.
Man bezeichnet nun die Versetzungsbewegung alskonservativ , wenn kein Volumenelement geÄo®net
wird ( dV = 0). Die Versetzung gleitet. Wird hingegen ein Volumenelement geÄo®net (dV 6= 0), so wird
die Bewegung alsnicht konservativ bezeichnet, die Versetzung klettert.
Gleitet ein Teil einer Versetzung ab, so entsteht in ihr ein Knick, wobei die Versetzung nach wie vor kom-
plett in der Gleitebene liegt. Wird ein Volumenelement geÄo®net, so klettert die Versetzung in die nÄachste
Gleitebene. Die Versetzung hat nun einen Sprung. Dieser Teil liegt nicht in der Gleitebene und kann sich
nicht mehr durch Gleiten fortbewegen, sondern mu¼Äuber den energieaufwendigeren Klettermechanismus
bewegt werden.
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Abbildung 11.14: Knicke (links) und SprÄunge (rechts) von Stufen- (oben) und Schraubenversetzungen (unten).

Gleitet nun zum Beispiel eine Stufenversetzung ab, so passiert auf atomarer Ebene Folgendes: Am Anfang
ist die Versetzung beim Atom i1 . Durch das Scheren wird der Abstand zwischeni1 und i3 kleiner und
Atom i3 entfernt sich zunehmend von i2 . Irgendwann ist der Zustand erreicht, wo sich die AbstÄande
zwischen i1 und i3 sowie zwischen i2 und i3 gleichen.

3

1

3

1 2

3

212

t

b

Eine weitere Scherung fÄuhrt dazu, da¼ sich der Kristall neu kon¯guriert und nun eineatomare Verbindung
zwischen Atom i2 und i3 eingeht. Die Versetzung liegt dann bei Atom i2 und ist um einen atomaren
Schritt nach rechts geglitten.
Legt man beide Bilder Äubereinander, so entsteht folgendes Bild, wobei die grauenAtome die zeitlich
spÄateren darstellen.

Abbildung 11.15: Schematische Darstellung eines Gleitprozesses einer Stufenversetzung nach rechts zu zwei Zeiten
(grau = zeitlich spÄater).

Die Versetzung ist auch in diesem Fall nach rechts gewandert. Man erkennt, da¼ die atomare Anordnung
kaum durch das Gleiten einer Versetzung verÄandert wird (lediglich in der Gleitebene an der Versetzung
selber). Klettert eine Versetzung hingegen wie in Abbildung 11.16 dargestellt, nach oben, so hinterlÄa¼t
sie eine Leerstelle (dV 6= 0) und st Äort damit den Kristallverbund in mehreren Gleitebenen.
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Abbildung 11.16: Schematische Darstellung eines Kletterprozesses einer Stufenversetzung nach oben zu zwei Zeiten
(grau = zeitlich spÄater).

Entscheidend fÄur die VolumenÄanderung ist das fehlende Atom, wie hier beim Klettern nach oben gezeigt
oder das zusÄatzliche Atom im Fall des Kletterns nach unten.
Die VolumenÄanderung wird am einfachsten makroskopisch verdeutlicht.Ein Abscheren durch Gleiten
verÄandert das Kristallvolumen nicht, da ~r1 k ~b. Dies ist im linken Bild von Abbildung 11.17 gezeigt
(³ = ³ 0). Klettern mit ~r2 ? ~b verÄandert sehr wohl das Volumen, was im rechten Teil durch das gestrichelt
gezeichnete Volumenelement angedeutet ist.

r1
z'z r2

Abbildung 11.17: Veranschaulichung der VolumenÄanderung beim Versetzungsklettern.

WÄahrend es fÄur Stufenversetzungen Klettern und Gleiten gibt, gilt f Äur Schraubenversetzungen~b k ~s und
damit auch dV = 0, da d~s£ ~r ? ~b. Damit wird bei der Bewegung von Schraubenversetzungen durch den
Kristall nie Volumen ver Äandert. Das Selbe gilt fÄur das Gleiten von Versetzungen. Lediglich das Klettern
von Stufenversetzungen fÄuhrt zu einer ÄAnderung des Volumens.
Das Klettern einer Versetzung ist eng mit Leerstellen und Di®usion verbunden. Der Mechanismus lÄauft
wie folgt ab: Ein Atom in der N Äahe der Versetzung springt von dort weg in eine Leerstelle. Danach springt
das Atom an der Versetzung in die erzeugte Leerstelle, wodurch die Versetzung an dieser Stelle um eine
Stufe nach oben gewandert ist. Dieses Szenario ist in der Abbildung 11.18 zweidimensional abgebildet.

Abbildung 11.18: Schematische Darstellung eines KletterprozessesÄuber den Mechanismus der Di®usion.

Bisher hat sich lediglich ein einzelnes Atom bewegt, die ganze Atomreihe mu¼ nun noch folgen. Dies lÄauft
durch einen Schritt-fÄur-Schritt-Proze¼ ab, wie er in Abbildung 11.19 skizziert ist.
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Abbildung 11.19: Schritt-fÄur-Schritt Klettern einer Atomreihe in eine Versetzung.

Durch das fehlende Atom an der Versetzung rÄucken andere Atome in das freie Volumen und begÄunstigen so
die Bewegung der Atomreihe. Der Proze¼ des Versetzungskletterns unterliegt damit einigen Bedingungen,
nÄamlich: Dem Vorhandensein von Leerstellen, hinreichende Di®usion, hohe Temperaturen (> 0; 5TS). Die
Leerstellenbeweglichkeit und Konzentration ist nach dem Arrhenius Gesetz am 0; 5TS hinreichend hoch.

11.2.7 Versetzungswechselwirkungen

Ein Sprung in einer Versetzung kann aber auch durch die Wechselwirkung oder vielmehr durch das Schnei-
den von zwei Versetzungen erzeugt werden. Angenommen, es schneiden sich zwei Schraubenversetzungen
in zwei zueinander senkrecht stehenden Gleitebenen.

b

b

E

C

C'

A'

A
D

S

Abbildung 11.20: Schneiden zweier Schraubenversetzungen AC und ED in zwei zueinander senkrecht stehenden
Ebenen (nur eine gezeigt).

Die eine Ebene ist in Abbildung 11.20 eingezeichnet. Auf ihrbewegt sich die VersetzungAC, die andere
steht senkrecht auf ihr und verlÄauft von vorn nach hinten. Wenn nun die VersetzungslinieAC den Punkt
D passiert, wird ein Sprung in der Versetzung durch die Versetzung DE gescha®en. Dieser Sprung ist in
Abbildung 11.20 durch S gekennzeichnet. Da eine Versetzungnicht innerhalb des Kristalls enden kann,
werden die beiden Teile links und rechts des Sprunges durch diesen in Verbindung gehalten. Der Sprung
hat seinerseits Stufen-Kon¯guration, da der Burgers Vektor der Versetzung auf ihm senkrecht steht.A 0C0

kann nun nicht mehr gleiten, da es nun einen Teil (S) gibt, dersich durch Klettern bewegen mu¼. Auf
diese Weise kann Material verfestigt werden.
Im nun Folgenden werden die verschiedenen MÄoglichkeiten diskutiert, die sich ergeben, wenn sich zwei
Versetzungen auf zwei senkrecht zueinander stehenden Ebenen schneiden. Generell kann durch die Wech-
selwirkung von zwei Versetzungen in der Versetzungslinie eine Unterbrechung erzeugt werden, wenn der
Burgers Vektor der schneidenden Versetzungslinie senkrecht auf der ersten Versetzungslinie steht. Diese
Unterbrechung hat die LÄange eines Burgers Vektors. Obwohl Versetzungen unterschiedliche Richtungen
haben kÄonnen, besitzen sie immer denselben Burgers Vektor. Ein Sprung ist eine Unterbrechung der
Versetzungslinie, die au¼erhalb der Gleitebene liegt, wÄahrend ein Knick innerhalb der Gleitebene liegt.

Goldene Regel :
Ein Sprung oder Knick wird in einer Versetzungslinie durch die Wechselwirkung
mit einer zweiten Versetzungslinie in Richtung und mit der LÄange des Burgers
Vektors der zweiten Versetzung erzeugt. Je nachdem, ob die Unterbrechung
weiterhin in der Gleitebene der Versetzung verbleibt oder nicht, spricht man
von Knick oder Sprung.
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Zwei Stufenversetzungen mit zueinander senkrecht stehende n Burgers Vektoren

b1

b2

b1

b2

) Versetzung 2 hat einen Sprung mit Stufenkon¯guration da ~b2 ? ~ds2.
Nichts passiert mit ~ds1 da er parallel zu ~b2 liegt.

Zwei Stufenversetzungen mit zueinander parallelen Burgers Vek toren

b2

b1

b2

b1

) Beide Versetzungen bekommen Knicke mit Schraubenkon¯guration, da ~b1 k Knick 1, sowie ~b2 k
Knick 2. Diese Knicke sind nicht stabil und kÄonnen sich wÄahrend des Gleitens selber ausheilen.

Eine Stufen- und eine Schraubenversetzung

b1

b2

b1

b2

) Der Sprung in der Stufenversetzung und der Knick in der Schraubenversetzung
haben Stufenkon¯guration da ~bi ? ~dsi .

Zwei Schraubenversetzungen

In diesem Fall wird zusÄatzlich berÄucksichtigt, ob die eine Versetzung parallel (erster Fall), oder senkrecht
(zweiter Fall) zu der Gleitebene der anderen Versetzung liegt.
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b1

b2

b1

b2

b1

b2

b1

b2

In dem Fall, wo die eine Versetzung mit~b2 parallel zu
ZUM N ACHDENKEN:

² Wie lautet die goldene Regel bei der
Versetzungs-Wechselwirkung?

² Was sind Knick und Sprung?

² Was passiert beim Schneiden einer Stufen- mit
einer Schraubenversetzung?

der Gleitebene der anderen Versetzung mit~b1 liegt, wird
durch die Wechselwirkung der Versetzungen in der Ver-
setzung mit ~b1 ein Knick mit Stufenkon¯guration und
in der Versetzung mit ~b2 ein Sprung, ebenfalls mit Stu-
fenversetzung erzeugt. Im anderen Fall, wenn die Verset-
zungen senkrecht auf der Gleitebene der jeweils anderen
Versetzung stehen (unten) werden in beiden Versetzun-
gen SprÄunge mit Stufenkon¯guration erzeugt.

) Die SprÄunge und der Knick haben Stufenkon¯guration, da ~bi ? ~dsi .

11.2.8 Spannungsfelder von Versetzungen

Mit dem Einbau von Versetzungen in den Kristall ist eine FormÄanderung des Kristalls verbunden, die
eine elastische Verspannung des Gitters verursacht. Dieseelastischen Verspannungen haben ihrerseits
nun wieder Auswirkungen auf die mechanischen Eigenschaften des FestkÄorpers und auch gegenseitig
aufeinander.
FÄur die Analyse der Spannungsfelder betrachtet man die allgemeine Form des Hookschen Gesetzes

¾ij = C " ij (11.16)

in der die Spannung, oder vielmehr der Spannungszustand als3 £ 3 Matrix beschrieben wird. Diese
Matrix enth Äalt die eigentlichen Normalspannungen¾ii und die Schubspannungen in den entsprechenden
ij-Ebenen: ¿ij

¾ij =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

¾xx ¿xy ¿xz

¿yx ¾yy ¿yz

¿zx ¿zy ¾zz

¯
¯
¯
¯
¯
¯

Diese Matrix ist symmetrisch, das hei¼t¾ij = ¾ji und ¿ij = ¿ji . Analog ist der Dehnungszustand durch
eine 3£ 3 Matrix beschrieben

" ij =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

" xx ° xy ° xz

° xy " yy ° yz

° xz ° yz " zz

¯
¯
¯
¯
¯
¯
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die ihrerseits wiederum symmetrisch ist und die Normaldehung " ii und Scherdehnung° ij enthÄalt.

Spannungsfeld einer Schraubenversetzung

Hierzu wird ein Hohlzylinder um eine Versetzung betrachtet. Die plastischen Dehnungen im Zentrum des
Zylinders wÄaren zu gro¼ als da¼ man sie kontinuumsmechanisch behandelnkÄonnte. In Zylinderkoordina-
ten kann fÄur die elastische Verzerrung des Hohlzylinders, wie es in Abbildung 11.21 gezeigt ist, Folgendes
angenommen werden

¾rr = ¾µµ = ¾zz = 0 = ¿rµ = ¿rz

b
b

z

Rr

x
y

Abbildung 11.21: Schraubenversetzung und ein Hohlzylinder, der im Mantel einen entsprechenden Versatz aufweist.

Beachte, da¼ es sich hierbei um eine reine Scherung inz-Richtung handelt. Im Fall karthesischer Ko-
ordinaten wÄurde gelten: ¾xx = ¾yy = ¾zz = 0 = ¿xy (x = r cosµ; y = r sinµ; z = z). Um nun diese
Scherspannung in diesem Zylinder zu berechnen, wird ein Zylinder wie in Abbildung 11.22 abgeschert
und der versetzte Zylindermantel abgewickelt.
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Abbildung 11.22: Zur Berechnung der Scherspannung um eine Schraubenversetzung.

Vergleicht man dies mit einem abgewickelten, nicht abgescherten Zylindermantel, so erhÄalt man eine
einfache Scherung. Die Scherung° ist durch den Burgers Vektor und Äuber 2¼r mit dem Radius des
Zylinders verbunden.

° µz =
b

2¼r
)|{z}

¿= G°

¿µz =
Gb
2¼r

(11.17)
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In Zylinderkoordinaten lautet der Spannungstensor dann:

¾rµz =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

0 0 0
0 0 ¿µz

0 ¿µz 0

¯
¯
¯
¯
¯
¯

Spannungsfeld einer Stufenversetzung

Auch in diesem Fall wird ein Hohlzylinder um die Versetzung gelegt. Aus Abbildung 11.23 ist sofort
ersichtlich, da¼ es keine Scherung inz-Richtung gibt.

bb

z

x
y

Abbildung 11.23: Stufenversetzung und ein Hohlzylinder, der im Mantel einen entsprechenden Versatz aufweist.

Da durch eine Stufenversetzung eine zusÄatzliche Halbebene in den Kristall eingebracht wird, mu¼ es
Zonen von Kompression und Dehnung geben. Daraus resultiert, da¼ es eine Normalspannung geben mu¼.
FÄur den Spannungstensor gilt dann:

¾xyz =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

¾xx ¿xy 0
¿xy ¾yy 0
0 0 ¾zz

¯
¯
¯
¯
¯
¯

Es gibt eine Normalspannung inz-Richtung, da jede Kompression eines KÄorpers wegen der Volumenkon-
stanz zu einer Dehnung in die anderen Richtungen fÄuhrt. Ohne Beweis gilt:

¾xx = ¡
Gb

2¼(1 ¡ º
y(3x2 + y2)
(x2 + y2)2 = ¡

Gb
2¼(1 ¡ º )

sinµ(2 + cos(2µ))
r

º = 0 : : : 0:5 ist die Querkontaktionszahl

¾yy = ¡
Gb

2¼(1 ¡ º )
y(x2 ¡ y2)
(x2 + y2)2 =

Gb
2¼(1 ¡ º )

sinµcos(2µ)
r

¾zz = º (¾xx + ¾yy )

¿xy =
Gb

2¼(1 ¡ º )
x(x2 ¡ y2)
(x2 + y2)2 =

Gb
2¼(1 ¡ º )

cosµcos(2µ)
r

jeweils in karthesischen und Zylinderkoordinaten. Bisherwurde die Versetzung selber au¼er Acht gelassen.
Die Spannung am Kern einer Schraubenversetzung lÄa¼t sich folgenderma¼en abschÄatzen:

¿µz (r 0) =
Gb

2¼r0
=

Gb
2¼b

=
G
2¼

(11.18)

Dies ist die Grenze fÄur die Scherfestigkeit (theoretisch) und es ist damit auch die GÄultigkeitsgrenze der
Kontinuumsmechanik.
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11.2.9 Linienenergie von Versetzungen

Aus dem Spannungsfeld einer Versetzung kann die elastischeEnergie (E ¯ im Fall der Schraubenverset-
zung) berechnet werden. Um eine Versetzung zu erzeugen, mu¼der Hohlzylinder um die LÄange eines
Burgers Vektors~b abgeschert werden.
FÄur eine Schraubenversetzung ist die FlÄachenÄanderungdA = dr¢dz und da z = 0 : : : b ist, folgt dA = dr¢db.
In der Spannungsmatrix gibt es nur die¿µz Komponente, daµ konstant ist, mu¼Äuber z integriert werden.

E ¯
el =

1
2

Z R

r 0

ÃZ b

0
¿µz ¢dz

!

dr =
Z R

r 0

µ
Gb
4¼r

z
¶ ¯

¯
¯
¯
¯

b

0

dr =
Z R

r 0

Gb2

4¼r
dr

=
Gb2

4¼
ln r

¯
¯
¯
¯

R

r 0

=
Gb2

4¼
ln

R
r 0

'
Gb2

4¼
ln

R
b

(11.19)

FÄur eine Stufenversetzung gilt:

E ?
el '

Gb2

4¼(1 ¡ º )
ln

R
b

(11.20)

² Die Linienenergie hat die Dimension einer Kraft.

² R ist der Äau¼ere Radius des Zylinders. Da nur eine Versetzung darin enthalten sein darf, besteht
der Zusammenhang mit der Versetzungsdichte:R ¼ 1p

½ mit ½' 1014m¡ 2 und R ' 0:1¹ m. Mit
R
r 0

' 10¡ 7 m
10¡ 10 m ' 103 ist das Spannungsfeld langreichweitig.

² E ¯
el ' Gb2

12 ln(103) ' 1
2 Gb2 (' 4eV À notwendige Energie zur Erzeugung von Leerstellen, 1eV)

E ?
el ' Gb2

12(1 ¡ º ) ln(103) = 3
4 Gb2 = 3

2 E ¯
el da º ' 1

3

² Die Linienenergie von Stufenversetzungen ist grÄo¼er als die von Schraubenversetzungen. Demzufolge
sind die Versetzungen ellyptisch, da sie ihre Energie minimieren, indem sie Segmente mit kurzen
Stufen und langen Schrauben Kon¯gurationen bevorzugen.

² Versetzungen kÄonnen nicht thermisch erzeugt werden, da mit 4 eV¿ 1 eV die Linienenergie viel
grÄo¼er als die Leerstellenbildungsenergie ist. Versetzungen mÄussen mechanisch erzeugt werden.

11.2.10 Versetzungswechselwirkungen

ZunÄachst einmal, um die auf die Versetzungen wirkenden KrÄafte untersuchen zu kÄonnen, wird die beim
Scheren geleistete Arbeit betrachtet. Sie lautet:

A = ¿l2 ¢l3 ¢b = K ¢l3 ¢l2 (11.21)

wobei die Kraft K auf eine Versetzung pro Linienelement fÄur den rechten Teil in Formel 11.21 berÄuck-
sichtigt wurde.
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Abbildung 11.24: Scherung eines Kristalles durch Versetzungsbewegung.

Ein Vergleich der Koe±zienten fÄuhrt auf K = ¿b. Dies ist die eindimensionalePeach-Koehler-
Gleichung , ihre generelle Form fÄur einen beliebigen Spannungszustand lautet:

~K = ( ¾~b) £ ~ds (11.22)

Die Peach-Koehler-Gleichung in ihrer allgemeinen Form kann nun herangezogen werden, um die Verset-
zungswechselwirkungen zu analysieren.
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Schraubenversetzungen

a.) zwei parallele Schraubenversetzungen
(d.h. ~b1 = ~b2 und j~b1j = j~b2j)
K 12 ist die Kraft durch den Spannungszustand von Versetzung 1 auf
Versetzung 2 mit dem Burgers Vektor~b und dem Linienelementd~s.
K 12 = ( ¾1 ¢b2) £ ~ds2

K 12 =

2

4

0

@
0 0 ¿xz

0 0 ¿yz

¿xz ¿yz 0

1

A ¢

0

@
0
0
b2

1

A

3

5 £

0

@
0
0
1

1

A

K 12 =

0

@
¿xz b2

¿yz b2

0

1

A £

0

@
0
0
1

1

A =

0

@
¿yz b2

¡ ¿xz b2

0

1

A ;
¿yz = + Gb

2¼
x

x 2 + y2

¿xz = ¡ Gb
2¼

y
x 2 + y2

=

0

@

Gb1 b2
2¼

x
x 2 + y2

Gb1 b2
2¼

y
x 2 + y2

0

1

A =|{z}
~b1 = ~b2

0

B
@

Gb2

2¼
x

x 2 + y2

Gb2

2¼
y

x 2 + y2

0

1

C
A

b1

ds1

z

x

y

K x > 0
K y > 0

¾
immer absto¼ende KrÄafte zwischen zwei parallelen Versetzungen

K z = 0 keine Kraft in Richtung der Versetzungslinie

b.) zwei antiparallele Schraubenversetzungen
(d. h. ~b1 = ¡ ~b2)

K x = ¡ Gb2

2¼
x

x 2 + y2 < 0

K y = ¡ Gb2

2¼
y

x 2 + y2 < 0

)

immer anziehende Wechselwirkung zwischen zwei antiparallelen Versetzungen

K z = 0 ! VersetzungsauslÄoschung

Stufenversetzungen

Es werden zwei parallele Stufenversetzungen betrachtet.

K 12 =

2

4

0

@
¾xx ¿xy 0
¿xy ¾yy 0
0 ¾zz

1

A ¢

0

@
b2

0
0

1

A

3

5 £

0

@
0
0
1

1

A

K 12 =

0

@
¾xx b2

¿xy b2

0

1

A £

0

@
0
0
1

1

A =

0

@
¿xy b2

¡ ¾xx b2

0

1

A

K x = Gb1 b2
2¼(1¡ º )

x (x 2 ¡ y2 )
(x 2 + y2 )2 =|{z}

~b1 ~b2

Gb2

2¼(1¡ º )
x (x 2 ¡ y2 )
(x 2 + y2 )2

K y = Gb1 b2
2¼(1¡ º )

y (3x 2 + y2 )
(x 2 + y2 )2

z}|{
= Gb2

2¼(1¡ º )
y (3x 2 + y2 )
(x 2 + y2 )2

K z = 0

ds1

b1

z

x

y

Parallele Stufenversetzungen sto¼en sich ab; es gibt keine Kraftkomponente entlang der Versetzungslinie.
Analog erfahren antiparallele Stufenversetzungen eine anziehende Wechselwirkung, die zu Versetzungs-
ausheilung fÄuhrt.

Diskussion der K x - und K y -Kraftkomponenten

Hierzu wird jede einzelne Komponente des Kraftvektors betrachtet. Positive und negative KrÄafte sind
nicht als anziehend oder absto¼end zu betrachten, sondern immer in Bezug auf das Koordinatensystem,
in dem sie wirken.
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Schraubenversetzungen

² parallel ( ~b1 = ~b2)
1. Quadrant: beide Komponenten zeigen zu positiven Rich-
tungen. Diese versuchen also, die zweite Versetzung von
dem Kern der ersten (Ursprung) wegzusto¼en.
3. Quadrant: beide Komponenten haben negativex- und y-
Werte. Wiederum wird die Versetzung von der im Ursprung
abgesto¼en.

Ky

Kx

y

x

² antiparallel ( ~b1 = ¡ ~b2)
1. Quadrant: diese Versetzung wird von der Versetzung im
Ursprung angezogen. Beide Komponenten des Kraftvektors
zeigen in negative Richtung. Die Versetzung versucht, zum
Zentrum zu gelangen.
2. Quadrant: eine positive x-Komponente und eine negati-
ve y-Komponente fÄuhren zu einer anziehenden Wechselwir-
kung beider Versetzungen. Im Detail: positivery-Wert mit
negativem Vorzeichen und negativerx-Wert mit positivem
Vorzeichen fÄuhren zu der beschriebenen Situation.

Kx

Ky

y

x

Stufenversetzungen

ZunÄachst einmal wird die erste Versetzung im Koordinaten-
system und im Kristall verankert. Die Versetzung gleitet in
x-Richtung und klettert in y-Richtung, wenn das nebenste-
hende Bild zugrunde gelegt wird. Die Versetzung verlÄauft
entlang der z-Richtung.
K x : Gleitkraft ( xz-Ebene = Gleitebene)
K y : Kletterkraft (senkrecht zur Gleitebene)
K z : Kraft entlang der Versetzungslinie
Nun sind die Werte x und y zu betrachten und daraus die
K x und K y Komponenten zu bestimmen. Hierbei ist das
Vorzeichen zu beachten.
1. Quadrant: fÄur y > x wird die Versetzung in Richtung der
y-Achse gedrÄuckt und dort kann sie sich nur durch Klettern
weiterbewegen. FÄur y < x wird die Versetzung zur x = y-
Linie bewegt und weg von der Versetzung im Ursprung.
Dieser Sachverhalt wiederholt sich, soda¼ das Problem axi-
alsymmetrisch zu derx- und y-Achse ist.

y=-x y=
xy

x

K

Kx

y

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie gro¼ ist die elastische Linienenergie einer

Stufenversetzung?

² Was gilt f Äur die Burgers Vektoren zweier sich
anziehenden Versetzungen?

Einige ausgew Äahlte F Äalle

a.) zwei Stufenversetzungen in derselben Gleitebene
(d. H. y = 0 ) K x = Gb1 b2

2¼(1¡ º )
1
x , K y = 0 ) also reines Gleiten, kein Klettern)

² ~b1 = ¡ ~b2

perfekter Kristall

) ~K 1 = ¡ ~K 2 ! anziehende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen
) ~b1 + ~b2 = 0 ! nach dem Zusammentre®en bleibt keine Versetzung
zurÄuck, also Versetzungs-Ausheilung
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² ~b1 = ~b2
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ein Spannungsfeld hÄalt Ver-
setzungen von Hindernissen
fern

) ~K 1 = ~K 2 ! Absto¼ende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen,
insbesondere dann, wenn sie auf ein Hindernis tre®en. Es kommt zur
Aufreihung von Versetzungen.
FÄur N Versetzungen gilt:¿ = NGb

2¼(1¡ º )
1
L ) N =
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¿2¼(1¡ º )L
Gb , da º ' 1

3 ) N = 4L¿
Gb = 2L k ¿

Gb
¿loc = N¿
¿loc ' 2¿2 L k

Gb ;¿crit · ¿loc

) ¿ ¸
q

¿crit Gb
2L k

Die Scherspannung hÄangt von der Anzahl der VersetzungenN und dem
Peierls Potential ¿0 ab.

b.) zwei Stufenversetzungen in verschiedenen Gleitebenen

² ~b1 = ~b2

Bei parallelen Burgers Vektoren kommt es zu einer stabilen Versetzungs-
Kon¯guration, wenn die Versetzungen aufeinander gestapelt angeordnet sind (x = 0).
Diese Versetzungsstrukturen ¯ndet man oft in Kleinwinkelkorngrenzen wieder.
Die Kr Äafte sind absto¼end und fÄuhren zu Kletterprozessen.

² ~b1 = ¡ ~b2

Bei antiparallelen Burgers Vektoren ist die Anordnung ebenfalls Äubereinander stabil,
wohingegen die KletterkrÄafte anziehend sind.

² ~b1 = ~b2; x = y (45±-Position)
K x = 0; K y = Gb1 b2

2¼(1¡ º )
4
y Es gibt keine GleitkrÄafte in dieser Kon¯guration und dem-

nach ist die Situation / Anordnung metastabil, da eine kleine ÄAnderung sofort zu
Versetzungsbewegung fÄuhrt.

² ~b1 = ¡ ~b2; x = y (45±-Position)
Die Anordnung von antiparallelen Versetzungen in der 45±-Position ist stabil, man
spricht auch von einem Versetzungs-Dipol, wobei das Spannungsfeld sehr stark abfÄallt.
Diese Anordnung wird in der RealitÄat beobachtet und ist fÄur die MaterialermÄudung
entscheidend.

Generell gilt

² ~b1 = ~b2

absto¼ende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen

² ~b1 = ¡ ~b2

anziehende Wechselwirkung zwischen den Versetzungen

² je nachdem ob Versetzungen parallel oder antiparallel zueinander sind,
kommt es zu KrÄaften, die die Versetzung stapeln mÄochten oder in die
45±-Position schieben. (... ist diese/jene Versetzungsanordnung gÄunstiger)

y

x'

x

11.2.11 Passierspannung von zwei Versetzungen

Um einen Polykristall zu verformen, mÄussen die stabilen Positionen der VersetzungenÄuberwunden werden.
Die Passierspannung¿PS kann nach der Peach-Koehler-Gleichung angegeben werden:

¿PS ¸
K x; max

b
(11.23)
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Die Versetzungen bewegen sich auf parallelen Gleitebenen.Jede Versetzung erfÄahrt dabei eine Wechsel-
wirkung mit den anderen Versetzungen auf den parallelen Gleitebenen. Im einfachsten Fall betrachtet
man die Kraft, die zwischen zwei parallelen Schraubenversetzungen wirkt. Da das Spannungsfeld der
Schraubenversetzungen radialsymmetrisch ist hat die Kraft nur eine radiale Komponente, die lediglich
vom Abstand der Versetzungen abhÄangt, sie lautet:

Fr = ¿£ zb =
Gb2

2¼r

Die Kraft zwischen zwei parallelen Stufenversetzungen mitdem gleichen Burgers Vektor ist keine Zen-
tralkraft und man mu¼ daher eine radiale und eine tangentiale Komponente berÄucksichtigen. Die Kraft
pro EinheitslÄange ist gegeben durch:

Fr =
Gb2

2¼(1 ¡ º )
1
r

F£ =
Gb2

2¼(1 ¡ º )
sin 2£

r

Da sich die Versetzungen vornehmlich in der Gleitebene bewegen ist vor Allem die x-Komponente der
Kraft interessant.

Fx = Fr cos £ + F£ sin £

=
Gb2

2¼(1 ¡ º )
x(x2 ¡ y2)
(x2 + y2)2

In Abbildung 11.25 zeigt die Kraft Fx mit dem Abstand x, wobei x eine Funktion von y ist.
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Abbildung 11.25: Kraft zwischen zwei parallelen (durchgezogene Linie)und antiparallelen (gestrichelte Linie) Burgers
Vektoren im Abstandx, wobei dieser als Funktion vony angegeben wird.

Die Versetzungen mit parallelen Burgers Vektoren sto¼en sich ab, wenn x > y (also £ < 45±) ist und
ziehen sich an fÄur x < y (£ > 45±). Fx ist Null bei x = 0 und x = y.
Die maximale Schubspannung, mit der zwei parallele Stufen auf parallelen Gleitebenen, die einen Abstand
von y voneinander haben, miteinander wechselwirken wird durch Di®erenzieren gefunden. Es liegt bei:

xmax = ( § 1 §
p

2)y

Und damit gilt f Äur die Kraft:

Fx; max =
Gb2

2¼(1 ¡ º )
1
y

mit º ' 1
3

K x; max =
Gb2

4y
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mit dem Zusammenhang zwischen der Versetzungsdichte½PS in parallelen Gleitebenen: 1
y = 1

d =
p

½PS

und ®1 ' 1
4 folgt:

¿PS = ®Gb
p

½PS (11.24)

y

d

Abbildung 11.26: Zwei Versetzungen passieren einander im Abstandy (links). Dieser Abstand ist proportional zum
mittleren Abstand der Versetzungen in parallelen Gleitebenen d (rechts).

11.2.12 Schneidspannung von zwei Versetzungen

Das Schneiden von Versetzungen fÄuhrt zu der Bildung von Knicken und Spr Äungen. Die Energie um einen
Sprung zu erzeugen ist:

E ? =
1
2

Gb2b

Der Sprung hat die LÄange b. Diese Energie mu¼ durch die von au¼en angelegte Spannung aufgebracht
werden. Nach der Peach-Koehler-Gleichung gilt:F = ¿CSblw mit lw der freien Versetzungs-WeglÄange.
Demzufolge gilt:

E ? =
1
2

Gb2b = ¿CSblw b

und fÄur die Schneidspannung gilt dann:

¿CS =
1
2

Gb
lw

=
1
2

Gb
p

½w

mit lw = 1p
½w

. Schlie¼lich erhÄalt man die Taylor-Formel fÄur
Versetzungs-Verfestigung durch einfache Addition von Schneid- und Pas-
sierspannung:
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1
2
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p

½w

' ®Gb
p

½ (11.25)

11.2.13 Frank-Read-Quelle

Versetzungen werden an Ober°Äachen von Kristallen erzeugt, wo sie anfangen und enden. DarÄuberhinaus
kÄonnen Versetzungen auch im Innern von Kristallen erzeugt werden. Die Erzeugung von Versetzungen
und die Beschreibung des dazugehÄorigen Mechanismus ist unter dem Begri® Frank-Read-Quellebekannt.
Zwischen zwei Haltepunkten, die unterschiedliche Charakteristika haben kÄonnen, liegt eine Versetzung,
die unter dem Ein°u¼ einerÄau¼eren Spannung verformt wird. Die Scherkraft¿bwirkt auf die L Äange l.
Ist die Kraft gro¼ genug, wird die Versetzungslinie vergrÄo¼ert.
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Abbildung 11.27: Verformung / Ausbauchung einer Versetzung aufgrund einer Äau¼eren Spannung.

Die Scherkraft ist in jedem Punkt senkrecht zur Versetzungslinie, daher kommt es zu KrÄaften auf die
Versetzungslinie, die der ursprÄunglichen Scherkraft entgegengerichtet sind. Wenn die BÄauche dieser Teile
sehr eng zusammen kommen, dann kÄonnen sich die Teile der Versetzung zusammenschlie¼en.
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Abbildung 11.28: Die Frank-Read-Quelle erzeugt einen Versetzungsringund reproduziert sich selber.

Wenn die Versetzung Stufencharakter hatte, dann ha-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wovon hÄangen in erster Linie Schneid- und Pas-
sierspannung von zwei Versetzungen ab?

² Warum kommt es bei der Frank-Read-Quelle zu
einem Ausbauchen der Versetzungslinie (auch)
entgegengesetzt zurÄau¼eren Spannung?

ben die BÄauche an der Stelle Schrauben-Kon¯guration,
wo die Segmente antiparallel liegen. Durch die anti-
parallele Kon¯guration haben die Segmente anziehen-
de Wechselwirkung und die Versetzung wird an die-
ser Stelle ausgelÄoscht. Dieses Szenario endet mit einer
geraden Versetzungslinie zwischen den beiden Halte-
punkten und einem darum liegenden Versetzungsring.
Dieser Proze¼ wiederholt sich von selber, der ohne
ÄAnderung der Äau¼eren Bedingungen nicht endet.

11.2.14 Teilversetzungen und Stapelfehler

Bisher wurden nur ganze Versetzungen betrachtet, was bedeutet, da¼ die Kristallstruktur nach einem
elementaren Abgleitschritt bis auf die Versetzungslinie ungestÄort wieder hergestellt wird. DarÄuberhinaus
gibt es sogenannte Teilversetzungen. Die Linienenergie einer Versetzung kann noch weiter herabgesetzt
werden, wenn die Versetzung in Teilversetzungen aufspaltet, wie es in Abbildung 11.29 gezeigt ist. In
diesem Fall spaltet die Versetzung in zwei Halbversetzungen auf.

Abbildung 11.29: Teilversetzung: Eine Versetzung (links) spaltet in zweiHalbversetzungen auf (rechts) und verursacht
eine zwischen den Teilversetzungen liegende StÄorung des Gitters.
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Eine mÄogliche Aufspaltung ist:

~b =
a
2

[1 0 1] =
a
6

[1 1 2] +
a
6

[2 1 1]

Die Linienenergie ist proportional zu EL / Gb2. Auf der linken Seite steht damit a2

4 ¢2 = a2

2 und auf der

rechten Seite:a2

36 ¢6+ a2

36 ¢6 = a2

3 . Demzufolge ist ein Versetzungsaufspalten energetisch gÄunstiger ( a2

3 < a2

2 ).
Diesen Typ von Versetzungen nennt man auch 'Schokley Versetzungen' des kubisch °Äachenzentrierten
Gitters; sie verursachen Stapelfehler.

Wenn man in < 1 1 1> -Richtung einer kubisch °Äachenzentrier-

A A

AA

A A A
C C

C

B

B B

ten Struktur sieht, so erkennt man eine sechsfache Symmetrie.
In einem kfz-Material ist die Stapelfolge der Atome von einer
Ebene zu der NÄachsten iA - iB - iC. LÄauft nun eine Versetzung
mit ~b = a

2 < 1 1 0> durch den Kristall, so wird ein Atom auf
der Lage iC auf die nÄachste iC Position geschoben. Eine Teilver-
setzung wÄurde das Atom zunÄachst auf eine Position iB schieben.
Auf diese Weise entsteht ein Stapelfehler. Die Stapelsequenz ist
dann iA - iB - iA - iB . (Dies entspricht der hexagonalen Symme-
trie!) Man benÄotigt nun eine zweite Teilversetzung, um den
Stapelfehler wieder zu entfernen.
Die Bewegung einer Teilversetzung fÄuhrt also nicht zu einer

ZerstÄorung des Gitters, sondern zu Stapelfehlern. Die Teilversetzungen, die aus einer Versetzung ent-
standen sind, wechselwirken miteinander. Spaltet eine Versetzung auf, so entstehen immer gemischte
Teilversetzungen, also mit Stufen- und Schraubencharakter. Die Stufen- und Schraubenanteile sto¼en
sich jeweils voneinander ab, wÄahrend zwischen den Stufen- und Schraubenanteilen keine Wechselwirkung
existiert. Die Teilversetzungen wÄurden sich also weit voneinander entfernen, wenn damit nicht auch eine
StÄorung des Gitters verbunden wÄare. Ist die Stapelfehlerenergie pro FlÄacheneinheit° SF [N=m], so gilt:

ESF = ° SF ¢L ¢x

L - LÄange undx - Abstand der Versetzungen. Es wirkt also eine Kraft zur Verkleinerung des Stapelfehlers:

K SF = ¡
d ESF

d x
= ¡ ° SF

und es gibt eine Kraft, die diese ausgleicht:

K R =
G ¢ ~bp1 ¢ ~bp2

2¼
x

x2 + y2

vereinfacht zu zwei parallelen Schraubenversetzungen (y = 0):

K R =
G ¢ ~bp1 ¢ ~bp2

2¼x
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Abbildung 11.30: Aufspalten einer Versetzung in Schokley Versetzungen.
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Die Aufspaltung von Versetzungen~b0 in zwei Teilversetzungen~b1 und ~b2 ist in Abbildung 11.30 gezeigt,
ebenso die dadurch entstehende FlÄache des gestÄorten Gitters.
Da die beiden KrÄafte, die die Teilversetzungen auseinander beziehungsweise zusammen treiben, im Gleich-
gewicht stehen gilt: K R = ¡ K SF ! K R + K SF = 0. Betrachtet man nun einen einfachen Fall, wo eine
Versetzung aufspaltet in: [1 1 1]! [1 1 2] + [2 1 1], wobei der Burgers Vektorbp = a

6 < 1 1 2> ist, dann
gilt:

G ¢ ~bp1 ¢ ~bp2

2¼xSF
=

G ¢a2 ¢3
2¼ xSF 36

=
Ga2

24¼ xSF

xSF =
Ga2

24¼ °SF
(11.26)

Die Aufspaltungsweite hÄangt damit emp¯ndlich von der Stapelfehlerenergie ab. So sind zum Beispiel
die Versetzungen in Silber viel weiter aufgespalten als in Aluminium. Demzufolge werden in Silber viel
grÄo¼ere Spannungen benÄotigt, um die aufgespaltenen Versetzungen wieder einzuschnÄuren, was fÄur die Ver-
setzungsbewegung zwingend erforderlich ist, damit diese quergleiten kÄonnen. Aluminium hat aus diesem
Grund viel geringere Festigkeiten als Silber.

ZUM N ACHDENKEN:
² Warum kommt es zur Aufspaltung von Verset-

zungen?

² Wie bewegen sich aufgespaltene Versetzungen?

fcc-type
Ag Cu Ni Al

material
°SF [mJ=m2] 20 40 150 180

xSF =b 15 11 5 1

| {z }
A

| {z }
B

Tabelle 11.3: A: niedrige Stapelfehlerenergie! Versetzungsaufspaltung ist gro¼
B : hohe Stapelfehlerenergie! Teilversetzungen liegen nÄaher beieinander.

Einige Konsequenzen der Versetzungsaufspaltung

² UrsprÄunglich bewegen sich Stufenversetzungen (~b ? d~s) in einer ausgewiesenen Gleitebene, wohin-
gegen Schraubenversetzungen (~b k d~s) sich in mehreren mÄoglichen Gleitebenen bewegen kÄonnen.
Spalten die Versetzungen auf, so bekommen Schraubenversetzungen einen Anteil mit Stufenkon¯-
guration und haben demzufolge auch eine ausgewiesene Gleitebene. Dies ist die Ebene des Stapel-
fehlers.

² Die Wahrscheinlichkeit des Quergleitens hÄangt von der Stapelfehlerenergie ab. Metalle mit einer
hohen Stapelfehlerenergie haben kleine AbstÄande zwischen den Teilversetzungen und demzufolge
eine hohe Wahrscheinlichkeit zur Quergleitung. Die Teilversetzungen mÄussen nicht weit eingeschnÄurt
werden, um die Gleitebene zu wechseln.

² In kubisch raumzentrierten Materialien ist die Stapelfehlerenergie sehr hoch und der Abstand der
Versetzungen sehr gering. Zum Beispiel spaltet sich eine Versetzung in vier Teilversetzungen gemÄa¼
folgenden Zusammenhanges auf:

a
2

[1 1 1] =
a
8

[1 1 0] +
a
8

[1 0 1] +
a
8

[0 1 1] +
a
4

[1 1 1]

Wenn eine solche Versetzung erst einmal in dieser Form aufgespalten ist, so bewegen sich die Ver-
setzungen nicht mehr, da der Stapelfehler nun nicht mehr in einer Ebene liegt. Das Material wird
sprÄode. Dies ist in den beiden rechten Teilbildern von Abbildung 11.31 gezeigt.
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r

1
2 [111]

P1 P2

b1 b2 b3

P3

(110)
r

1
2 [111]

b2

b3
b1

(101)

(011) r

1
2 [111]

B2

D1 D4 D3

D2

D2
D4 D1

(110)(101)

(011)

b2

b3

b4 b4

b1

A
B1

Abbildung 11.31: GleitfÄahige (links) und se¼hafte (mitte und rechts) Kon¯gurationen bei der Versetzungsaufspaltung
in kubisch raumzentrierten Material.

In Abbildung 11.31 sind gleitfÄahige und se¼hafte Kon¯gurationen fÄur die Versetzungsaufspaltung in
kubisch raumzentrierten Kristallstrukturen gezeigt. Ein aufgespaltenes System von Teilversetzungen
bleibt gleitf Äahig, wenn beide Gleitebenen planar zueinander liegen.
In dieser Kon¯guration kann von einer 60-prozentigen Energieeinsparung ausgegangen werden, da
die Linienenergie von a

2 [1 1 1] proportional zu 3
4 a2 ist, wohingegen die Teilversetzungen auf eine

gesamte Linienenergie von 9
32 a2 kommen. Demnach wird es immer zur Versetzungsaufspaltung

kommen. Die ÄUberwindung der se¼haften Kon¯guration der Teilversetzungen mu¼ thermisch akti-
viert werden. Nur auf diese Weise wird ein Quergleiten der Versetzungen ermÄoglicht. Demzufolge
erwartet man eine Zunahme der SprÄodigkeit mit der Temperatur, das hei¼t Fe< Cr < Mo < W.
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Abbildung 11.32: Teilversetzungen kÄonnen nur dann quergleiten, wenn zumindest auf kurzen Strecken die Verset-
zungsaufspaltung aufgehoben wird.

Das Quergleiten von Teilversetzungen ist nur dann mÄoglich, wenn diese auf einer LÄange l wieder
zu einer Versetzung zusammengefÄuhrt werden, wie es in Abbildung 11.32 gezeigt ist. Bei erneutem
Aufspalten kann die Gleitebene wechseln (hier von (1 1 1) auf (11 1)).

² Schraubenversetzungen sind in kubisch raumzentrierten Materialien schwerer zu bewegen als Stu-
fenversetzungen. Dies steht im Gegensatz zum Fall kubisch °Äachenzentrierter Materialien; dafÄur ist
die Linienenergie verantwortlich.

11.3 Gleitsysteme in wichtigen Kristallstrukturen

Zur Wiederholung einige Konsequenzen des bisherÄuber Versetzungen Gesagten:

² Ein Gleitsystem besteht aus einer Gleitebene (GE) und Versetzungen, die auf ihr gleiten. Da die
Versetzungen keine SprÄunge haben dÄurfen, um gleiten zu kÄonnen, gilt: ~b¢~nGE = 0.

² Die Linienenergie der Versetzungen ist proportional zub2. Demzufolge sind die kÄurzesten Transla-
tionsvektoren des Gitters bevorzugte Gleitrichtungen; in dieser Richtung ist das Peierls-Potential
gering.

² Die Gleitebenenschar mit den kleinsten Millerschen Indices hat den grÄo¼ten Ebenenabstandd. Zum
Beispiel gilt fÄur ein kubisches System (a - Gitterparameter; d - Ebenenabstand:

d =
a

p
h2 + k2 + l2
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11.3.1 Kubisch ° Äachenzentrierte Struktur

Gleitrichtung: b = a
2 < 1 1 0> .

1

2

d<111>

Abbildung 11.33: Kubisch °Äachenzentriertes System mit den eingezeichneten kÄurzesten AtomabstÄanden in< 1 1 1 > -
Richtung.

GemÄa¼ der Abbildung 11.33 ist der kÄurzeste Abstand in einer kubisch °Äachenzentrierten Struktur zwi-
schen Atom i1 und Atom i2 . Dieser Abstand reprÄasentiert die Gleitrichtung. Sucht man nun die sym-
metrisch Äaquivalenten Vektoren, so spannt die Schar dieser Vektorendie Gleitebene auf, wie es in der
Abbildung gezeigt ist. Um eine Gleitebene zu identi¯zieren, mu¼ man nach dichtest gepackten Ebenen
suchen. Um unterschiedliche Ebenen miteinander vergleichen zu kÄonnen, mu¼ man die Anzahl der Atome
pro Elementarzelle, die in der Gleitebene liegen, bestimmen. Schlie¼lich teilt man diese Anzahl durch die
umschlossene FlÄache. So gilt zum Beispiel:

f 1 0 0g Die Anzahl der Atome ist 1 ¢1 + 4 ¢1
4 = 2, da ein Atom im Zentrum der Fl Äache sitzt und vier

Atome auf den Ecken und damit in jeweils vier FlÄachen gleichzeitig. Die FlÄache ista2 und damit
ist die FlÄachenpackungsdichtedp = 2=a2.

f 1 1 1g Die Anzahl der Atome ist 3¢1
2 +3 ¢1

6 = 2, da drei Atome auf den Kanten in jeweils zwei FlÄachen-
elementen enthalten sind, sowie drei Atome auf den Ecken, die in jeweils sechs FlÄachenelementen
enthalten sind.
In der FlÄache gilt: l2 = h2 + p2; 2p = l und damit h2 = l2 ¡ 1

4 l2.

Schlie¼lich gilth =
p

3
2 l .

Die FlÄache bestimmt sich dann zuA =
p

3
2 l ¢1

2 l =
p

3
4 l2.

Nun gilt l =
p

2a mit a-Gitterparameter und damit:
A =

p
3

2 a2

60°

h

p

2a

l

Die FlÄachenpackungsdichte ist damitdp = 4=
p

3a2

Da der Wert der FlÄachenpackungsdichte in derf 1 1 1g Ebene grÄo¼er ist als der in derf 1 0 0g Ebene kann
man schlie¼en, da¼ dief 1 1 1g Ebene die bevorzugte Gleitebene darstellt.

11.3.2 Kubisch raumzentrierte Struktur

Gleitrichtung: b = a
2 < 1 1 1> .

In der nebenstehenden Abbildung sind drei verschiedenen Ebenen ein-
gezeichnet. Dief 0 0 1g Ebene hat eine kleinere FlÄache bei mehr darin
liegenden Atomen als die beiden Anderen. Es ist also leicht einzusehen,
da¼ dief 0 0 1g Ebene die bevorzugte Gleitebene darstellt. Dennoch wer-
den auch dief 1 1 2g und f 1 2 3g Gleitebenen beobachtet. ���������������
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11.3.3 Hexagonal dichtest gepackte
Struktur

Gleitrichtung: b = a
3 < 1 12 0 >

Gleitebene: f 0 0 0 1g
Wobei aber auch die in der Abbildung rechts dar-
gestellten GleitebenenÄuber der Basis f 0 0 0 1g, die
FlÄache des Prismasf 1 01 0g, sowieÄuber die zwei py-
ramidalen FlÄachen f 1 01 2g und f 1 01 1g wie einge-
zeichnet mÄoglich sind.

CM

a

a

a

1

3

2

c
E D

F

L

HG

A B

K

I

J

N

Kristall- Gleit- Gleit- Zahl der nicht Zahl der Gleitrich- A nzahl der
struktur ebene richtung parallelen Ebenen tungen pro Ebene Gleitsysteme

kfz f 1 1 1g < 11 0 > 4 3 12 = (4 £ 3)
krz f 1 1 0g < 1 1 1> 6 2 12 = (6 £ 2)

f 1 1 2g < 1 11 > 12 1 12 = (12£ 1)
f 1 2 3g < 1 11 > 24 1 24 = (24£ 1)

hex f 0 0 0 1g < 1 12 0 > 1 3 3 = (1 £ 3) Basis
f 1 01 0g < 1 12 0 > 3 1 3 = (3 £ 1) Prisma
f 1 01 1g < 1 12 0 > 6 1 6 = (6 £ 1) Pyramide

Tabelle 11.4: Gleitsysteme der wichtigsten Kristallstrukturen.

11.4 Korngrenzen

Die Korngrenze ist der am lÄangsten bekannte und dennoch am wenigsten verstandene Gitterfehler. Eine
Korngrenze ist leicht erklÄart, sie trennt nÄamlich Bereiche unterschiedlicher Orientierung von ansonsten
gleicher Kristallstruktur. Im Zweidimensionalen braucht man vier Parameter, um eine Korngrenze zu
beschreiben
- im Dreidimensionalen sind es schon acht. Aus dieser Komplexit Äat

q

Y

t

rÄuhrt auch der Mangel an Kenntnis Äuber die Korngrenzen. Zur Be-
schreibung der Korngrenze benÄotigt man (in 2-dim.) den Winkel £,
der zwischen der selben Orientierung zweier KÄorner liegt, den Winkel
ª, der zwischen einem Korn und der Korngrenze eingeschlossen ist
und einen Vektor ~t, der die Verschiebung der beiden KÄorner relativ
zueinander beschreibt.
Die Orientierungsbeziehung zwischen den KÄornern wird durch eine
reine Rotation beschrieben, wobei durch die Lage der Rotationsachse
unterschiedliche Szenarien entstehen. Die Orientierungsbeziehung /
Rotation wird anhand der Euler-Winkel beschrieben.
Kann im Dreidimensionalen einer der drei Euler-Winkel gleich Null gesetzt werden, so steht die Drehachse
senkrecht zur Korngrenze. In diesem Fall spricht man von einer Drehkorngrenze . Im Allgemeinen sind
jedoch alle drei Winkel ungleich Null und es handelt sich dann um eine asymmetrische Kippkorn-
grenze . Diese beiden Typen von Korngrenzen sind in Abbildung 11.34dargestellt.
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Dreh-
achse

Korngrenze

Korngrenze

Kippachse

Abbildung 11.34: Drehkorngrenze (links) und Kippkorngrenze (rechts).

Korngrenzen, die parallel zur Drehachse liegen, werden also als Kippkorngrenzen bezeichnet. Liegen
nun beide angrenzenden Gitter spiegelbildlich zueinandermit der Korngrenze als Spiegelebene (Fallen
also die Korngrenze und die Symmetrieebene zusammen) so spricht man von einer symmetrischen
Kippkorngrenze .

11.4.1 Struktur von Korngrenzen

Ist eine Korngrenze komplett aus der Aneinanderreihung vonVersetzungen aufgebaut, so spricht man von
einer Kleinwinkel-Korngrenze . In diesem Fall ist der Orientierungsunterschied zwischenden KÄornern
sehr klein. Symmetrische Kleinwinkel-Kippkorngrenzen werden lediglich von einer Schar von Versetzungen
gebildet, wie es in Abbildung 11.35 zu sehen ist.

Abbildung 11.35: Eine Schar von Versetzungen bildet eine symmetrische Kleinwinkel-Kippkorngrenze (links), wohin-
gegen zur Bildung einer asymmetrischen Kleinwinkel-Kippkorngrenze zwei Scharen von Versetzungen erforderlich sind
(rechts).

Sind die Kippkorngrenzen hingegen unsymmetrisch, so werden mindestens zwei Scharen von Versetzungen
benÄotigt, um diese zu bilden. ZusÄatzlich zu der geforderten Existenz dieser Scharen mÄussen die Burgers
Vektoren der Scharen jeweils zueinander gleich orientiert, in Bezug auf die Burgers Vektoren der jeweils
anderen Schar aber senkrecht liegen. Die Anzahl der Versetzungen der zweiten Schar nimmt mit der
Abweichung von der symmetrischen Korngrenzlage zu.
Kleinwinkel Drehkorngrenzen werden durch mindestens zweiScharen von Schraubenversetzungen gebil-
det. Dies kann man sich anschaulich so vorstellen, da¼ eine Schar von parallelen Schraubenversetzungen
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eine Scherung erzeugt. Erst wenn es zu zwei zueinander senkrecht stehenden Scherungen kommt, wird
eine Rotation=Drehung erzeugt.

J

Q

J

Q

Korngrenzen, deren Orientierungen um mehr als 15± voneinander abweichen, kÄonnen nicht mehr aus-
schlie¼lich durch Versetzungen gebildet werden, sie werdenals Gro¼winkel-Korngrenzen bezeichnet.
Die Struktur dieser Grenzen erscheint zunÄachst regellos. Prinzipiell ist jeder beliebige Winkel mÄoglich,
der den Orientierungsunterschied der beiden angrenzendenKÄorner beschreibt. In der RealitÄat kommt es
aber zu bevorzugten Winkellagen.
Wird n Äamlich eine Korngrenze aus einer Aneinanderreihung von Versetzungen gebildet, so bestimmt der
diskrete Abstand der Versetzungen, der ja an das Kristallgitter gekoppelt ist, auch diskrete Winkel. Bei
kleinen Winkeln ist der Burgers Vektor der Versetzung viel kleiner als der Abstand der Versetzungen
(£ ' b=D), soda¼ sich der Winkel quasi kontinuierlichÄandert. Bei gro¼en Winkeln wird der Orientie-
rungsunterschied zwischen zwei aufeinanderfolgenden periodischen Versetzungsanordnungen betrÄachtlich.
Kommt zum Beispiel eine Versetzung alle 4 AtomabstÄande vor (D = 4b), so ist £ = 14 ; 3±, bei D = 3b
ist £ = 19 ; 2±

Jede Abweichung von diesen Vorgaben an die Winkel
ZUM N ACHDENKEN:

² Welche Arten von Korngrenzen gibt es?

² Wie sind Kleinwinkelkorngrenzen aufgebaut?

und damit an das Gitter verursacht eine Gitterverzer-
rung, die mit einem Energieaufwand verbunden ist. Man
kann daher davon ausgehen, da¼ die Korngrenze dann
energetisch gÄunstig und damit wahrscheinlicher anzutref-
fen ist, wenn die Atomlagen mÄoglichst wenig von ihren
idealen Positionen abweichen.

11.4.2 Das Koinzidenzgitter

Wenn beide Gitter an der Korngrenze ungestÄort, das hei¼t nicht elastisch verzerrt werden und darÄuber-
hinaus es die Orientierungsbeziehung erlaubt, da¼ sich einige Atomebenen beider Kristalle unverzerrt in
die Korngrenze fortfÄuhren kÄonnen, so spricht man von den Gitterpunkten, die beiden Gittern gleichzeitig
angehÄoren, als Koinzidenz(gitter)punkte. Da die Orientierungsbeziehung durch eine Rotation beschrieben
wird, kann man untersuchen bei welchem Drehwinkel Koinzidenzpunkte auftreten. Ein einfaches Beispiel
ist eine Rotation von 36:87± um eine < 100 > -Achse im kubischen Gitter. Dies ist in Abbildung 11.36
gezeigt, wobei die Korngrenzebene senkrecht zur Papierebene steht.
Es handelt sich um eine Kippkorngrenze. An dieser Stelle seiangemerkt, da¼ sich der Winkel von 36:87±

in der Abbildung im Winkel ® versteckt. Dieser betrÄagt 36:87± + 90± und charakterisiert aufgrund der
90±-Symmetrie des kubischen Gitters diese Rotation. Neben denGitterpunkten der einzelnen KÄorner (±
und O) auf jeder Seite der Korngrenze sind zusÄatzlich die Positionen eingezeichnet, bei denen die Gitter
sich Äuberschneiden wÄurden, wenn man sie in den jeweils anderen Kristall fortsetzen wÄurde kÄonnen. Da also
beide Gitter periodisch sind, mÄussen auch die Koinzidenzpunkte periodisch sein, das hei¼t sie spannen
ebenfalls ein Gitter auf, dasKoinzidenzgitter genannt wird. Die Elementarzelle ist natÄurlich grÄo¼er als
die des Gitters. Als Ma¼ fÄur die GrÄo¼e der Koinzidenzgitterzelle oder die Dichte der Koinzidenzpunkte
wird de¯niert:

X
=

Volumen der Elementarzelle des Koinzidenzgitters
Volumen der Elementarzelle des Kristallgitters

FÄur die gezeigte Rotation um 36:87± ist
P

= a(a
p

5)2=a3 = 5, das hei¼t jeder fÄunfte Gitterpunkt ist ein
Koinzidenzpunkt. Das Volumen des Koinzidenzgitters ist nicht kubisch, wie das Kristallgitter, sondern
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a  5

b

a

Abbildung 11.36: Gitter der benachbarten KÄorner und Koinzidenzgitter bei einem Orientierungsunterschied von36:87±

in Bezug auf eine Rotation um die< 100 > -Achse im kubischen Gitter.

setzt sich in Richtung der Korngrenze mit der Periode des Kristallgitters ( a) fort, damit betr Äagt das
Volumen der Elementarzelle:a(a

p
5)2.

Die Korngrenze ist nun aufgrund der Tatsache, da¼ Koinzidenzpunkte mit geringerer Energie verbunden
sind, bemÄuht durch mÄoglichst viele Koinzidenzpunkte zu verlaufen. Korngrenzen, die der Gestalt sind,
da¼ die Orientierungsbeziehungen zwischen den Kristalleneine hohe Anzahl an Koinzidenzpunkten zulÄa¼t
nennt man Koinzidenzkorngrenzen. Je kleiner

P
(was immer ganzzahlig und ungerade sein mu¼) ist, um

so besser ist die Korngrenze geordnet. Kleinwinkelkorngrenzen kann man mit
P

= 1 bezeichnen, da
abgesehen von den Atomen am Versetzungskern jedes Atom ein Koinzidenzpunkt darstellt.
Zwillingsgrenzen haben

P
= 3 und das, obwohl jeder Gitterpunkt des einen Gitters an der Grenze auch

Punkt des anderen Gitters ist. Im kubisch °Äachenzentrierten System ist dies einzusehen, da aufgrund der
Stapelfolge eine Raumgitterkoinzidenz nur in jeder dritten Parallelebene zur kohÄarenten Zwillingsgrenze
mÄoglich ist.
Werden zwei identische, ineinander liegende Gitter symmetrisch gegeneinander gekippt (Drehung um eine
Achse senkrecht zur Papierebene) bildet sich ein Koinzidenzgitter, wie es in Abbildung 11.37 dargestellt
ist.

Abbildung 11.37: Zur Entstehung einer symmetrischen Kleinwinkel-Kippkorngrenze durch Drehung zweier identischer
Kristalle.
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Die Koinzidenzpunkte sind an der ÄUberlappung von Atomen (Kreisen) beider Gitter zu erkennen. Die
zugehÄorige Anordnung der entstehenden Doppelversetzungen (links in Abb. 11.37) relaxiert entlang der
Grenze und es bildet sich die Struktur einer symmetrischen Kleinwinkel-Kippkorngrenze. Damit ist eine
streng periodische Versetzungsanordnung nichts Anderes als die relaxierte Struktur einer Koinzidenz-
korngrenze.

11.4.3 Korngrenzenversetzungen

Koinzidenzgitter treten prinzipiell nur bei ganz wenigen bestimmten Rotationsbeziehungen auf. Bei noch
so kleinen Abweichungen von diesen Rotationsbeziehungen geht die Koinzidenz verloren. Der Kristall
wird, um seine Energie zu minimieren, versuchen diese Koinzidenz an mÄoglichst vielen Stellen zu erhal-
ten und Abweichungen von dieser idealen Passung in entsprechenden StÄorungen zu konzentrieren. Von
Kleinwinkel-Korngrenzen ist bekannt, da¼ diese Orientierungsunterschiede zwischen perfekten Kristallen
durch Versetzungsanordnungen kompensiert werden. Demzufolge ist es nicht verwunderlich, wenn auch
in Gro¼winkel-Korngrenzen Versetzungen eingebaut werden,um das Koinzidenzgitter an mÄoglichst vielen
Stellen aufrecht zu erhalten.
Die in die Korngrenze eingebauten Versetzungen mÄussen einen Burgers Vektor haben, der das Koinzi-
denzgitter nicht zerstÄort. Prinzipiell k Äame hierfÄur der Gittervektor des Koinzidenz- oder Kristallgitters
in Betracht. Da aber die Energie der Versetzung mitb2 zunimmt, sollte der Vektor mÄoglichst klein sein,
um die Korngrenze energetisch nicht zuÄuberladen. Es ist aber nicht nÄotig, da¼ die Koinzidenzpunkte an
ihrem Ort erhalten werden, sondern lediglich, da¼ ihre Dichte erhalten bleibt, da diese fÄur die Minimie-
rung der Energie der Korngrenze ausschlaggebend ist. Damitreichen sehr kleine Vektoren aus. Diejenigen
Verschiebevektoren, die diese Bedingung erfÄullen, spannen das sogenannte DSC-Gitter auf (DSC= engl.:
displacement shift complete), ein Gitter, welches das grÄobste Raster ist, das alle Gitterpunkte erfa¼t.

DSC

Koinzidenzgitter

Abbildung 11.38: DSC-Gitter als Grundlage fÄur die Burgers Vektoren des Koinzidenzgitters.

Diese Verschiebevektoren werdensekund Äare Korngrenzenversetzungen genannt, sie besitzen einen
Vektor des DSC-Gitters als Burgers Vektor (im Gegensatz zu den Versetzungen, deren Burgers Vektor ein
Kristallgittervektor ist). Diese sekund Äaren Korngrenzenversetzungen kÄonnen sich nur in der Korngrenze
aufhalten, da ihre Burgers Vektoren keine Translationsvektoren des Kristallgitters sind und ihr Einbau
in das Kristallgitter zur Zerst Äorung desselben fÄuhren wÄurde.
Die sekundÄare Korngrenzenversetzung besitzt am Ort des Versetzungsatoms eine Stufe. Die Stufe ist eine
Folge davon, da¼ mit der EinfÄuhrung der Versetzung eine Verschiebung des Koinzidenzgitters verbunden
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ist. Bewegt sich nun eine sekundÄare Korngrenzenversetzung entlang der Korngrenze, so ist damit eine
Bewegung der Korngrenze um eine StufenhÄohe verbunden. DarÄuber hinaus ist die Bewegung der Verset-
zung auch mit dem Abgleiten beider Kristallite verbunden. Die Bewegung der Korngrenzenversetzung
verursacht daher sowohl das Gleiten, als auch Klettern der Korngrenze. Wenn der Burgers Vektor in
der Korngrenzebene liegt, was in SonderfÄallen der Fall ist, kann die sekundÄare Korngrenzenversetzung
vollstÄandig durch Gleiten beweglich sein, Im Allgemeinen ist diesaber nicht der Fall und die Versetzung
mu¼ (auch) klettern.
In Abbildung 11.39 sind diese beiden FÄalle dargestellt. Dort ist die Anordnung der Atome einer
Korngrenzen-Stufenversetzung einer

P
= 5 Korngrenze im kfz Gitter gezeigt.

b

b

Abbildung 11.39: Korngrenzen-Stufenversetzung einer
P

= 5 Korngrenze im kfz Gitter mit~b k Korngrenze (oben)
und ~b geneigt zur Korngrenze (unten).

11.5 Phasengrenz° Äachen

Im Grunde genommen sind Phasengrenzen nichts Anderes als kompliziert strukturierte Korngrenzen.
Aneinander angrenzende Kristallite kÄonnen nun neben der anderen Orientierung auch noch eine andere
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Kristallstruktur aufweisen. Es werden drei Typen von Phasengrenz°Äachen unterschieden:

² Die koh Äarente Phasengrenz° Äache entsteht, wenn nur die Gitter beider Phasen gering verschie-
dene Gitterkonstanten aufweisen, aber die gleiche Orientierung haben. Bei der kohÄarenten Phasen-
grenz°Äache setzen sich alle Gitterebenen hinter der Grenze fort.

² Die teilkoh Äarente Phasengrenz° Äache entsteht, wenn durch eine zunehmende Gitterfehlanpas-
sung, also einen zunehmenden Unterschied der Gitterparameter, der Einbau von (Stufen-) Verset-
zungen in die Grenz°Äache energetisch bevorzugt wird. Diese Versetzungen kompensieren den mit
der Fehlanpassung einhergehenden Anstieg der elastischenEnergie. In diesem Fall setzen sich nicht
alle Gitterlinien in der andere Phase, also hinter der Grenze, fort.

² Die inkoh Äarente Phasengrenz° Äache ist durch ein vollstÄandiges Fehlen von gemeinsamen Git-
terebenen beider Phasen gekennzeichnet. Dies ist fÄur vollst Äandig verschiedene Gitterstrukturen der
Fall.

Wegen der komplizierten und im Detail noch ungeklÄarten Struktur der Phasengrenz°Äachen ist es oft
unmÄoglich die Phasengrenz°Äache anhand ihrem atomaren Aufbau zu beschreiben.

11.6 Ausscheidung und Dispersion

Die Dispersion ist de¯niert als eine feine Verteilung von inkohÄarenten Teilchen in einer Matrix (z. B.
Al 2O3 in Cu), wobei deren Grenz°Äache mechanisch wirksam ist. Damit ist die dazugehÄorige Energie
proportional zur Anzahl der Dispersoide und antiproportional zu deren Volumen.
Aufgrund von thermodynamischen Prozessen und in Verbindung mit dem zugrundeliegenden Phasen-
diagramm kommt es in Legierungen zuAusscheidungen einzelner Komponenten wenn die maximale
LÄoslichkeit dieser Komponente bei den gegebenen Randbedingungen (Temperatur, Druck, Konzentrati-
on...) Äuberschritten ist. In der Regel sind die Ausscheidungen teilkohÄarent und weisen de¯nierte Orien-
tierungsbeziehungen mit der Matrix auf.

ZUM N ACHDENKEN:
² Was ist eine Koinzidenzgitterlage?

² Warum mu¼ der Brugersvektor des Koinzidenz-
gitters kein Gittervektor des Kristallgitters sein?

² Wie sind Korngrenzen strukturiert und warum?

² Welche Phasengrenz°Äachen gibt es und wie sind
sie strukturiert?
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Plastische Verformung

Plastische Verformung von Metallen erfolgt im Wesentlichen durch das Abgleiten auf kristallographi-
schen Ebenen in kristallographischen Richtungen. In der Regel wird die plastische Verformung im Zug-
(oder Druck-) Versuch gemessen. Die Abgleitung auf einer zur Zugachse geneigten FlÄache fÄuhrt zu einer
VerlÄangerung der Probe. Die Abbildung 12.1 zeigt die VerlÄangerung einer zylindrischen Probe, die durch
eine Äau¼ere Zugspannung verursacht ist.

l0

l

Abbildung 12.1: Eine an eine zylindrische Probe angelegte Zugspannung fÄuhrt zu einer VerlÄangerung der Probe in
Zugrichtung durch Abgleiten auf zur Zugachse geneigten Ebenen.

Durch die angelegte Zugspannung wird eine irreversible plastische Verformung der Probe (rechts) beob-
achtet. Die Dehnung kann makroskopisch gemessen werden. Die Scherspannung¿ in dieser Gleitebene
verursacht die Scherung° . Will man den Gleitvorgang versetzungstheoretisch verstehen, so mu¼ man die
Me¼grÄo¼en auf das Gleitsystem beziehen.

12.1 Das Schmidsche Schubspannungsgesetz

Die plastische Verformung setzt ab der Streckgrenze ein. Selbst innerhalb eines Materials kann sie ver-
schiedene Werte zeigen, wenn die Belastung in verschiedenen Richtungen anliegt. Dies wird durch Peach-
Koehler erklÄart, da plastische Verformung prinzipiell nichts anderes ist, als der Beginn der massiven
Versetzungsbewegung. Eine Versetzung bewegt sich infolgeeiner Kraft, die in der Gleitebene in Richtung
des Burgers Vektors (Gleitrichtung) auf sie wirkt. Daher ist die resultierende Schubspannung im Gleitsy-
stem relevant und nicht die anliegende Zugspannung. Die resultierende Schubspannung¿ berechnet sich
aus der Zugspannung¾als

¿ = ¾cos· ¢cos¸ = S¾ (12.1)

203
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· - Winkel zwischen Zugrichtung und Gleitebenennormale;̧ - Winkel zwischen Zugrichtung und Glei-
trichtung; S - Schmid-Faktor.
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Abbildung 12.2: Zur De¯nition des Schmidfaktors. Winkelbeziehungen zwischen Zugrichtung, Gleitebenennormalen
und Gleitrichtung bei uniaxialem Zug und Einfachgleiten.

Die De¯nition der Scherspannung ist:

¿ =
Scherkraft

FlÄache
=

FGE in GR
AGE

mit FGE = F cos¸ und AGE = A= cos· folgt:

¿ =
FGE

AGE
=

F
A

cos¸ ¢cos· = ¾cos¸ ¢cos· (12.1)

Abbildung 12.2 veranschaulicht diesen Sachverhalt. Die auf eine Versetzung wirkende Kraft hÄangt nach
dem hier Gezeigten von der Lage des Gleitsystems relativ zur Richtung der anliegenden Spannung ab.
Gibt es mehr als ein Gleitsystem, so haben die verschiedenenGleitsysteme unterschiedliche Schmid-
Faktoren. Bei gegebener Zugspannung erfÄahrt das Gleitsystem mit dem hÄochsten Schmid-Faktor die
grÄo¼te Schubspannung. Eine Versetzungsbewegung wird erfolgen, wenn die Kraft auf die Versetzung
und damit die resultierende Schubspannung einen kritischen Wert Äuberschreitet. Dieser Wert ist fÄur alle
Gleitsysteme der Selbe. Abbildung 12.3 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

l k1/cos    cos    =1/S
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Abbildung 12.3: Zusammenhang zwischen der Streckgrenze und dem inversen Schmid-Faktor. Die resultierende
Gerade kennzeichnet die fÄur alle Gleitsysteme identische resultierende Schubspannung.
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FÄur ein Material ist hier die Streckgrenze gegen 1=S aufgetragen. Experimentell wird ein linearer Zusam-
menhang beobachtet. Die ProportionalitÄat wird durch ¿0 = konst. gekennzeichnet.

Einige Spezialf Äalle

² ( ¸ = 45 ± ; · = 45 ± ) Dies ist die maximal mÄogliche Schubspannung:¿max = ¾1
2

p
2 ¢1

2

p
2 = 1

2 ¾
² (¸ = 0 ± ; · = 90 ± ) Die Gleitrichtung liegt parallel zur angelegten Spannung und die Ebe-

nennormale steht senkrecht zur Zugrichtung GR k ¾, ~nGE ? ¾ ! S = 0 ! ¿ = 0. Derartige
Kon¯gurationen f Äuhren zu keinerlei Scherspannungen in der Ebene.

² ( ¸ = 90 ± ; · = 0 ± ) Der genau gegensÄatzliche Fall GR ? ¾, ~nGE k ¾ ! S = 0 ! ¿ = 0 hat
wiederum keine Scherspannung in der Ebene.

Damit ist der Schmid-Faktor S immer in der GrÄo¼enordnung

0 · S · 0; 5 (12.2)

Das Schmidsche Schubspannungsgesetz fÄuhrt zu den aktiven Gleitsystemen. Dasjenige Gleitsystem mit
dem hÄochsten Schmid-Faktor wird als erstes die kritische Schubspannung erreichen und damit die pla-
stische Verformung tragen. Betrachtet man zum Beispiel daskubische System. Bei einer Orientierung
der Zugachse parallel zu irgend einer Orientierung innerhalb des Standarddreiecks der stereographischen
Projektion wird nur ein einziges Gleitsystem angeregt. Aufden Symmetralen (0 0 1)(1 1 1), (0 0 1)(0 1 1)
und (0 1 1)(1 1 1) haben

Stereographische Projektion

[100]

[010]

[111]

[010]

[100]

[100]

[011]

[001]

[010]

[100]

[010]

[101]

[101]

[111] [011]

[001]

Die stereographische Projektion ist eine Abb-
ildung der Ober°Äache der Einheitskugel in eine
Ebene. Hierbei wird eine HemisphÄare, zum Bei-
spiel die nÄordliche, auf die ÄAquatorialebene pro-
jiziert. Bei der Projektion werden Verbindungs-
linien zwischen jedem Punkt auf der nÄordli-
chen HemisphÄare und dem SÄudpol gedacht. Der
Durchsto¼punkt am ÄAquator betimmt die Pro-
jektion. Bei Kristallsystemen werden die Ebe-
nenvektoren bis zur Ober°Äache der umgebenen
Einheitskugel verlÄangert und anschlie¼end proji-
ziert. Um dies besser zu veranschaulichen, ist ne-
benstehend die ÄAquatorialebene im oberen Teil
des Bildes erneut wiedergegeben. Ebenfalls ist
das Standard Orientierungsdreieck ([0 0 1] -
[1 0 1] - [1 1 1]) eingezeichnet.

Die hÄau¯gste Anwendung fÄur die stereographische Projektion sind Weltkarten.

je zwei Gleitsysteme den glei-
chen Schmidfaktor (Doppel-
gleitung). Bei den Eckorien-
tierungen erhÄalt man so vie-
le aktive Gleitsysteme, wie
Dreiecke zusammensto¼en, al-
so vier Gleitsysteme fÄur <
1 1 0 > , sechs fÄur < 1 1 1 >
und schlie¼lich acht fÄur <
1 0 0 > (Mehrfachgleitung).
Diese sind (sofern sie auch in
Abbildung 12.4 gezeigt sind):

< 1 1 1> (1 1 1)[1 0 1]
(1 1 1)[0 1 1]

< 0 1 1> (1 1 1)[1 0 1]
(1 1 1)[1 0 1]

< 0 0 1> (1 1 1)[0 1 1]
(1 1 1)[1 0 1]
(1 1 1)[1 0 1]
(1 1 1)[0 1 1]
(1 1 1)[01 1]
(1 1 1)[0 1 1]
(1 1 1)[1 0 1]
(1 1 1)[1 0 1]

In Abbildung 12.4 ist der Achsenpfad der Stabachse mit der Orientierung A im Verlauf der Abgleitung
eingezeichnet. Am Rand des Dreiecks werden andere Gleitsysteme spannungsmÄa¼ig gleichberechtigt und
aktiviert. Dennoch kommt es dort nur selten zur simultanen BetÄatigung mehrerer Gleitsysteme. Dasjenige
Gleitsystem mit der grÄo¼eren Versetzungsdichte stellt fÄur ein weiteres Gleitsystem ein schwer zu durch-
schneidendes Versetzungsnetzwerk dar. Erst wenn nachÄUberschreiten der Symmetralen der Schmidfaktor
des zweiten Gleitsystems merklich grÄo¼er ist,Äubernimmt dieses System die Gleitung.



206 12. PLASTISCHE VERFORMUNG

[101]

(111)

[011] [011]

[101]

(111)

(111)(111)

A

k0

l 0

[001]

Abbildung 12.4: Stereographische Projektion des Achsenpfades beif 111g < 110 > -Gleitung.

Das kubisch °Äachenzentrierte Gitter hat zwÄolf kristallographisch gleichberechtige Gleitsysteme vom Typ
Gleitebene f 1 1 1g und Gleitrichtung < 1 1 0 > , wenn auch diese Systeme nicht spannungsmÄa¼ig
Äaquivalent sind. Die vier Gleitebenen werden aufgrund ihrer Funktion wie folgt bezeichnet:

² Hauptgleitebene H = (1 1 1) bildet mit Gleitrichtung [ 1 0 1] das Gleitsystem mit dem grÄo¼ten
Schmidfaktor S, welches mit der Gleitung beginnt.

² Das Doppelgleitsystem D = ( 1 1 1) mit der Richtung [0 1 1] ist an der Symmetralen span-
nungsmÄa¼ig gleichberechtigt und wechselt sich nun mit H ab. Die Stabachse pendelt nun um die
Symmetrale herum und konvergiert zum Punkt [1 1 2].

² Quergleitebene Q = 1 1 1) enthÄalt ebenfalls die Richtung [1 0 1] wie im System mit der Haupt-
gleitebene. Damit kÄonnen Schraubenversetzungen des Hauptgleitsystems von H in Q quergleiten.

² Die unerwartete Gleitebene U = 1 1 1) mit der Gleitrichtung [1 0 1] wird manchmal bei
Ausgangsorientierungen nahe der Symmetralen [0 0 1][0 1 1] im Zugversuch aktiviert.

12.1.1 Die richtige Wahl des Gleitsystems

Um das aktive Gleitsystem zu bestimmem, mu¼ der Schmidfaktor betrachtet werden. Zum Beispiel sei
die Kristallorientierung [ 1 2 3], dann gilt fÄur zwei gewÄahlte Gleitsysteme:

1. (1 1 1) und [1 0 1]

0
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1
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3

1

A

0

@
1
0
1

1

A =
¡ 1 + 3

p
12 + 2 2 + 3 2

p
12 + 0 2 + 1 2

=
1

p
7

= 0 :37

= cos ¸ ! ¸ ¼ 68±

0

@
1
2
3

1

A

0

@
1
1
1

1

A =

r
6
7

= 0 :92

= cos · ! · ¼ 22±

) S ' 0:349

2. (1 1 1) und [1 0 1]
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) S ' 0:467 ZUM N ACHDENKEN:
² Was kennzeichnet ein Gleitsystem?

² Wie lautet das Schmidsche
Schubspannungsgesetz?

² Welches Gleitsystem ist das aktive?

Da der Schmidfaktor des zweiten Systems einen hÄoher-
en Wert aufweist, ist dieses auch das dominante Gleit-
system.

12.2 Kristallreorientierung

Die kristallographische Gleitung ist eine Scherverformung. Bei einem reinen Scherversuch parallel zum
Gleitsystem Äandert sich die Orientierung nicht. Bei einem einachsigen Zugversuch hingegen mu¼ zusÄatz-
lich zur Scherung eine Rotation erfolgen, damit die Probe inZugrichtung ausgerichtet bleibt. Mit der
Verformung ist daher eineOrientierungs Äanderung des Kristalls bezÄuglich der Zugrichtung verbunden.
Der Kristall rotiert derart, da¼ die Gleitrichtung sich der Zugrichtung nÄahert. Zur Darstellung in der
stereographischen Projektion ist es einfacher, die Rotation der Zugachse relativ zum Kristallgitter zu
beschreiben. Danach bewegt sich die Zugachse auf einem Gro¼kreis von ihrer Ausgangsorientierung in
die Gleitrichtung.

k0

[101]

[011]

(111)

A

l 0

.
0.480.46

0.32

0.40

0.5
0.49

[001]

Abbildung 12.5: labelstereoisoStereographische Projektion: Reorientierung der Zugachse unter Zug.

² Bei den Eck-Orientierungen stimmen die resultierende Gleitrichtung mit der Ausgangsorientierung
Äuberein. Bei Zugverformung sollte es zu keiner OrientierungsÄanderung kommen.

² Innerhalb des stereographischen Standarddreiecks hat eineinziges Gleitsystem den hÄochsten
Schmidfaktor. Es herrsche Einfachgleiten vor. Diese Orientierungen sind aber nicht stabil, sieÄandern
sich im Verlauf der Verformung. Zug-Proben rotieren in Richtung der prim Äaren Gleitrichtung,
wÄahrend Druckproben die Orientierung in Richtung der primÄaren GleitebeneÄandern.

² Auf der Symmetralen Äandert sich die Orientierung zu der Ecke mit absteigenden Schmidfaktor hin.

Erreicht bei der Verformung durch die OrientierungsÄanderung die Zugachse den Rand des Standarddrei-
ecks, so tritt ein zweites (sekundÄares) Gleitsystem auf, wodurch sich die resultierende Gleitrichtung von
[1 0 1] auf [1 1 2] Äandert, da [1 0 1] + [0 1 1] = [1 1 2]. Entsprechend wandert die Orientierung der
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Stabachse auf [1 1 2] zu, die theoretisch bei unendlich gro¼er Spannung erreicht wird (Ebene f 1 1 1g,
Richtung < 1 1 0> ).

[101]

'P'

[101]

[101]

sekundäre
Gleitrichtung

[011]

[111]

[111]

P

P'

[011]

[111]

'

....
...
...... Großkreis

primäre
Gleitrichtung

[011]

[111]

P
P'

'P'

[001]

[112]

[001]

[112]

[001]

Abbildung 12.6: OrientierungsÄanderung durch Zugversuch bei Einfachgleitung (beide oberenBilder, wobei das linke
ein Experiment mit ÄUberschwingen darstellt), sowie durch Druckversuch (unteres Bild).

In Abbildung 12.6 ist die OrientierungsÄanderung im
ZUM N ACHDENKEN:

² Welche Orientierung hat den hÄoheren Schmid-
faktor [0 0 1], oder [0 1 1]?

² Unter welchen Voraussetzungen kommt es zu
Mehrfachgleitung

² Gibt es Orientierungen, die unter Zug nicht
geÄandert werden?

Zug- und Druckversuch dargestellt. WÄahrend sich un-
ter Zugbelastung die Orientierung auf dem Gro¼kreis
von der Ausgangsorientierung in die Gleitrichtung be-
wegt [0 1 1][1 0 1] folgt die Druckachse dem Gro¼kreis
zwischen Ausgangsorientierung und Gleitebenennormale
und bewegt sich schlie¼lich auf [0 1 2] zu.

12.3 Scherspannung- Scherdehnungskurven

In Abbildung 12.7 sind ¿-° -Kurven f Äur verschiedene Orientierungen von Kupfer-Einkristallen gezeigt.
Diese Kurven unterscheiden sich wohl in ihren Orientierungen (sonst wÄurde dies wohl nicht betont werden
:-) aber nicht in ihrem Charakter.
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Abbildung 12.7: Verfestigungskurven von Kupfer-Einkristallen verschiedener Orientierungen beiT = 297 K (Quelle:
J. Diehl, Stuttgart).

WÄahrend die Orientierung 1 schon durch Zweifachgleiten gekennzeichnet ist, haben die Orientierungen 2
bis 6 nur ein aktives Gleitsystem. Demzufolge kommt es hier nur zu vernachlÄassigbarer Kaltverfestigung.
Orientierung 1 hingegen zeigt sowohl Kaltverfestigung, als auch einen hÄoheren¿0-Wert, da Gruppen von
nicht parallelen Versetzungen durch den Kristall wandern,wodurch Stufen und Knicke erzeugt werden,
die das Material verfestigen.
Die Kurvenform dieser ¿-° -Kurven ist sehr Äahnlich, aber nicht identisch. Dies liegt an den unterschied-
lichen Kaltverfestigungen durch Mehrfachgleiten, die erst nach unterschiedlicher plastischer Verformung
auftritt (Region II). Im Einzelnen:

Region I: Leichtes Gleiten, Einfachgleiten, geringe Kaltverfestigung, gro¼e Versetzungsgeschwin-
digkeit.

Region II: Starke Kaltverfestigung, Doppelgleiten, geringe Versetzungsgeschwindigkeit durch Ver-
setzungsverankerung. Streckgrenze steigt an, Bildung neuer Versetzungen und ErhÄohung
ihrer Dichte

Region III: Dynamische Erholung, Ausheilung von Versetzungen (durch Quergleiten von Schrau-
benversetzungen), Zunahme der Versetzungsdichte. In dieser Region wird das Material
plastisch verformt.

Die Abgleitung lÄa¼t sich aus der mittleren AbgleitlÄangeL, der Anzahl der Versetzungen und der abglei-
tenden FlÄachel1l2 berechnen:

° = N
bL
l1l2

Hierin ist ½= N
l 1 l 2

die Versetzungsdichte. Damit gilt fÄur die Abgleitung ° = ½bLund fÄur die Abgleitge-
schwindigkeit _° = ½bv. Mit v = B¿m

eff und der Taylor RÄuckspannung¿½ = ®Gb
p

½folgt:

_° = ½Bb(¿ ¡ ®Gb
p

½)
| {z }

¿eff

m

Im Bereich I ist die Versetzungsdichte niedirg und damit sind sowohl ¿eff als auch die Versetzungsge-
schwindigkeit hoch. Im Bereich II nimmt die Versetzungsdichte zu. Damit nimmt die e®ektiv wirkende
Spannung ab, da die innere Spannung (Taylor) von der Versetzungsdichte abhÄangt. Um diese wird die
Äau¼ere Spannung vermindert. Die e®ektive Spannung ist damitdie Spannung, die zur VerfÄugung steht,
um die Versetzungen zu bewegen. Auf den Kurvenverlauf bezogen hei¼t dies, da¼ die Ballance zwischen
innerer und Äau¼erer Spannung die Scherdehnung ma¼geblich bestimmt und zur Bildung der drei Bereiche
beitrÄagt. Der dritte Bereich stellt eine Verringerung der Verfestigung dar uns ist ein Erholungsproze¼.
Da er durch die Verformung hervorgerufen wird wird er auch als dynamische Erholung bezeichnet. Re-
kristallisation und Erhohlung sind Inhalt des folgenden Kapitels und werden daher an dieser Stelle nicht
im Detail behandelt.
Zu beachten ist au¼erdem, da¼ diese¿-° -Kurven stark temperaturabh Äangig sind.
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13
Verfestigungsmechanismen

Die Festigkeit eines metallischen Werksto®es ist immer engmit den darin enthaltenen Versetzungen
verbunden. Es gilt die Bewegung der Versetzungen zu verhindern, um ein Material in seiner Festigkeit
zu steigern. Die wichtigsten hierfÄur herangezogenen MÄoglichkeiten und Mechanismen werden im nun
Folgenden dargestellt.

13.1 Verformung und Verfestigung von Polykristallen

Die Verformung von Vielkristallen ist insofern mit Einschr Äankungen gegenÄuber der Verformung von Ein-
kristallen belegt, als da¼ der Vielkristall mit all seinen unterschiedlich orientierten KÄornern sich als Gan-
zes verformen lassen mu¼ und das, ohne da¼ er in seine einzelnen Kristallite zerf Äallt. Dadurch mu¼ jedes
Korn an der Verformung teilnehmen und jedes Korn wird dabei auch von den NachbarkÄornern beein°u¼t.
Aufgrund der unterschiedlichen Orientierungen der KÄorner werden bei Anlegen einerÄau¼eren Spannung
zunÄachst die KÄorner gleiten, die ein Gleitsystem mit einem hohen Schmidfaktor aufweisen. In anderen,
weniger gÄunstig orientierten K Äornern ist die kritische Schubspannung noch nicht erreicht, es ist noch kein
Gleitsystem aktiviert worden. Die Verformung eines einzelnen Korns fÄuhrt also zu einer FormÄanderung,
die von der Umgebung nicht mit getragen wird, weswegen dieseunterdr Äuckt werden mu¼. Dies wieder-
um fÄuhrt zu lokalen elastischen Spannungen wodurch schlie¼lichdie kritische Schubspannung auch in
den NachbarkÄornern erreicht wird. Erst wenn alle KÄorner sich plastisch verformen ist die Streckgrenze
erreicht. Damit kann sich ein Polykristall unter Einwirkun g einer Äau¼eren Spannung nur dann makrosko-
pisch verformen, wenn jedes seiner KÄorner zu einer allgemeinen plastischen FormÄanderung in der Lage
ist. R. von Mieses hat erkannt, da¼ dies nur dann eintreten kann, wenn fÄunf unabhÄangige Gleitsysteme
betÄatigt werden. Kubisch ° Äachenzentrierte Metalle haben zwÄolf f 1 1 1g < 1 1 0 > -Gleitsysteme, wovon
in jeder Ebene aber nur zwei von drei Gleitrichtungen voneinander unabhÄangig sind. Im Zug wird dieser
Fall, der fÄunf unabhÄangige Gleitsysteme aktiv hat durch einen allgemeinen Spannungszustand erzeugt,
der auf dem Gleiten gÄunstiger KÄorner und der Einwirkung anderer KÄorner auf diese Gleitebenen beruht.
Die Aktivierung der f Äunf Gleitsysteme erfolgt also spannungskontrolliert.
An dieser Stelle sei noch einmal auf den Sachverhalt hingewiesen, da¼ die KÄorner unterschiedlicher Orien-
tierungen und Schmidfaktoren sich gegenseitig beein°ussen. Es ist nicht mÄoglich, nur ein Korn plastisch
zu verformen, aber auch bei der Verformung vieler KÄorner gleichzeitig ist diese nicht homogen.
Damit der Kristall w Äahrend der Verformung nicht zerbrÄoselt, die KÄorner aber verschiedene Verformungen
aufweisen dÄurfen, bedarf es sogenannter geometrisch notwendiger Versetzungen an den Korngrenzen. Die-
ser Begri® wurde von Ashby geprÄagt. Abbildung 13.1 verdeutlicht die Notwendigkeit dieser Versetzungen.
Bei der Verformung eines Polykristalls mu¼ es also geometrisch notwendige Versetzungen geben. Ein Po-
lykristall steht unter Zugspannung, wodurch sich die einzelnen KÄorner mit verschiedenen aktiven Gleitsy-
stemen unterschiedlich plastisch verformen. Im zweiten Teilbild werden die einzelnen KÄorner entsprechend
ihren Orientierungen und Schmidfaktoren verformt, als ob sie nicht zusammenhÄangen wÄurden. Hierdurch
entstehen LÄocher und Bereiche mit ÄUberlapp. Erst die EinfÄuhrung geometrisch notwendiger Versetzungs-
anordnungen an den Korngrenzen erlaubt es dann, den Polykristall nahtlos wieder zusammenzufÄuhren.
Es ist plausibel, da¼ die geometrisch notwendigen Versetzungen hauptsÄachlich in KorngrenznÄahe liegen,
wo die Inkompatibilit Äatsspannungen wirken, wÄahrend die nicht gezeigten statistisch gespeicherten Verset-
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Loch

Überlapp

Abbildung 13.1: Veranschaulichung zur Notwendigkeit geometrisch notwendiger Versetzungen. Hypothetisch durch
Rotation der Kristallite entstehende LÄocher und ÄUberlappe mÄussen durch Versetzungen ausgeglichen werden.

zungen die Kristalle entsprechend ihren Orientierungen mehr oder weniger homogen erfÄullen und dadurch
hÄarten.
Wird ein Gleitsystem aktiviert, so werden Versetzungen aufihm generiert. Die Korngrenzen stellen fÄur
die Versetzungen aber unÄuberwindbare Hindernisse dar, da der Burgers Vektor ein Translationsvektor
des Kristalls sein mu¼, was bei einer geÄanderten Orientierung des Kristallites nicht mÄoglich ist. Die
Fortsetzung der Abgleitung in das Nachbarkorn wÄurde dieses zerstÄoren, was aber nicht passiert. Die
Versetzungen stauen sich an der Korngrenze auf. Die Versetzungen sto¼en nachfolgende Versetzungen ab,
wobei der Abstand der Versetzungen durch die absto¼ende Kraft und die Äau¼ere Spannung bestimmt wird.
Da die absto¼ende Kraft mit zunehmender Anzahl von Versetzungen zunimmt, wird auch der Abstand
der Versetzungen grÄo¼er, je weiter diese sich von der Korngrenze entfernen. Die AufstaulÄange ist aber
begrenzt und betrÄagt den halben KorndurchmesserD=2, da auf der entgegengesetzten Seite ebenfalls ein
Aufstau entsteht.

S

t

t

2

Korn 1 Korn 2

S1

D   /2GB

Abbildung 13.2: ErhÄohung des Spannungszustandes an einer Korngrenze durch Aufreihung von Versetzungen und
Ein°u¼ auf das Nachbarkorn.

FÄur eine angelegte Schubspannung kÄonnen eine maximale Anzahl von Versetzungen in der LÄange D=2
aufgereiht werden von:

n =
¼(1 ¡ º )

Gb
D
2

¿

Auf die vorderste Versetzung wirkt die Äau¼ere Spannung, sowie die Kraft der (n ¡ 1) nachfolgenden Ver-
setzungen¿lok = n¿. Diese Spannung wirkt auch in das unverformte Nachbarkorn und erhÄoht damit die
in diesem Korn wirksame Spannung in dessen Gleitsystem. Damit wird auch im zweiten Korn eine Schub-
spannung erzeugt, die grÄo¼er ist als die kritische Schubspannung, wodurch es zu plastischer Verformung
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kommt (wenn ¿lok ¸ ¿krit )

¿ ¸

s
¿krit Gb

D¼(1 ¡ º )
= k0

y
1

p
D

(13.1)

13.1.1 Verfestigung durch Kornfeinung

BerÄucksichtigt man noch, da¼ fÄur sehr gro¼e KÄorner zumindest die kritische Schubspannung¿0 des Ein-
kristalls f Äur die Verformung erforderlich ist, so ergibt sich dieHall-Petch-Beziehung mit ¿ = S¾:

¿ = ¿0 +
k0

yp
D

¾= ¾0 +
kyp
D

(13.2)

Die Hall-Petch-Beziehung ist die Grundlage der Festigkeitssteigerung durch Kornfeinung und ist fÄur viele
Werksto®e experimentell bestÄatigt. ky - Hall-Petch-Konstante.

13.1.2 Umformverfestigung

Aus den Abschnitten Äuber die Passier- und Schneidspannung von Versetzungen kennen wir den Zusam-
menhang der zur Verformung nÄotigen Spannung mit der Versetzungsdichte. Es gilt:

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie lautet die Hall-Petch-Beziehung?

² Welches ist der dominierende Mechanismus bei
der Umformverfestigung?

¿ps = ®1Gb
p

½ps

fÄur die Passierspannung, sowie

¿s =
1
2

Gb
p

½s

fÄur die Schneidspannung von Versetzungen. Wie schon erwÄahnt, wird die Verfestigung auf der Grundlage
von Versetzungen durch dieTaylor-Formel beschrieben, die sich aus der Addition der beiden oben
Genannten ergibt:

¿0 = ®1Gb
p

½ps +
1
2

Gb
p

½s = ®Gb
p

½ (13.3)

Durch Kaltverformung kann in einem Material ein deutlicher Zuwachs an Versetzungen erreicht werden,
wodurch die Versetzungsdichte steigt. Das Material wird kaltverfestigt. Man bezeichnet dies auch als
Umformverfestigung.

13.2 Mischkristallverfestigung

Wesentlich wirksamer in Hinblick auf die Festigkeitssteigerung als die Umformverfestigung oder die Ver-
festigung durch Kornfeinung ist die Mischkristallverfestigung. Wird eine lineare ÄUberlagerung der Fe-
stigkeiten von zwei Elementen gemÄa¼ ihrer prozentualen Zusammensetzung angenommen, so wirdim
Experiment ein deutlich Äuber dieser Linie liegender Verlauf der Festigkeit im Mischkristall in Abh Äangig-
keit von der Konzentration beobachtet. In Abbildung 13.3 ist die kritische Schubspannung von Cu-Ni
Einkristallen in Abh Äangigkeit von der Konzentration gezeigt.
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Abbildung 13.3: Kritische Schubspannung von Cu-Ni Einkristallen in AbhÄangigkeit von der Konzentration.

Das System Cu-Ni ist im gesamten Konzentrationsbereich vollstÄandig mischbar (s. Abb. 4.16). Die Misch-
kristallverfestigung ist eine Folge der Wechselwirkung der Legierungsatome mit den Versetzungen, die zu
der Behinderung der Versetzungsbewegung fÄuhrt. Diese Wechselwirkung hat unterschiedliche Ursachen.
ZunÄachst einmal gibt es den Ein°u¼ der unterschiedlichen Ionenradien, beziehungsweise Gitterparameter
der beteiligten Komponenten. Dieser Ein°u¼ wird auch alsparelastische Wechselwirkung bezeichnet.
Der Einbau von Atomen mit einer anderen GrÄo¼e in das Kristallgitter erzeugt Druck- oder Zugspannun-
gen, je nachdem, ob das Fremdatom grÄo¼er oder kleiner ist. Da es an einer Stufenversetzung geweitete
und komprimierte Bereiche gibt, wie es in Abbildung 13.4 gezeigt ist, wird die mit der elastischen Ver-
zerrung verbundene Energie der Fremdatome verringert, wenn diese sich an der Versetzung und nicht im
ungestÄorten Gitter aufhalten.

Kompression

Aufweitung

1

2

Abbildung 13.4: Kompressions- und Aufweitungszone an einer Stufenversetzung.

Bei der Bewegung der Versetzung (plastische Verformung) mÄussen die Versetzungen von den Fremda-
tomen getrennt werden, was aber nur mÄoglich ist, wenn die elastische Energie des Fremdatoms wieder
erhÄoht wird, damit dies im ungestÄorten Gitter verbleiben kann. Dies wiederum fÄuhrt zu einer rÄucktrei-
benden Kraft auf die Versetzung, die durch eine zusÄatzliche SpannungÄuberwunden werden mu¼. Damit
ist die kritische Schubspannung eines Mischkristalls gegenÄuber derjenigen der reinen Matrix erhÄoht. Diese
Wechselwirkung kann wie folgt berechnet werden:

p =
1
3

(¾xx + ¾yy + ¾zz )

= ¡
Gb
3¼r

1 + º
1 ¡ º

sin £

¢ V - VolumenÄanderung. ¢V = ( a(1+ ±)) 3 ¡ a3, genÄahert: ¢ V = 3­ ± (wenn ± ¿ 1); a - Gitterparameter;
± = da

dx
1
a = d ln a

dx - Faktor der Gitter Äanderung; x - Konzentration; r - Abstand zwischen Fremdatom
und Versetzung; ­ - Atomvolumen; £ - Winkel zwischen der Norm alen zwischen den Gleitebenen und
der Richtung von der Versetzung zum Fremdatom. Damit gilt fÄur die Wechselwirkungsenergie mit der
Versetzung im Ursprung:

¢ E p = p¢ V
µ

3
1 ¡ º
1 + º

¶
(13.4)
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Hieraus berechnet sich die WechselwirkungskraftF p in karthesischen (x; y) - Koordinaten:

F p = ¡
d¢ E p

dx
= ¡

d
dx

µ
¡

Gb
3¼

1 + º
1 ¡ º

x
x2 + y2

¶
¢ V

µ
3

1 ¡ º
1 + º

¶

=
d

dx

µ
Gb
¼

¢ V
x

x2 + y2

¶

=
Gb
¼

¢ V
d

dx

µ
x

x2 + y2

¶ ¯
¯
¯
¯

d
dx

µ
x

x2 + y2

¶
=

x2 + y2 ¡ 2x2

(x2 + y2)2

=
Gb
¼

¢ V
y2 ¡ x2

(x2 + y2)2 (13.5)

F p ist am grÄo¼ten, wennx = y=
p

3 ist, wobei y = b=
p

3 (halber Gleitebenenabstand im kfz-Gitter).

F p
max =

Gb
¼

¢ V
b2

3 ¡ b2

9
¡

b2

9 + b2

3

¢2

=
9
8

G
b¼

¢ V

¢ V lÄa¼t sich nun vereinfacht darstellen, wenn man berÄucksichtigt, da¼ das Gitter in alle Richtungen
gleicherma¼en gestaucht oder gedehnt wird: ¢V = a3(1 + ±)3 ¡ a3

F p
max =

9
8

G
b¼

£
a3(1 + 3±2 + 3±+ ±3) ¡ a3¤

=
9
8

G
b¼

£
a3(3±2 + 3±+ ±3)

¤

=
9
8

G
b¼

£
3a3±2 + 3a3±+ a3±3¤

da ± ¿ 1 und b » a gilt folgt:

F p
max '

9
8

G
b¼

3±a3 ' Gb2j±j

An dieser Stelle sei noch angemerkt, da¼ fÄur diese Wechselwirkung ein hydrostatisches Spannungsfeld der
Versetzungen vorausgesetzt wird. Schraubenversetzungenhaben kein solches Spannungsfeld und daher
auch keine parelastische Wechselwirkung mit Fremdatomen.Nur im Fall von nicht isotropen Spannungs-
feldern (wie z. B. in ®¡ Fe, wo dieses Verzerrungsfeld tetragonal ist) tragen auch Schraubenversetzungen
zur parelastischen Wechselwirkung bei.
Die Legierungselemente kÄonnen darÄuberhinaus auch einen anderen SchermodulG als die Matrix aufwei-
sen. Da die Energie einer Versetzung dem Schermodul proportional ist, gibt es eine weitere Ursache fÄur
die Wechselwirkung von Versetzungen mit Fremdatomen. In diesem Fall spricht man vondielastischer
Wechselwirkung oder dem Schubmodul-E®ekt. Durch den anderen Schubmodul trÄagt das Volumen,
welches vom Fremdatom eingenommen wird, anders zur Gesamtenergie der Versetzung bei und erzeugt
deshalb einen Energieunterschied zum reinen Metall. DieseWechselwirkungsenergie der Linienenergie
einer Schraubenversetzung betrÄagt (ohne Herleitung):

¢ E d =
Gb2

8¼2r 2 ­ ´ (13.6)

­ - Atomvolumen, ´ = @ln G
@x

¡
= 1

G
dG
dx

¢
, x - Konzentration. Damit gilt f Äur die maximale Kraft:

F d
max '

1
20

Gb2j´ j

Im Vergleich zum parelastischen Fall (E p ) fÄallt E d schneller mit r ab. Dagegen istj´ j hÄau¯g viel gr Äo¼er
als j±j (E p / 1=r, E d / 1=r2).
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Schlie¼lich hÄangt die Stapelfehlerenergie von der Zusammensetzung ab, man spricht in diesem Fall
von chemischer Wechselwirkung . Die Stapelfehlerenergie nimmt fÄur gewÄohnlich mit zunehmender
FremdkÄorperkonzentration ab. Mit abnehmender Stapelfehlerenergie erhÄoht sich die Aufspaltungsweite
der Teilversetzungen, wodurch diese schwerer wieder zusammengefÄuhrt werden kÄonnen, wenn die Verset-
zung durch den Kristall bewegt werden soll. Die Gesamtenergie verringert sich. Fremdatome wandern
bevorzugt zu den Versetzungen, um durch KonzentrationserhÄohung die Stapelfehlerenergie zu verringern.

13.2.1 Kritische Schubspannung bei Mischkristallverfest igung

Die ErhÄohung der kritischen Schubspannung durch Mischkristallverfestigung ergibt sich wie folgt: Die
rÄucktreibende Kraft Fmax = F p

max + F d
max mu¼ durch eine ErhÄohung der kritischen Schubspannung¿c

kompensiert werden. Nach Peach-Koehler gilt:

Fmax = ¢ ¿c
~blF

lF - Fridel-Abstand, dies ist nicht einfach der mittlere Absta nd der Fremdatome, sondern die Strecke,
die eine Versetzung zwischen diesen Fremdatomen (=Haltepunkten) zur Äucklegt. Die Versetzungslinie ist
keine Gerade, sondern verhÄalt sich unter dem Ein°u¼ einerÄau¼eren Spannung °exibel und baucht aus.
Dieses Ausbauchen ist von der Schubspannung abhÄangig und um so stÄarker ausgeprÄagt, je grÄo¼er diese
ist. Mit zunehmender Ausbauchung steigt aber auch die Wahrscheinlichkeit, auf dem Weg ein weiteres
Fremdatom 'einzufangen'. Die Fridel-LÄange betrÄagt:

lF =
µ

6G
¢ ¿cxF b

¶ 1
3

(13.7)

xF - Fremdatomkonzentration in der Gleitebene entlang der Versetzungslinie (= xb2) x - Volumenkon-
zentration.

ZUM N ACHDENKEN:
² Was sind die dielastische und parelastische

Wechselwirkung?

² Wie verhalten sie diese beiden im Vergleich zu-
einander?

² Wie lautet die Peach-KÄohler-Gleichung und wel-
chen Zusammenhang beschreibt sie?

Fmax =|{z}
E ?

el = 1
2 Gb2

¢ ¿cb
µ

3Gb2

±¿cxb3

¶ 1
3

= ¢ ¿
2
3

c b
2
3

µ
3G
x

¶ 1
3

F
3
2max = ¢ ¿cb

r
3G
x

¢ ¿c =
F

3
2max

p
x

b
p

3G

Der Anstieg der Scherspannung ¢¿c durch Mischkristallh Äartung ist proportional zu der Wurzel der Kon-
zentration der Fremdatome

¢ ¿c /
p

x (13.8)

Mit Fmax = F p + F d folgt:

¢ ¿c =
(Gb2)

3
2 (j±j + 1

20 j´ j)
3
2
p

x

b
p

3G

=
1

p
3

Gb2p
x(j±j +

1
20

j´ j)
3
2

Die Zunahme der Scherspannung mit der Wurzel der Konzentration der Fremdatome ist in Abbildung 13.5
fÄur verschiedene substitutionelle Mischkristalle gezeigt.
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Abbildung 13.5: Scherspannung verschiedener substitutioneller Mischkristalle in AbhÄangigkeit von der Wurzel der
Konzentration.

13.3 Dispersionsh Äartung

EnthÄalt ein Metall nichtmetallische Einschl Äusse, wie zum Beispiel Oxide, dann kÄonnen diese festigkeits-
steigernd wirken. Oxide werden oft auch bewu¼t der Schmelze zugesetzt, um eine Kornfeinung zu errei-
chen. Der Grund fÄur die Festigkeitssteigerung ist die Verhinderung der Versetzungsbewegung durch die
eingebetteten Partikel hindurch. Der einzige mÄogliche Verformungsmechanismus besteht darin, da¼ die
Versetzungen die Hindernisse umgehen mÄussen.

D''

bt

q

F

ET

D'D

l

Abbildung 13.6: .

ÄAhnlich, wie bei der Frank-Read-Quelle wird hier ein Mechanismus entwickelt, bei dem ab einer bestimm-
ten kritischen Spannung die Versetzung ein HindernisÄuberwinden kann. GemÄa¼ Abbildung 13.6 sind D,
D' und D" Punkte, die die Versetzung festhalten. Es wirken zwei Kr Äafte, zum einen die Kraft des Hin-
dernisses und zum zweiten diejenige, die mit der Linienenergie der Versetzung verbunden ist. Letztere ist
als 1=2Gb2 de¯niert. GemÄa¼ Abbildung 13.6 berechnet sich die Linienenergie zu:

F = 2ET cos £

Diese Kraft steht mit der von au¼en angelegten Spannung, die sich gemÄa¼ Peach-Koehler (F = ¿bl) zu
Folgendem ergibt:

F = 2ET cos £ = ¿bl

l - mittlerer Abstand zwischen zwei Haltepunkten. Die maximale Kraft wird dann eintreten, wenn die
Versetzungslinie zu Halbkreisen ausgebaucht ist (cos £ = 0). Wenn das Spannungsfeld grÄo¼er wird, kann
der Proze¼ nicht mehr gestoppt werden, da die KrÄummung der Versetzungslinie von nun an kleiner ist
als in der Halbkreiskon¯guration. Wie bei der Frank-Read-Quelle fallen die Versetzungslinien zusammen,
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wodurch die Versetzung das Hindernis umgangen hat und einenVersetzungsring um das Hindernis zurÄuck
lÄa¼t. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 13.7 gezeigt.

l

2r

Abbildung 13.7: .

Die Spannung, die zur Erzeugung einerÄaquivalenten Frank-Read-Quelle benÄotigt wird, ist:

¿FR =
2ET

bl
0

2Gb2

2bl
=

Gb
l

Der Abstand der Haftzentren ist mit der Mikrostruktur verbu nden. Die Versetzungsdichte istÄuber l ¼ 1p
½

mit l verbunden. Durch feine, sowie fein verteilte Partikel der zweiten Phase kann eine hohe Festigkeits-
steigerung erreicht werden.

¿OR =
Gb
l

(13.9)

¿OR wird als Orowanspannung fÄur das ÄUberwinden von Partikeln bezeichnet. Im Wesentlichen wirddamit
die Versetzungsbewegung durch den Partikelabstand bestimmt.
Dieser mittlere Abstand von Partikeln in der Gleitebene wird nun wie folgt bestimmt: Der Volumenanteil
der Dispersoide betrÄagt: f = 4

3 ¼r3N mit N - Anzahl der Teilchen pro Einheitszelle; l - Abstand der
Partikel in der Gleitebene l = 1p

N GP
. Alle Teilchen, die im Band 4r um diese Gleitebene liegen, werden

von ihr geschnitten, wie es Abbildung 13.8 verdeutlicht.
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Abbildung 13.8: .

Also gilt:

NGP = 4 rN

l =
1

p
4rN

=
1

q
4r 3f

4¼r3

=
r

q
3f
¼

'
r

p
f

¿OR '
Gb

p
f

r
(13.10)

Es ist leicht, den Partikeldurchmesser zu bestimmen und vonder Probenherstellung kennt man den
Anteil der Phase. GemÄa¼ Gleichung 13.10 kann also der Verfestigungse®ekt von Dispersoiden berechnet
werden. Feine Dispersoide sind bei gegebenem Volumenanteil der Dispersoide e®ektiver bezÄuglich der
Festigkeitssteigerung. Kaltverfestigung in Materialien, die Dispersoide enthalten, ist sehr viel e±zienter,
verglichen mit solchen, die keine Dispersoide enthalten, da durch die Versetzungsringe um die Dispersoide
starke Spannungsfelder aufgebaut werden. Eine folgende Versetzung braucht damit eine hÄohere Spannung,
um das Teilchen mit dem darum liegenden Versetzungsring zu umgehen, als die erste Versetzung.
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13.4 Ausscheidungsverfestigung

Ausscheidungen entstehen, wenn ein homogener Mischkristall abgekÄuhlt wird, wodurch der Zustand im
Phasendiagramm eine PhasengrenzlinieÄuberschreitet. Von nun an sollte der Kristall in einem zweipha-
sigen Zustand vorliegen. Gezielt werden Ausscheidungen hergestellt, indem der homogene Mischkristall
zunÄachst abgeschreckt wird, wodurch er als homogener Mischkristall auch bei tieferen Temperaturen wei-
terhin vorliegt, obwohl das zugrunde liegende Phasendiagramm bei diesen tiefen Temperaturen eigentlich
einen zweiphasigen Zustand vorgibt. Die Di®usion reicht andieser Stelle nicht aus, um den Mischkristall
zu entmischen. Bei einer anschlie¼enden WÄarmebehandlung bei mittleren Temperaturen ist die Di®usi-
on erhÄoht und der Mischkristall kann in die beiden durch das Phasendiagramm vorgegebenen Phasen
separieren. Die so entstandenen Ausscheidungen sind durchPhasengrenzen von der Matrix getrennt. In
Abbildung 13.9 ist ein mÄoglicher Weg gezeigt, um Ausscheidungen eines nominellen Sn ¡ 70at: ¡ %Pb
Mischkristalls zu erzeugen.
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Abbildung 13.9: MÄoglicher Weg einenSn ¡ 70at:¡ %Pb Mischkristall gezielt auszuscheiden. Bei (1) wird der Misch-
kristall homogenisiert und zu (2) abgeschreckt. Eine anschlie¼ende WÄarmebehandlung bei (3) fÄuhrt zur Ausscheidung
einer Phase (hier (Sn) im (Pb)-Mischkristall).

Die Phasengrenze zwischen Ausscheidung und Matrix kann nunsowohl inkohÄarent, als auch semi-kohÄarent
oder teilkohÄarent sein. InkohÄarente Phasengrenzen wirken auf Versetzungen wie unÄuberwindbare Korn-
grenzen. Aus diesem Grund sind inkohÄarente Phasengrenzen in Hinblick auf die Festigkeitssteigerung
genauso e®ektiv, wie Partikel oder Dispersoide. Allerdings sind in der Regel die bei hohen Temperaturen
gebildeten Ausscheidungen sehr gro¼, wodurch sie zur Erzielung hoher Festigkeiten nicht geeignet sind.
KohÄarente, oder teilkohÄarente Phasengrenzen sind derart, da¼ Versetzungen sich durch sie hindurch bewe-
gen kÄonnen, da sich die kristallographischen Ebenen mit leichter Verzerrung Äuber die Phasengrenze hinweg
fortsetzen. HierfÄur mÄussen HaltekrÄafte der Ausscheidungen, die auf die Versetzung wirken,Äuberwunden
werden. Dabei sind zunÄachst die bereits besprochenen parelastische und dielastische Wechselwirkungen
zu berÄucksichtigen. Die parelastische Wechselwirkung nimmt mitsteigender GrÄo¼e der Ausscheidungen
zu. Es gilt:

F p
max = Gbj±jr ; F d

max = Gb2j´ j (13.11)

Bewegt sich eine Versetzung durch eine kohÄarente Ausscheidung, so wird das Teilchen abgeschert, weil
die Versetzung die Atome auf der einen Seite der Gleitebene verschiebt. Dies ist in Abbildung 13.10
dargestellt.
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b

Abbildung 13.10: .

Durch das Abscheren entstehen zusÄatzliche Phasengrenz°Äachen, deren Energie beim Schneiden des Teil-
chens durch die angelegte Spannung aufgebracht werden mu¼. Die entsprechende Kraft auf die Versetzung
ist mit der spezi¯schen Grenz°Äachenenergie° p gekoppelt durch:

F s = ° p r

wobei hier ein Geometriefaktor vernachlÄassigt wurde.
Ist das Teilchen geordnet, so wird beim Schneiden des Teilchens lÄangs der Gleitebene die Ordnung zerstÄort,
es entsteht eine Antiphasengrenze. Der Wechsel von Phasen-zu Antiphasengrenze durch Abscheren eines
Teilchens ist in Abbildung 13.11 schematisch skizziert.

Abbildung 13.11: Entstehung einer Antiphasengrenze in einem geordneten Teilchen durch Abscheren.

Damit mu¼ zum Abscheren des Teilchens zusÄatzlich die Energie der Antiphasengrenze° APG aufgebracht
werden

F APG = ° APG r

DarÄuberhinaus hat das Teilchen in der Regel eine andere Stapelfehlerenergie als die Matrix. Damit ist die
Aufspaltungsweite der Versetzung im Teilchen verschiedenvon der in der Matrix. Ist diese im Teilchen
kleiner, so spaltet die Versetzung im Teilchen in Teilversetzungen auf. Beim Verlassen des Teilchens
mÄussen diese wiederum zusammengefÄuhrt werden, was mit einem Mehraufwand an Energie verbunden
ist. Im umgekehrten Fall mu¼ eine zusÄatzliche Kraft aufgebracht werden, um die VersetzungÄuberhaupt
in das Teilchen hineinzubekommen.
Bei nicht geordneten Teilchen spielt die Antiphasengrenzekeine Rolle, damit auchF APG . Sieht man vom
dielastischen Beitrag ab, so nehmen alle KrÄafte mit der AusscheidungsgrÄo¼e zu. Daher kann man eine
parelastische Kraft einfÄuhren, deren ProportionalitÄatskonstante eine Grenz°Äachenenergie ist.

Gbj±j = ° 0
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13.4.1 Die kritische Scherspannung beim Schneiden von Teil chen

Da nun die wesentlichen KrÄafte proportional zu r sind, kann man schreiben

Fmax =
»
° ¢r

Andererseits kann diese Kraft auch gemÄa¼ der Peach-Koehler-Gleichung beschrieben werden

Fmax = ¢ ¿cblF

)

¢ ¿c =
Fmax

blF
=

»
° r
blF

=
»
°

3
2

b

p
rf

p
6E ?

el

=
»
°

3
2

b2

r
rf
3G

(13.12)

Die Spannung ¢¿c zum Durchschneiden der Teilchen nimmt also mit
p

f r zu. Sie kann jedoch nicht grÄo¼er
als die Orowan Spannung werden, denn dann kann die Versetzung das Hindernis leichter umgehen, als
schneiden. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 13.12 dargestellt.
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Abbildung 13.12: VerÄanderung der Festigkeit in AbhÄangigkeit von der PartikelgrÄo¼e.

Es ist daher leicht einzusehen, da¼ es eine TeilchengrÄo¼er 0 gibt, bei der eine maximale Festigkeit erzielt
werden kann, nÄamlich

¢ ¿c = ¿OR

Durch Vergleich von ¢ ¿c =
»
°

3
2

b2

q
rf
3G und ¿OR = Gb

p
f

r erhÄalt man

r 0 =
Gb2

»
°

3
p

3 (13.13)

Die Einstellung der TeilchengrÄo¼er 0 ist das Ziel der AushÄartung. Es bleibt anzumerken, da¼r 0 nicht
vom prozentualen Anteil der ausgeschiedenen Phase abhÄangt.

13.4.2 Aush Äartung von Legierungen

Ein wichtiges Verhalten zur Festigkeitssteigerung ist dasAushÄarten von Legierungen. Die Grundlage der
Festigkeitssteigerung durch AushÄarten liegt in der durch Ausscheidung gewonnenen zweiten Phase. Bei
der Ausscheidung ist das zugrundeliegende Phasendiagrammvon besonderer Bedeutung. Generell gilt,
da¼ man einen gro¼en Festigkeitsanstieg durch eine hohe Auslagerungstemperatur erreicht. Bei niedri-
geren Temperaturen steigt die HÄarte langsamer aber stetig an, bis ein Plateauwert erreichtwird. Es
wird zunÄachst eine kohÄarente und spÄater teilkohÄarente metastabile Phase ausgeschieden und nicht eine
inkohÄarente Phase. Diese wird erst bei hÄoheren Temperaturen ausgeschieden. Nach dem Plateauwert der
HÄarte wird hierdurch ein weiterer HÄarteanstieg beobachtet, der ein Maximum zeigt. Bei noch hÄoheren
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Temperaturen werden Plateau und Maximum schneller erreicht, liegen aber bei geringeren Werten. Dieses
Absenken der HÄartewerte liegt darin begrÄundet, da¼ die Anzahl der ausgeschiedenen Phasen geringer ist.
Bleibt wegen der niedrigen Temperatur die AushÄartung auf die erste Stufe beschrÄankt, so spricht man
von Kaltaush Äartung . Erst bei hÄoheren Temperaturen erhÄalt man auch die zweite Stufe. Dies wird als
Warmaush Äartung bezeichnet. Sie ist im Wesentlichen auf die Ausbildung der inkohÄarenten Ausschei-
dungsphase zurÄuckzufÄuhren.
Durch VergrÄoberung der Ausscheidungen bei lÄangeren GlÄuhzeiten (Ostwald-Reifung) kommt es zur Ver-
grÄoberung der Teilchen, zu einer zahlenmÄa¼igen Verringerung und zu einer Festigkeitsabnahme, weil die
Ausscheidungen von den Versetzungen mit dem Orowan Mechanismus leichter umgangen werden kÄonnen.
Diesen E®ekt nennt manÄUberalterung .
Der HÄartungse®ekt ist optimal, wenn der Teilchenabstand mÄoglichst klein ist und die Ausscheidungen
homogen im Kristall verteilt sind. Dies wird als kontinuier liche Ausscheidung bezeichnet. Im Gegensatz
dazu werden inkohÄarente oder diskontinuierliche Ausscheidungen hÄau¯g an Gitterfehlern, wie Versetzun-
gen, oder Korngrenzen gebildet. Bleibt die Ausscheidung auf die Gebiete um die Gitterfehler beschrÄankt,
werden die mechanischen Eigenschaften oft nur unzureichend verbessert.

Damit k Äonnen die vorgestellten Festigungsmechanismen zusammengefa¼t werden:

Umformverfestigung Versetzungsdichte ¿ /
p

½
PhasengrenzhÄartung Kornfeinung ¿ / 1

D
Mischkristallverfestigung FremdatomkonzentrationserhÄohung ¿ /

p
x

Ausscheidungs- und
Dispersionsverfestigung

feine inkohÄarente Phasen ¿ /
p

r oder ¿ / 1
r

ZUM N ACHDENKEN:
² Von welcher GrÄo¼e hÄangt die fÄur das ÄUberwin-

den von Teilchen nÄotige Spannung ab?

² Wie gro¼ ist die Schneidspannung?

² Welcher Parameter bestimmt, ob ein Teilchen
umgangen, oder geschnitten wird?

² Wie ist die Partikelgr Äo¼e zu wÄahlen, um einen
maximalen Beitrag zur Festigkeit aufgrund der
Teilchenverfestigung zu bekommen?

² Welche festigkeitssteigernde Mechanismen gibt
es und welches sind ihre wesentlichen Merkmale?
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Auswirkungen von W Äarmebehandlungen

Mit der plastischen Verformung eines Werksto®s wird die Anzahl und die Dichte von Gitterfehlern, ins-
besondere der Versetzungen, erhÄoht. Damit wird auch die innere Energie des Werksto®s vergrÄo¼ert, und
gleichzeitig wird der GefÄugezustand mehr und mehr instabil. In diesem Zustand bedingt eine WÄarmebe-
handlung - also eine TemperaturerhÄohung - einen Abbau der inneren Energie, indem die Struktur der
Gitterfehler verÄandert wird. Dies geschieht vor allem durch Umordnung oder Beseitigung der in das Ma-
terial eingebrachten Versetzungen, wobei die Bewegung derVersetzungen thermisch aktiviert ist. Durch
die WÄarmebehandlung im Anschlu¼ an eine plastische Verformung wird die Mikrostruktur ver Äandert und
damit die mechanischen Eigenschaften beein°u¼t, wohingegen die physikalischen Eigenschaften oft nur
wenig beein°u¼t werden.
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Abbildung 14.1: Auswirkung von Kaltverformung und Anla¼temperatur aufdie Streckgrenze, das Kornvolumen, die
elektrische LeitfÄahigkeit und die Bruchdehnung.

Betrachtet man die Festigkeit als Funktion der Temperatur, bei der die WÄarmebehandlung statt¯ndet, so
kÄonnen drei Bereiche ausgemacht werden. Im unteren Temperaturbereich Äandert sich die Festigkeit nur
wenig. Bei mittleren Temperaturen wird ein starker Abfall d er Festigkeit beobachtet, der bei hohen Tem-
peraturen wieder stark nachlÄa¼t. Die drei Bereiche des Festigkeitsverlustes haben verschiedene Ursachen
und werden daher grundsÄatzlich in Erholung (niedrige Temperatur), Rekristallisa tion (mittlere Tempera-
tur) und Kornwachstum (hohe Temperatur) eingeteilt. Die Ab bildung 14.1 zeigt zusÄatzlich die ÄAnderung
der Bruchdehnung, der KorngrÄo¼e und des elektrischen Widerstandes, sowohl in AbhÄangigkeit vom Um-
formgrad, der wÄahrend der vorausgehenden Verformung erreicht wird, als auch von der Temperatur der
WÄarmebehandlung. Mit zunehmender Verformung nimmt die Streckgrenze zu und die Bruchdehnung ab.
Gleichzeitig verringert sich die LeitfÄahigkeit. WÄahrend der anschlie¼enden WÄarmebehandlung nimmt die
Streckgrenze ab und in gleichem Ma¼e die Bruchdehnung zu. DieLeitf Äahigkeit wird durch die W Äarmebe-
handlung verbessert, wobei der Anteil der Gitterfehlstellen am elektrischen Widerstand stark abnimmt
und sogar verschwinden kann. WÄahrend der Rekristallisation nimmt die Korngr Äo¼e ab, die im weiteren

223
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Verlauf (Kornwachstum) jedoch stark zunimmt.
Im Folgenden sollen die Begri®e zusammenfassend erklÄart werden:

² Die Kristallerholung ist durch das Ausheilen nulldimensionaler Gitterfehler sowie von Verset-
zungen gekennzeichnet. Die Erholung lÄauft damit so lange ab, wie diese Gitterfehler in Nicht-
Gleichgewichtskonzentration vorhanden sind.

² Der Vorgang der Rekristallisation wird im Äublichen Sprachgebrauch sehr weit gefa¼t, indem alle
Prozesse einbezogen werden, die wÄahrend der WÄarmebehandlung zu einer Neubildung des GefÄuges
fÄuhren. Insbesondere zÄahlen hierzu die Prozesse der Korngrenzenbewegung, sowie alle Prozesse, die
zu einer Verringerung der inneren Energie des Kristallverbundes fÄuhren. Damit ist die Rekristallisa-
tion als Neubildung des KorngefÄuges grundsÄatzlich von der Erholung zu unterscheiden. Sie vollzieht
sich durch die Bildung von Gro¼winkelkorngrenzen und deren Bewegung. Hierbei wird die durch
die Verformung hervorgerufene Struktur beseitigt.

² Man spricht von prim Äarer Rekristallisation , wenn sie durch die im Material gespeicherte Verset-
zungsenergie angetrieben wird. Dieser Vorgang ist durch eine Keimbildung und das Keimwachstum
charakterisiert, da bei der WÄarmebehandlung zunÄachst kleine KÄorner entstehen, die im weiteren
Verlauf wachsen. Da die Versetzungsdichte im Material nicht gleichmÄa¼ig, sondern diskontinuierlich
von diskreten KÄornern ausgehend geÄandert wird, wird oft auch von diskontinuierlicher Rekri-
stallisation gesprochen.

² Wenn die Korngrenzenbewegung stark unterdrÄuckt ist, was zum Beispiel dann der Fall sein kann,
wenn das Material sehr stark kaltverformt wurde, so kommt eszu einer starken Erholung, bei der
sowohl Klein- als auch Gro¼winkelkorngrenzen entstehen. Dann tritt die sogenannte in-situ Rekri-
stallisation ein, wobei eine Neubildung des GefÄuges ohne Wanderung von Gro¼winkelkorngrenzen
statt¯ndet. Dieser Proze¼ erfa¼t das GefÄuge homogen und wird daher auch alskontinuierliche
Rekristallisation bezeichnet.

² Im Anschlu¼ an die Rekristallisation nimmt die KorngrÄo¼e bei WÄarmebehandlungen in der Regel
weiter zu. Die KorngrÄo¼e kann dabei auf zwei Arten vergrÄo¼ert werden. Entweder nimmt die mitt-
lere KorngrÄo¼e des GefÄuges gleichmÄa¼ig zu, das hei¼t einige KÄorner wachsen auf Kosten kleinerer,
wobei die kleine KorngrÄo¼e aus dem GefÄuge verschwindet. Dieser Fall wird alsstetige Kornver-
gr Äo¼erung bezeichnet.
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Abbildung 14.2: Verteilung der KorngrÄo¼en bei stetiger (links) und unstetiger (rechts) KornvergrÄo¼erung.

² Auf der anderen Seite wird auch der Fall beobachtet, wo einige KÄorner ein starkes Wachstum
zeigen, die anderen KÄorner ihre GrÄo¼e aber praktisch nicht verÄandern. In diesem Fall spricht man
von unstetiger Kornvergr Äo¼erung oder auch vonsekund Äarer Rekristallisation . Die unstetige
KornvergrÄo¼erung fÄuhrt zu grÄo¼eren KÄornern

² ÄAndern sich wÄahrend oder nach der sekundÄaren Rekristallisation die VerhÄaltnisse der Ober°Äachen-
energien, so kann erneut diskontinuierliches Wachstum auftreten. Dies wird dann als terti Äare Re-
kristallisation bezeichnet. Die ÄAnderungen im GefÄuge sind bei der sekundÄaren und tertiÄaren Re-
kristallisation im Prinzip gleich, die energetischen Ursachen sind jedoch verschieden. Beobachtet
wird die terti Äare Rekristallisation zum Beispiel dann, wenn die KorngrÄo¼e die kleinste Abmessung
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der Probe erreicht hat. Dies kann zum Beispiel die Dicke eines Bleches sein. In diesem Fall kommt
die unstetige KornvergrÄo¼erung zum Erliegen

GrundsÄatzlich wird bei Erholung und Rekristallisati-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wie verÄandern sich Streckgrenze und Bruchdeh-
nung bei WÄarmebehandlungen in AbhÄangigkeit
von der Temperatur?

on unterschieden, ob diese wÄahrend der Verformung,
oder im Anschlu¼ daran statt¯ndet. Man unterschei-
det zwischen dynamischen (wÄahrend der Verformung)
und statischen (im Anschlu¼) VorgÄangen.
Nachdem nun die wichtigsten Begri®e, die im Zusam-
menhang mit den Auswirkungen von WÄarmebehand-
lungen stehen, dargelegt wurden, sollen die zu Grunde liegenden PhÄanomene und die Auswirkungen im
Detail erklÄart werden.

14.1 Kristallerholung

Versetzungen und andere Gitterfehler, die durch das Umformen eines Materials entstehen, sind thermody-
namisch instabil, da sie nicht thermisch, sondern mechanisch erzeugt wurden. Damit ist auch das GefÄuge
und der verformte Zustand prinzipiell instabil. Dennoch bleibt der verformte Zustand bei hinreichend
niedrigen Temperaturen erhalten, da die HaltekrÄafte der Versetzungen grÄo¼er sind als die durch ther-
mische Aktivierung hervorgerufenen KrÄafte. Bei hohen Temperaturen kommt es zum Quergleiten von
Schraubenversetzungen, beziehungsweise zum Klettern vonStufenversetzungen, wodurch diese energe-
tisch gÄunstigere Positionen einnehmen kÄonnen. Versetzungen kÄonnen zum Beispiel den Kristall verlassen,
oder sich gegenseitig auslÄoschen. Die Versetzungsdichte nimmt bei diesen VorgÄangen ab, jedoch verhÄalt-
nismÄa¼ig schwach; es kÄonnen sich spezielle Muster von Versetzungsanordnungen bilden. Dieser Vorgang
wird als Kristallerholung bezeichnet. Genauer spricht manvon Erholung erster Ordnung, wenn die Erho-
lung ohne die Bildung von Subkorngrenzen ablÄauft. Andernfalls wird die Erholung als Erholung zweiter
Ordnung oder Polygonisation bezeichnet.
Die Kristallerholung beruht, wie gesagt, auf der Wechselwirkung der Versetzungen untereinander. Dies
wird mÄoglich, da das Spannungsfeld der Versetzungen langreichweitig ist. Die Kraft zwischen zwei Stu-
fenversetzungen mit parallelen Burgers Vektoren ist

F = ¿b2 =
Gb1b2

2¼r(1 ¡ º )
cos £ cos 2£

Antiparallele Versetzungen ziehen sich gegenseitig an, und wenn sie sich tre®en, vereinigen sie sich und
lÄoschen sich gegenseitig aus. Be¯nden sich diese Versetzungen nicht auf derselben Gleitebene, sondern
auf parallelen, so kommt es zur Bildung eines Versetzungsdipols, der eine wesentlich geringere Energie
hat als die zwei einzelnen Versetzungen. Durch Klettern derVersetzungen kann schlie¼lich auch der
Versetzungsdipol ausgelÄoscht werden.
Da das Spannungsfeld der Versetzungen langreichweitig ist, kommt es auch dann noch zu Wechselwir-
kungen, wenn die Versetzungen in zwei Gleitebenen liegen, die weiter voneinander entfernt sind.

K

Kx

y

y

x

Abbildung 14.3: Kraft auf eine Versetzung, die sich im Spannungsfeld einer weiteren Versetzung und auf einer
parallelen Gleitebene be¯ndet.

In der Abbildung 14.3 sind die Kraftkomponenten auf eine Versetzung, die in einer Gleitebene parallel zu
der ersten liegt, dargestellt. Beide Versetzungen sollen parallele Burgers Vektoren haben und die Verset-
zung in der zweiten Ebene be¯ndet sich in dem Bereich, der durch die 45±-Linien gekennzeichnet ist. Es
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kommt zu einer Bewegung der Versetzungen, die zu der stabilen Lage fÄuhrt, in der beide Versetzungen
Äubereinander angeordnet sind. Diese Kon¯guration ist energetisch gÄunstiger als die Ausgangslage. Bedeu-
tend wird diese Energieminimierung aber erst dann, wenn viele Versetzungen sich derartÄubereinander
angeordnet haben. Die Reichweite des Spannungsfeldes einer Versetzung wird dann auf den Abstand der
Versetzungen herabgesetzt, wodurch die Energie der einzelnen Versetzung minimiert wird.
Die beschriebene Anordnung entspricht der einer symmetrischen Kleinwinkelkorngrenze, genauer einer
symmetrischen Kleinwinkelkippkorngrenze. Die Energie dieser Korngrenze lÄa¼t sich wie folgt bestimmen:
Be¯nden sich N Versetzungen pro cm in dieser Anordnung, so wird die Energiepro FlÄacheneinheit zu:

°KWKG = N
·

Gb2

4¼(1 ¡ º )
ln

r
2b

+ Ek

¸
(14.1)

In dem Term r=2b von Gleichung 14.1 steckt die Orientierungsdi®erenz £ zwischen den KÄornern drin; es
gilt ja £ = b

r ; 1
r = £

b = N .

°KWKG = £( K 1 ¡ K 2 ln £)

mit

K 1 =
Ek

b
¡ K 2 ln 2 und K 2 =

Gb
4¼(1 ¡ º )

Mit steigender Zahl der Versetzungen in der Korngrenze
ZUM N ACHDENKEN:

² Was sind die Voraussetzungen damit sich ein
Kristall erholen kann?

² Durch welchen Voragng verÄandert sich das
GefÄuge bei Kristallerholung?

² Wie verÄandert sich die Versetzungsdichte bei
Kristallerholung?

wird die Energie pro Versetzung weiter verringert, wes-
wegen auch die Kleinwinkelkorngrenzen bestrebt sind,
sich zu vereinigen. Es bilden sich in der Regel netz-
werkartige Muster aus Kleinwinkelkorngrenzen, die eine
geringere Energie zeigen als die einzelnen Kleinwinkel-
korngrenzen. Durch die Vereinigung vieler Kleinwinkel-
korngrenzen kÄonnen schlie¼lich Gro¼winkelkorngrenzen
erzeugt werden.

Bleibt anzumerken, da¼ diese Betrachtungen genauso fÄur Schraubenversetzungen und gemischte Verset-
zungen GÄultigkeit haben.

14.1.1 Polygonisation

Die Erholung beginnt in den am stÄarksten verformten Bereichen des Werksto®s. Diese Bereiche zeigen
die grÄo¼te Versetzungsdichte und damit ist die geringste Energie nÄotig, um an diesen Stellen die Verset-
zungsbewegung thermisch zu aktivieren.
ModellmÄa¼ig kann der Vorgang der Polygonisation die Entstehung von Kleinwinkelkorngrenzen in einem
plastisch gebogenen KristallstÄuck verdeutlichen. Nach der Biegung des Kristalls wird in dem Kristall ein
ÄUberschu¼N + von Versetzungen beobachtet. Dieser hÄangt mit dem Kr Äummungsradius r K gemÄa¼ der
Nyeschen Beziehung zusammen

N + =
1

rK b
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Q
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Abbildung 14.4: In einem unter Biegebeanspruchung stehendem Kristall werden Versetzungen in GleitebenenÄuber-
einander angeordnet. Hierdurch entstehen Kleinwinkelkorngrenzen, die sogenannten PolygonisationswÄande (rechts).

Diese Beziehung erhÄalt man, wenn man die LÄangen der Ober- und Unterseite des Kristalls vergleicht, die
sich genau um die Zahl der durch die Biegung verursachten zusÄatzlichen Ebenen unterscheiden. Bei der
Gleitung bilden die Versetzungen energetisch gÄunstigere Anordnungen, die Kleinwinkelkorngrenzen. Da-
durch gehen die zunÄachst kontinuierlich gebogenen Netzebenen in PolygonzÄuge Äuber. Die Polygonisation
ist damit mit der Bildung von Subkorngrenzen in einem Zusammenhang zu sehen. Die Polygonisation
kann durch Laue-Aufnahmen nachgewiesen werden. Das Mosaik der Laue-Re°exe wird schmaler, wenn
es zur Polygonisation kommt. DafÄur spalten die Re°exe jedoch in mehrere auf, entsprechend der Anzahl
der SubkÄorner, die durch die energetisch gÄunstigere Versetzungsanordnung gebildet werden.

Abbildung 14.5: Die Lage der VersetzungenÄubereinander ist energetisch gÄunstiger, daher gleiten die Versetzungen
zu diesen Positionen und bilden Kleinwinkelkorngrenzen (rechts).

Die Erholung erfolgt durch thermische Aktivierung und benÄotigt somit keine Inkubationszeit. Damit ist
ihre Kinetik von der Rekristallisation grunds Äatzlich verschieden. Erholung macht sich bei kleinen GlÄuhzei-
ten sofort bemerkbar und klingt mit der Zeit ab. Im Gegensatz dazu macht sich die Rekristallisation erst
spÄater bemerkbar. Sie lÄauft dann aber in der Regel schnell und vollstÄandig ab.
Im Allgemeinen fÄuhren beide VorgÄange zuÄahnlichen EigenschaftsÄanderungen, wie der HÄarte. Daher ist
besonders bei der Anwendung der VorgÄange und in gleichem Ma¼e bei der Interpretation darauf zu achten,
welcher Proze¼ mit der beobachtetenÄAnderung einer Eigenschaft in Verbindung steht. ÄUblicherweise fÄuhrt
der Vorgang der Erholung zur Keimbildung der primÄaren Rekristallisation.

14.2 Prim Äare Rekristallisation

WÄahrend Kristallerholung solange ablÄauft, wie Punktdefekte und Versetzungen im Material in Nicht-
gleichgewichtskonzentration vorhanden sind, wird die Rekristallisation entweder durch die im Material
gespeicherte Versetzungsenergie im Fall der primÄaren Rekristallisation, oder durch die gespeicherte Korn-
grenzenenergie im Fall der sekundÄaren Rekristallisation angetrieben.
Die KorngrÄo¼e nimmt bei der Rekristallisation zu, wobei dieses Wachstum von der vorausgegangenen
Verformung abhÄangt. In sogenannten Rekristallisationsdiagrammen wird die KorngrÄo¼e in AbhÄangigkeit
vom Grad der vorausgegangenen Umformung und der GlÄuhdauer aufgetragen.
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Abbildung 14.6: In einem Rekristallisationsdiagramm ist die AbhÄangigkeit der KorngrÄo¼e von der Temperatur und dem
Verformungsgrad dargestellt. FÄur ein leichteres VerstÄandnis sind hier zusÄatzlich drei Schnitte durch dieses Diagramm
als zweidimensionale Darstellung angegeben.

Zum einen erkennt man durch diese Diagramme, da¼ eine minimale Verformung vorausgegangen sein
mu¼, damit die Rekristallisation einsetzen kann. Man spricht hier von der kritischen Verformung. Je
grÄo¼er die vorausgegangene Verformung ist, um so geringer ist die minimale Temperatur, bei der die
Rekristallisation einsetzt.
Das GefÄuge entsteht durch einen Keimbildungs- und Keimwachstumsvorgang. Damit setzt die Rekri-
stallisation dann ein, wenn mit der Bildung der Keime und ihrem Wachstum weniger Energie in den
Korngrenzen aufgebracht werden mu¼ als durch die Reduzierung der Versetzungsdichte gewonnen wird.
WÄurde ein Werksto® in nur einem Gleitsystem verformt, kommt es zu den eben beschriebenen VorgÄangen
der Versetzungsbewegung. Ist jedoch ein zweites Gleitsystem an der Verformung beteiligt, dann treten
durch die Verformung DeformationsbÄander auf. In diesen KnickbÄandern bilden sich im neuen GefÄuge
SubkÄorner, die durch Kleinwinkelkorngrenzen voneinander getrennt sind. Diese Kleinwinkelkorngrenzen
kÄonnen dann wieder zu Gro¼winkelkorngrenzen umgruppiert werden, die ein neues Korn von der Matrix
trennt.

Abbildung 14.7: Bildung eines SubkÄorns aus einem Bereich starkter GitterkrÄummung (z.B. Knickband).

Damit ein Keim wachsen kann, mu¼ er eine gewisse GrÄo¼e haben, sowie eine Orientierungsdi®erenz zur
umgebenden Matrix aufweisen. Er mu¼ also von der Matrix durch eine Gro¼winkelkorngrenze getrennt
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sein. Man stellt sich den Vorgang der Keimbildung so vor, da¼das Klettern von Versetzungen thermisch
aktiviert wird. Diese Versetzungen klettern zu naheliegenden Subkorngrenzen, auf diese Weise werden
Kleinwinkelkorngrenzen aufgelÄost und SubkÄorner vereinigen sich. Durch mehrfache Wiederholung erlangt
der Keim schlie¼lich seine kritische GrÄo¼e.

Abbildung 14.8: Werden aus einer Kleinwinkelkippkorngrenze die Versetzungen entfernt, so mu¼ sich eines der
angrenzenden KÄorner drehen (sehr wenig). Hierdurch mÄussen die dadurch entstehendenÄuberlappenden Bereiche durch
Di®usion (ist dort der bestimmende Proze¼) umgeordnet werden.Durch diesen Vorgang erhÄalt men ein gro¼es Korn.

Die Abbildung 14.8 zeigt die schematische Rekristallisationskeimbildung durch Vereinigung von
SubkÄornern, die auch als Koaleszenz bezeichnet wird. Die im zweiten Teilbild angedeutete Drehung des
rechten Subkorns erfolgt durch Au°Äosung der mittleren Subkorngrenze und durch Klettern der Ver-
setzungen in den angrenzenden Subkorngrenzen. Genau, wie im Fall der Erholung beginnt auch die
Rekristallisation in den am stÄarksten verformten Bereichen.
Dieser Proze¼ der Koaleszenz wird inÄau¼erst geringem Ma¼e auch bei der Erholung ablaufen. Nur fÄur den
Fall der extrem langsamen Erholung wird dieser Proze¼ beobachtet. Die anschlie¼ende Rekristallisation
geschieht dann ohne Neubildung der SubkÄorner und man spricht von in-situ Rekristallisation . Und an
dieser Stelle wird wieder klar, da¼ derÄUbergang von Erholung zu Rekristallisation °ie¼end ist.

14.2.1 Die energetische Ursachen der Rekristallisation

Vermindert sich die freie Enthalpie eines Kristalls durch die Bewegung einer Korngrenze, so kann dies als
die Wirkung einer Kraft auf die Korngrenze beschrieben werden. Es gibt also einen Zusammenhang mit
der wirkenden Kraft und der Bewegung einer Korngrenze. Verschiebt sich ein FlÄachenelementdA einer
Korngrenze um eine Streckedr , so Äandert sich die freie Enthalpie um den Betrag

dG = ¡ p dA dr = ¡ p dV

wobei die Korngrenze hierbei einen VolumenanteildV Äuberschreitet. Die GrÄo¼ep = ¡ dG=dV wird als
treibende Kraft bezeichnet. Man kann sie als pro Volumeneinheit gewonnene freie Enthalpie oder auch als
Kraft interpretieren, die pro Fl Äacheneinheit wirkt. Dies kommt einem Druck auf die Korngrenze gleich.
Die treibende Kraft f Äur die primÄare Rekristallisation ist die in den Versetzungen gespeicherte Verfor-
mungsenergie. Die Energie einer Versetzung pro LÄangeneinheit ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

E ¯
el =

1
2

Gb2 bzw. E ?
el =

3
4

Gb2 =
3
2

E ¯
el

Druck im Allgemeinen ist eine Kraft, die auf eine FlÄache wirkt. Die Kraft kann wiederum in Abh Äangigkeit
von der Linienenergie pro LÄangeneinheit beschrieben werden. Damit ist der Druck eine Funktion von
Energie und der Versetzungsdichte

p = ½E=
1
2

Gb2
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FÄur eine Versetzungsdichte in einem stark verformten Material von ½= 1016 m¡ 2 und G = 5 ¢104 MPa,
b = 10 ¡ 10 m betrÄagt die treibende Kraft pro Einheits° Äachep = 10 MPa.

14.2.2 Rekristallisationskeimbildung

Bisher wurde lediglich erwÄahnt, da¼ die Rekristallisation durch einen Keimbildungsproze¼ initiiert wird.
Bei dieser sogenannten Rekristallisationskeimbildung sind drei Kriterien zu erf Äullen. Diese werden auch
als Instabilit Äatskriterien bezeichnet und sollen im Folgenden vorgestellt werden.

1. Thermodynamisches Instabilit Äatskriterium
Der Keim mu¼ eine kritische GrÄo¼e aufweisen, die sich aus der Energiebilanz von freier Ober° Äachen-
zu freier Volumenenthalpie ergibt. Der wachsende Keim sollunter stabilen Wachstum seine freie
Enthalpie minimieren. Unter Verwendung der treibenden Kraft p bei der Rekristallisation p = ½E
gilt f Äur den kritischen Keimradius

r ¤ =
2°
p

=
4°

½Gb2

Aufgrund der geringen treibenden Kraft ist die Keimbildungsrate aufgrund von thermischen Fluk-
tuationen jedoch zu kein, um die Rekristallisation anzulassen. Die Keime sind in Äuberkritischer
GrÄo¼e bereits im verformten GefÄuge vorhanden - zum Beispiel in Form einer Zelle, oder eines Sub-
korns. Es sind aber ErholungsvorgÄange nÄotig, um diese Zellen als Keim zu aktivieren, wodurch klar
wird, da¼ die Erholung der Rekristallisation vorausgeht.

2. Mechanisches Instabilit Äatskriterium
Die treibende Kraft mu¼ ein lokales Ungleichgewicht erfahren, damit eine Korngrenze eine ausge-
zeichnete Bewegungsrichtung erfÄahrt. Diese Bedingung ist bereits durch eine inhomogene Verset-
zungsverteilung erfÄullt.

3. Kinetisches Instabilit Äatskriterium
Die Grenz°Äache des Keims mu¼ beweglich sein. Dies ist aber nur fÄur Gro¼winkelkorngrenzen der Fall,
da zum Beispiel Kleinwinkelkorngrenzen eine wesentlich kompaktere Struktur aufweisen. Mit zu-
nehmender Versetzungsdichte in der Korngrenze nimmt ihre Beweglichkeit ab (dazu spÄater mehr).
Die Erzeugung einer beweglichen Gro¼winkelkorngrenze ist bei der Rekristallisationskeimbildung
der schwierigste Teilschritt. HierfÄur stehen mehrere Wege zur Auswahl: Keimbildung an vorhande-
nen Korngrenzen, Keimbildung an gro¼en Partikeln, diskontinuierliches Subkornwachstum, Bildung
von Rekristallisationszellen, oder die Keimbildung an VerformungsinhomogenitÄaten, um nur einige
zu nennen.

Diese drei genannten Kriterien mÄussen bei der Rekristal-
ZUM N ACHDENKEN:

² Was sind die treibenden KrÄafte bei Erholung
bzw. Rekristallisation?

² Unter welchen Voraussetzungen kann sich ein
Rekristallisationskeim bilden?

lisationskeimbildung immer alle gleichzeitig erfÄullt sein.
Da diese durchaus auch nur lokal erfÄullt sein werden,
fÄuhrt dies zu einer Bevorzugung der Keimbildung in aus-
gewÄahlten Regionen des verformten GefÄuges, zum Bei-
spiel den unter Punkt 3 genannten.
Durch Subkornwachstum in Verformungsinhomoge-
nit Äaten wÄachst der Orientierungsunterschied einer Korn-

grenze und damit auch ihre Beweglichkeit. Die Keimbildung an einer Korngrenze kann zum Beispiel durch
Ausbauchen der Korngrenze erfolgen. Dies erfolgt, wenn dieKraft auf beiden Seiten der Korngrenze im
Ungleichgewichtszustand ist. Dies kann dann der Fall sein,wenn die ZellgrÄo¼e auf beiden Seiten der
Korngrenze unterschiedlich gro¼ ist, wobei die Korngrenzedann in das Gebiet mit feinerer Struktur hin-
einwÄachst. Dieser Mechanismus wird im Abschnitt Äuber das Kornwachstum (s. Abschnitt 14.3) vertieft
und wird daher an dieser Stelle nicht weiter behandelt.
Die inhomogene Versetzungsdichte selber fÄuhrt auch zu bevorzugter Keimbildung an der Korngrenze. In
gleicher Weise ist die Keimbildung an gro¼en Partikeln im GefÄuge begÄunstigt. Schlie¼lich kann in Metallen
mit geringer Stapelfehlerenergie Zwillingsbildung auftreten, die ihrerseits die Keimbildung begÄunstigt.
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Die genannten Prozesse werden jedoch nur dann aktiviert, wenn Versetzungen lokal umgeordnet werden.
Damit wird abermals verdeutlicht, da¼ die Rekristallisationskeimbildung immer mit der Kristallerholung
verbunden ist. Dies ist der Grund fÄur die Inkubationszeit der Rekristallisationskeimbildung und der Re-
kristallisation Äuberhaupt. Wenn ein Material der Kristallerholung unterli egt, mu¼ es aber nicht zwingend
zur Rekristallisation kommen, da die Erholung immer die treibende Kraft zur Rekristallisation herab-
setzt. Zum Beispiel kann bei Aluminium mit starker Erholung die Rekristallisation erschwert oder gar
unterdr Äuckt sein.

14.2.3 Kinetik der prim Äaren Rekristallisation

Wie bereits erwÄahnt, ist der verformte Zustand aufgrund des hohen Versetzungsgehaltes thermodynamisch
instabil. Die Rekristallisation f Äuhrt diesen Zustand irreversibel in einen Gleichgewichtszustand Äuber. Ob-
wohl es keine Gleichgewichtstemperatur geben kann, wird oft die Temperatur als Rekristallisationstempe-
ratur bezeichnet, bei der die Rekristallisation innerhalbtechnisch realisierbarer Zeiten (' 1 h) vollstÄandig
ablÄauft. Diese Festlegung ist nur sinnvoll, da die Rekristallisation thermisch aktiviert abl Äauft, wodurch
ihre TemperaturabhÄangigkeit durch einen Boltzmann-Faktor beschrieben werden kann (» [¡ Q = kT]). Da-
mit haben bereits geringeÄAnderungen der Temperatur einen gro¼en Ein°u¼ auf die Rekristallisationszeit
und es kann eine Grenze geben, ab der die Rekristallisation im Hinblick auf die technische Anwendung
schnell genug ablÄauft. Es gibt einen Zusammenhang zwischen der Rekristallisationstemperatur und der
Schmelztemperatur einen Metalls, anhand dessen die Rekristallisationstemperatur grob abgeschÄatzt wer-
den kann

Trekr : = (0 :3: : : 0:4)TS

In Tabelle 14.1 ist dieser Zusammenhang fÄur einige Metalle verdeutlicht.

Metall W Ti Fe Ni Cu Al Zn
TS [±C] 3400 1668 1539 1455 1084 860 420
Trekr : [±C] 1200 450 450 350 200 100 5
Trekr :=TS 0,4 0,37 0,39 0,36 0.34 0,32 0,4

Tabelle 14.1: Schmelz- und Rekristallisationstemperatur, sowie deren VerhÄaltnis fÄur ausgewÄahlte Metalle.

Die thermische Aktivierung der Rekristallisationsme-
ZUM N ACHDENKEN:

² Was sind Rekristallisationszeit und -
temperatur?

² Warum kann man von einer Rekristallisations-
temperatur sprechen, obwohl es dort keinen
PhasenÄubergang gibt?

chanismen wie Keimbildung und -wachstum bestim-
men ganz wesentlich die Kinetik der Rekristallisation.
Also bedient man sich der bekannten GesetzmÄa¼igkei-
ten fÄur die Keimbildung und das Keimwachstum, um
die Kinetik der prim Äaren Rekristallisation zu beschrei-
ben.
Hierzu de¯niert man die Keimbildungsgeschwindigkeit
_N und die Wachstumsgeschwindigkeitv wie folgt:

_N =
dz=dt
1 ¡ X

; v =
dR
dt

Hierin sind X = Vrekr
V - der rekristallisierte Volumenbruchteil, z - die Anzahl der Keime pro Volumenein-

heit, t - die Zeit und R der Kornradius. _N ist damit die Zahl der in einer Zeit t im Volumen neu gebildeter
Keime.
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Abbildung 14.9: Anteil des rekristallisierten GefÄuges in AbhÄangigkeit von der Dauer der WÄarmebehandlung.t rekr wird
als Rekristallisationszeit bezeichnet.

Der rekristallisierte Bruchteil X kann anhand der Avrami-Johnson-Kolmogorov-Gleichung angenÄahert
werden. Sie lautet

X = 1 ¡ exp
·
¡

µ
t

t rekr

¶ q¸
(14.2)

tR ist die Rekristallisationszeit, die als die Zeit de¯niert wird, bei der gilt: X (t rekr ) = 0 ; 63. q ist ein
Anpassungsparameter, der oft auch als Zeit-Exponent bezeichnet wird.
FÄur den idealisierten Fall, da¼ die KÄorner als Kugeln wachsen, sie sich nicht berÄuhren, die Keimbildung
im gesamten GefÄuge homogen erfolgt und da¼v und _N wÄahrend des gesamten Vorgangs konstant bleiben
und als bekannt vorausgesetzt sind, lassen sich der rekristallisierte Bruchteil X , der Zeit-Exponent q, die
Rekristallisationszeit t rekr und die primÄar rekristallisierte Korngr Äo¼ed herleiten. FÄur den rekristallisierten
Bruchteil des VolumensX gilt dann:

X (t) = 1 ¡ exp
h
¡

¼
3

_Nv3t4
i

FÄur t = t rekr gilt dann (s. Gl. 14.2)

X = 1 ¡ exp
·
¡

µ
t rekr

t rekr

¶ q¸
= 1 ¡ exp [¡ 1q] (14.3)

genauso gilt

X (t rekr ) = 1 ¡ exp
h
¡

¼
3

_Nv3t4
rekr

i
(14.4)

Ein Vergleich der von Gleichung 14.3 mit 14.4 liefert

¼
3

_Nv3t4
rekr = 1 ! t rekr =

Ã
1

¼
3

_Nv3

! 1
4

(14.5)

mit d = 2vt rekr gilt dann f Äur die KorngrÄo¼ed:

d = 2
µ

3
¼

v
_N

¶ 1
4

Dies ist nur eine sehr grobe NÄaherung, die auch nur dann gemacht werden darf, solange die KÄorner sich
nicht gegenseitig berÄuhren.
Da die Keimbildungsgeschwindigkeit _N und die Wachstumsgeschwindigkeit thermisch aktivierte VorgÄange
sind, kÄonnen sie anhand ihrer AktivierungsenergienQN beziehungsweiseQv beschrieben werden.

_N = _N0 exp
·
¡

QN

kT

¸

_v = _v0 exp
·
¡

Qv

kT

¸
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Hieraus erkennt man sofort, da¼ die Rekristallisationszeit von der Temperatur abhÄangig ist.

t rekr =
³ ¼

3
_Nv3

´ 1
4

=
µ

3

¼ _N0v3
0

¶ 1
4

¢exp
·

QN + 3Qv
4kT

¸
(14.6)

Die Rekristallisationszeit t rekr nimmt demzufolge exponentiell mit der Tempe-

10

10

10

10

T

rekrt

0

1

2

3

ratur ab. Aus der Steigung einer halb-logarithmischen Auftragung von t rekr

Äuber 1=T erhÄalt man die Aktivierungsenergie der Rekristallisation gemÄa¼ (QN +
3Qv )=4.
Analog bestimmt man die TemperaturabhÄangigkeit der rekristallisierten Korn-
grÄo¼e, die ebenfalls exponentiell mit der Temperatur zusammenhÄangt.

d =
µ

48v0

¼ _N0

¶ 1
4

¢exp
·

QN ¡ qv

4kT

¸
(14.7)

Sowohl die Keimbildungsgeschwindigkeit als auch die Keimwachstumsgeschwindigkeit beein°ussen die
KorngrÄo¼e, jedoch mit entgegengesetztem Vorzeichen. Eine erhÄohte Keimbildungsgeschwindigkeit fÄuhrt
zu einer Verringerung der KorngrÄo¼e, wohingegen eine Steigerung der Wachstumsgeschwindigkeit eine
grÄo¼ere KorngrÄo¼e hervorruft. Oft sind die beiden AktivierungsenergienQN und Qv nahezu gleich gro¼, in
diesem Fall sollte die primÄar rekristallisierte Korngr Äo¼e von der Temperatur unabhÄangig sein. In einigen
FÄallen Äuberwiegt jedoch QN stark und dann ist bei zunehmender GlÄuhtemperatur eine Abnahme der
KorngrÄo¼e zu beobachten.
Sowohl _N als auchv nehmen mit zunehmender Verformung zu, wodurch die Rekristallisationszeit verkÄurzt
wird. _N nimmt jedoch stÄarker zu alsv, und so verringert sich die KorngrÄo¼e mit zunehmender Verformung.
LegierungszusÄatze bewirken in der Regel eine Abnahme der Wachstumsgeschwindigkeit v. Bei kleineren
Konzentrationen wird auch eine Verringerung der Keimbildungsgeschwindigkeit _N beobachtet.
Allgemein beginnt die Keimbildungsgeschwindigkeit mit sehr kleinen Werten, nimmt dann stark zu, bis ein
Maximum erreicht ist. Schlie¼lich nimmt die Keimbildungsgeschwindigkeit mit zunehmender GlÄuhdauer
wieder ab.
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Abbildung 14.10: Keimbildungsgeschwindigkeit als Funktion der Zeit.

Die Keimbildung ist aber nicht homogen im gesamten Volumen verteilt. Dadurch ver Äandert sie sich im
Laufe der Zeit. Die Keimbildungsgeschwindigkeit oder die Wachstumsgeschwindigkeit sind nicht mehr
konstant und fallen mit der Zeit ab. Dies kann zum Beispiel durch Erholung verursacht sein. Andererseits
kann die Ursache auch darin begrÄundet sein, da¼ das Wachstum nicht dreidimensional verlÄauft, da zum
Beispiel der Keime an Kornober°Äachen initiiert wird.
Die Abweichungen vom idealen Verlauf erkennt man deutlich,wenn ln [1=(1 ¡ x)] doppelt-logarithmisch
gegen die Zeitt aufgetragen wird, Die resultierende Gerade sollte wegen

x(t) = 1 ¡ exp
h
¡

¼
3

_Nv3t4
i

(14.8)

die Steigung 4 aufweisen. Im Regelfall werden jedoch wesentlich geringere Steigungen beobachtet.
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14.2.4 Rekristallisation in Legierungen

In Legierungen haben die Fremdatome einen geringen Ein°u¼ auf die Keimbildung, aber mitunter haben
sie einen gro¼en Ein°u¼ auf die Korngrenzengeschwindigkeit, da die Fremdatome sich eben dort bevorzugt
anlagern. Damit mÄussen die Fremdatome bei der Bewegung der Korngrenze mit di®undieren, es sei denn,
die Kraft auf die Korngrenze ist so gro¼, da¼ diese von den Fremdatomen losgerissen werden kann.
In diesem Fall kann sie sich frei bewegen. Ist dies jedoch nicht der Fall, so Äuben die Fremdatome eine
Haltekraft auf die Korngrenze aus, die von der Konzentration x der Fremdatome und der Geschwindigkeit
der Korngrenzev abhÄangt.

v = m (p ¡ pR (v; x))

Hierin sind p - treibende Kraft und pR - Haltekraft. In mehrphasigen Legierungen kann die Rekristallisa-
tion beschleunigt, aber auch vollstÄandig unterdrÄuckt werden, je nach Zusammensetzung der Legierung.
Generell wird die Rekristallisation durch grobe Partikel gefÄordert und durch feine, gleichmÄa¼ig verteilte
Teilchen stark behindert. Dieser Ein°u¼ der Teilchen erklÄart sich durch ihren Ein°u¼ auf die Verset-
zungen, als auch auf die Erholung, Keimbildung und Korngrenzenbewegung. Grobe Teilchen fÄordern die
Keimbildung, feine behindern Erholung (Versetzungsbewegung) und die Korngrenzenbewegung durch
eine rÄucktreibende Kraft. Diese Zener-Kraft ist gegeben durch:

pR = ¡
3
2

°
f
r

(14.9)

Hierin ist pR - die Haltekraft, r - Radius der Teilchen,f - Volumenanteil der Teilchen, f=r - Dispersions-
grad und ° - Korngrenzenenergie. Zum Beispiel beif = 1%, r = 0 ; 1 ¹ m und ° = 0 ; 6 Jm2 folgt f Äur die
Haltekraft: pR ' 0; 1 MPa. Dies entspricht der GrÄo¼enordnung bei KornvergrÄo¼erung. Damit wird vor
allem diese stark beein°u¼t.

14.3 Kornvergr Äo¼erungserscheinungen

Nachdem die primÄare Rekristallisation abgeschlossen ist, sind die wachsenden rekristallisierten KÄorner
aneinandergesto¼en und haben das verformte GefÄuge aufgezehrt. Dieser Zustand weist im Vergleich zum
verformten Zustand eine spannungsfreie polykristalline Struktur auf und besitzt demzufolge eine deutlich
verringerte freie Enthalpie. Und dennoch be¯ndet sich dieser Zustand noch nicht im Gleichgewicht, da
die freie Enthalpie weiter verringert werden kann, indem die gro¼e Ober°Äache der noch verhÄaltnismÄa¼ig
kleinen KÄorner durch Kornwachstum verringert werden kann. DarÄuberhinaus fÄuhren unebene Ober°Äachen
zu Spannungen, die ebenfalls im Zuge der Minimierung der freien Enthalpie abgebaut werden sollen. Den
jeweiligen KornvergrÄo¼erungserscheinungen liegen jedoch verschiedene energetische Ursachen als primÄar
wirkendem Mechanismus zu Grunde. Aus diesem Grund werden die Ursachen nicht an dieser Stelle
diskutiert, sondern in den einzelnen Abschnitten behandelt.
Die fÄur alle KornvergrÄo¼erungserscheinungen allgemeingÄultige Beziehung zwischen KÄornern, die vergrÄo¼ert
werden und solchen, die von diesen aufgezehrt werden, soll im nun Folgenden anhand eines zweidimen-
sionalen Modells dargelegt werden. An den Verbindungsstellen von drei KÄornern mÄussen die auf den
Ober°Äachenspannungen basierenden KrÄafte auf die Korngrenzen im Gleichgewicht sein, damit die Kon-
¯guration stabil ist. Andernfalls kommt es zu Verschiebungen einer Korngrenze, wie es im Folgenden
beschrieben wird. ZunÄachst einmal kann in sehr guter NÄaherung angenommen werden, da¼ die Ober-
° Äachenspannung in einem Metall oder in einer einphasigen Legierung fÄur alle Gro¼winkelkorngrenzen
etwa gleich gro¼ ist. Die Ober°Äachenspannungen° , die entlang der Korngrenzen angelegt sind, werden
an den Eckpunkten im Gleichgewicht stehen, vorausgesetzt es gilt:

° = 2 ° ¢cos(£=2)

und damit gilt cos(£ =2) = 1=2, woraus folgt (£ =2) = 60± und £ = 120 ±. Die Gleichgewichtskon¯guration
enthÄalt drei Korngrenzen, die sich jeweils unter einem Winkel von 120± tre®en. Die Abbildung 14.11
veranschaulicht die geometrischen Begebenheiten.
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Abbildung 14.11: Gleichgewichtskon¯guration von drei aneinandersto¼enden Korngrenzen.

In einem zweidimensionalen Modell ist der Gleichge-
ZUM N ACHDENKEN:

² Wie werden Rekristallisationskeime gebildet?

² Unter welchen Voraussetzungen kann ein solcher
Keim wachsen?

² Kann es ein System geben, bei dem die Gleich-
gewichtswinkel nicht alle gleich 120± sind?

wichtszustand vieler KÄorner durch gerade Korngrenzen
gekennzeichnet, die sich unter einem Winkel von 120±

schneiden. Die Ober°Äachenspannungen stehen alle im
Gleichgewicht und das Netzwerk aus Korngrenzen ist
mechanisch stabil.
In einem primÄar rekristallisierten Material tre®en sich
die Korngrenzen natÄurlich nicht unter einem Winkel
von 120±. Dies ist sofort ersichtlich, wenn man ihre
Entstehungsgeschichte betrachtet, die nicht fÄur alle KÄorner gleichzeitig/simultan ablÄauft. Damit werden
einige KÄorner schon wachsen, wÄahrend andere nochÄuber das Stadium der Keimbildung hinaus mÄussen.
Die KÄorner berÄuhren sich damit zu verschiedenen Zeiten und haben dabei aufgrund ihres unterschiedli-
chen Lebensalters verschiedene GrÄo¼en - wenn man von einer mittleren Kornwachstumsgeschwindigkeit
ausgeht. Das rekristallisierte GefÄuge besteht aus verschieden gro¼en KÄornern mit einer irregulÄaren Form
und mit einer unterschiedlichen Anzahl von Facetten (NachbarkÄornern).
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6

Abbildung 14.12: Zweidimensionales KorngefÄuge. Die Zahlen geben die Zahl der angrenzenden NachbarkÄorner wider
und die Pfeile die Bewegungsrichtungen der Korngrenzen.

In einem zweidimensionalen Modell werden die KÄorner durch PolygonzÄuge beschrieben, wobei die An-
zahl der Seiten (NachbarkÄorner) jede Zahl grÄo¼er als drei annehmen kann. Die Abbildung 14.12 zeigt
beispielhaft ein zweidimensionales KorngefÄuge, wobei die Zahlen angeben, wieviele NachbarkÄorner das
jeweilige Korn besitzt (3,4,6,10,50) und die Pfeile zeigendie Richtung der Bewegung der Korngrenze an
(in Richtung des Kr Äummungsmittelpunktes). Aus der GleichgewichtsbedingungfÄur die Ober°Äachenspan-
nungen in den Punkten, wo sich drei KÄorner tre®en, kann gefolgert werden, da¼ KÄorner mit mehr als sechs
Facetten (auch Ecken) durch Korngrenzen begrenzt werden, deren TeilstÄucke zwischen zwei Tre®punkten
mit mehreren KÄornern (Ecken) nach innen gekrÄummt sind. K Äorner mit weniger als sechs Nachbarn zeigen
Korngrenzen, deren TeilstÄucke nach au¼en gekrÄummt sind.
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Abbildung 14.13: Stadien der Migration einer Korngrenze an einem BerÄuhrungspunkt von drei Korngrenzen.

Die Kr Äummung nach au¼en kommt wie folgt zustande: Die Abbildung 14.13 zeigt in zweidimensionaler
Darstellung drei Schemata von jeweils drei KÄornern, die sich in einem Punkt berÄuhren. Die KÄorner
A, B und C tre®en sind in einem Punkt, der Innenwinkel im Korn A ist kleiner als 120±. Dies fÄuhrt
zur Migration der Korngrenze, um an diesem Punkt einen Gleichgewichtswinkel von 120± einzustellen.
Da dies im Wesentlichen in der NÄahe des BerÄuhrungspunktes geschieht, bedeutet diese Migration der
Korngrenze eine KrÄummung der selben in der NÄahe des BerÄuhrungspunktes. Da aber eine KrÄummung
einer Korngrenze eine Kraft auf diese verursacht, die dieseKr Äummung versucht auszugleichen und in
Richtung des KrÄummungsmittelpunktes wirkt, kommt es zu einer Begradigungder Korngrenze, wodurch
der Innenwinkel des Korns A noch kleiner wird, als er ursprÄunglich schon war. Dieser Vorgang wiederholt
sich, bis das Korn A aufgezehrt ist.
Das Bestreben der Korngrenzen, ihre Korngrenz°Äache zu verringern, um hierdurch die freie Enthalpie des
Materials zu verringern, fÄuhrt dazu, da¼ die Korngrenzen in Richtung ihres KrÄummungsmittelpunktes
wandern und letzten Endes dazu, da¼ KÄorner mit weniger als sechs Ecken zugunsten derer mit mehr als
sechs Ecken aufgezehrt werden. KÄorner mit mehr als sechs Ecken wachsen.
Im dreidimensionalen Fall kann man die Korngrenzen im Gleichgewicht haben, wenn die KÄorner sich
an einer Kante tre®en, wobei die Winkel 120± sein mÄussen. Ein Gleichgewichtszustand ist auch in einem
Punkt m Äoglich, dann sind vier KÄorner erforderlich und der Innenwinkel an einer solchen Kornecke betrÄagt
109±. Es sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, da¼ diese Betrachtungen davon ausgehen, da¼ die
Ober°Äachenspannungen an den Korngrenzen in etwa gleich gro¼ sind. Dies ist bei einphasigen Legierungen
und Metallen der Fall, bei mehr-komponentigen Legierungen sicherlich nicht. Dann stehen verschiedene
KÄorner verschiedener Phasen unter anderen Innenwinkeln miteinander im Gleichgewicht, da die Phasen
unterschiedliche Ober°Äachenspannungen haben.

14.3.1 Stetige Kornvergr Äo¼erung

Die Zunahme des mittleren Korndurchmessers bei isothermenWÄarmebehandlungen kann durch ein ein-
faches Zeitgesetz beschrieben werden, das empirisch aufgestellt wurde. Unter der Annahme, da¼ der
mittlere Kr Äummungsradius der KorngrenzeR proportional zum Durchmesser des KornsD ist, sowie da¼
die mittlere Korngrenzengeschwindigkeit v proportional zur zeitlichen ÄAnderung des Korndurchmessers
dD=dt ist, kann das Gesetz wie folgt formuliert werden:

dD
dt

= K 1
°
D

; K 1 » exp
·
¡

Q
kT

¸
(14.10)

Daraus folgt durch Integration:

D 2 ¡ D0
2 = K 2°t

D0 ist die KorngrÄo¼e der ursprÄunglichen rekristallisierten KÄorner und t ist die Zeit der WÄarmebehandlung.
Unter der Voraussetzung, da¼ die KorngrÄo¼e schon stark zugenommen hat (D o ¿ D), gilt:

D = K ¢
p

t (14.11)

Die mittlere Korngr Äo¼e wÄachst also mit der Wurzel der Dauer der WÄarmebehandlung. Experimentell
wurde diese AbhÄangigkeit jedoch selten beobachtet, nÄamlich nur fÄur reine Elemente und fÄur Gl Äuhtem-
peraturen dicht am Schmelzpunkt. Es konnte experimentell gezeigt werden, da¼ dieses Gesetz eigentlich
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folgende Form hat:

D = kn ; n = 0 ; 1: : : 0; 5 (14.12)

Der Exponent n wird in Abh Äangigkeit von der Reinheit und der Temperatur beobachtet.

14.3.2 Energetische Ursachen der Kornvergr Äo¼erungserscheinungen

Die treibende Kraft f Äur die KornvergrÄo¼erungserscheinungen stammt wie gesagt aus den Korngrenzen
selbst und hat ihre Ursache in dem Drang des Systems die freieEnthalpie zu verringern, was mÄoglich ist,
wenn die Ober°Äache der KÄorner verkleinert wird. Dies ist am einfachsten einzusehen, wenn der Fall der
unstetigen Kornvergr Äo¼erung betrachtet wird. In diesem Fall kann angenommen werden, da¼ein sehr
gro¼es Korn in eine Umgebung aus kleinen KÄornern hineinwÄachst. Nimmt man das Korn der Einfachheit
halber als WÄurfel an, kann sein Durchmesserd durch die KantenlÄange des WÄurfels gut angenÄahert werden.
Die Korngrenzenenergie pro Volumeneinheit stellt die treibende Kraft auf die Korngrenze dar, wobei die
spezi¯sche Korngrenzenenergie° [Jm¡ 2] zu berÄucksichtigen ist.

p =
3d2°
d3 =

3°
d

(14.13)

Der Faktor 3 ergibt sich, da jede der sechs WÄurfel° Äachen zu zwei KÄornern gehÄort. Ein Äublicher Wert
fÄur einen Korndurchmesser ist d = 10 ¡ 4 m und ° = 1 Jm ¡ 2, so erhÄalt man p = 0 ; 03 MPa (= 3 ¢
104 Jm¡ 2). Bei der stetigen Kornvergr Äo¼erung wÄare dieser Wert viel kleiner, wodurch klar wird,
da¼ die KornvergrÄo¼erungserscheinungen viel langsamer und bei hÄoheren Temperaturen ablaufen als die
primÄare Rekristallisation, die mit p = 10 MPa eine wesentlich grÄo¼ere treibende Kraft besitzt.
Die treibende Kraft ist durch den Druck auf die Ober° Äache der Korngrenze gegeben. Betrachtet man
zur Berechnung der Kraft die ÄAnderung der Ober°Äache und des Volumens bei der Schrumpfung eines
Kugelsegments mit dem KugelradiusR, so ergibt sich:

p =
8¼R° dR
4¼R2 dR

=
2°
R

(14.14)

Ist R so gro¼ wie der Korndurchmesser, stimmen die beiden nach denGleichungen 14.13 und 14.14 be-
stimmten Werte f Äur p gut Äuberein. Im Allgemeinen ist die KrÄummung der Korngrenze jedoch viel geringer
und folglich der Kr Äummungsradius viel grÄo¼er. Daher ist die treibende Kraft bei der stetigen Kornver-
grÄo¼erung (Gl. 14.14) um diesen Faktor kleiner als die treibende Kraft f Äur die unstetige KornvergrÄo¼erung
(Gl. 14.13), soda¼ die stetige KornvergrÄo¼erung viel langsamer ablÄauft als die unstetige. Der Faktor, um
den die unstetige KornvergrÄo¼erung schneller ist als die stetige, liegt in der GrÄo¼enordnug von 5: : : 10.
Die terti Äare Rekristallisation wird von der Energie der freien Ober°Äache getrieben. Wenn ein Korn die
kleinste Dimension der Probe (z. B. die Blechdicke) erreicht hat, so verlÄauft die Korngrenze senkrecht zur
Ober°Äache durch den gesamten Querschnitt. Das Korn wird dann trotzdem noch wachsen, wenn es einen
hinreichend gro¼en Orientierungsunterschied zum Nachbarkorn und eine geringere Ober°Äachenenergie als
dieses aufweist (° 1 < ° 2). Die treibende Kraft ist gegeben durch:

p =
2(° 2 ¡ ° 1)B dx

Bh dx
=

2¢ °
h

(14.15)

Hierin sind: h - BlechhÄohe, B - Blechbreite, ° 1, ° 2 - Ober°Äachenenergien der NachbarkÄorner und dx -
Korngrenzendicke. Die treibende Kraft wird von der Ober°Äache auf die im Volumen verlaufende Korn-
grenze Äubertragen, weil die Bewegung der Korngrenze an der Ober°Äache eine KrÄummung verursacht.
Setzt man ¢ ° 0 = 0 ; 1 Jm¡ 2 und h = 10 ¡ 4 m, so gilt p = 2 ¢10¡ 3 MPa (= 2 ¢103 Jm¡ 2). Da die
Ober°Äachenenergie von der umgebenden AtmosphÄare abhÄangt, kann durch geeignete Wahl der GlÄuhat-
mosphÄare ¢ ° vergrÄo¼ert oder verkleinert werden. In einigen FÄallen ist es sogar mÄoglich, das Vorzeichen
zu Äandern und damit die terti Äare Rekristallisation zu beein°ussen.

14.3.3 Stetige Kornvergr Äo¼erung in Legierungen

EnthÄalt eine Probe Ausscheidungen und wird die Probe bei einer Temperatur geglÄuht, bei der sich die
Ausscheidungen nicht au°Äosen, so ¯ndet die stetige KornvergrÄo¼erung nur solange statt, bis sich eine



238 14. AUSWIRKUNGEN VON W ÄARMEBEHANDLUNGEN

maximale KorngrÄo¼e eingestellt hat. Diese hÄangt von der TeilchengrÄo¼e und von der Menge der Ausschei-
dungen (oder Dispersoide) ab. Die KorngrÄo¼e ist kleiner als in einem einphasigen oder vergleichbaren
Werksto®. Die Hemmung der stetigen KornvergrÄo¼erung durch Ausscheidungen beruht auf der Wirkung
der Zener Kraft. Zum Losrei¼en der Korngrenze mu¼ eine KraftÄuberwunden werden.

pR = ¡
3
2

°
f
r

Die treibende Kraft f Äur die stetige KornvergrÄo¼erung wird mit fortschreitender KornvergrÄo¼erung immer
kleiner, da die KrÄummung der Korngrenzen immer geringer wird.
Die stetige KornvergrÄo¼erung kommt zum Stillstand, wenn die treibende Kraft und die rÄuckhaltende
Kraft gleich gro¼ sind.

p = pR

2°
®d

= 3°
f
dP

(14.16)

Hierin sind: dP - Durchmesser undf - Volumenanteil der Dispersoide,° - Korngrenzenenergie,d - Korn-
durchmesser,® - Proportionalit Äatskonstante zwischend und r . Daraus ergibt sich fÄur die (maximale)
KorngrÄo¼e:

d =
2
3

1
®

dP

f
(14.17)

Da es oft zu einer VergrÄoberung der Ausscheidungen kommt, steigt mitdP auch der zu erwartende
maximale Korndurchmesser an. Dieser bleibt experimentelljedoch oft hinter den hier berechneten zurÄuck,
da fÄur diese Berechnungen einige Vereinfachungen vorgenommenwurden.

14.4 Korngrenzenbewegungen

Bewegt sich eine Korngrenze unter dem Ein°u¼ einerÄau¼eren Kraftp [Jm¡ 2], so gewinnt jedes Atom,
das dem wachsenden Korn angelagert wird, eine freie Enthalpie, die auf das Atomvolumen bezogen ist.
NÄahert man das Atomvolumen mit b3, so betrÄagt die gewonnene freie Enthalpie pro Atompb3. Die Ge-
schwindigkeit einer Korngrenze ergibt sich aus der Di®erenz der thermisch aktivierten Di®usionssprÄunge
von schrumpfenden zum wachsenden Korn (und umgekehrt)

v = bº0xL

µ
exp

·
¡

GW

kT

¸
¡ exp

·
¡

GW + pb3

kT

¸¶
(14.18)

Hierin sind: º 0 - atomare Schwingungsfrequenz,GW - freie Aktivierungsenthalpie fÄur einen Di®usions-
sprung durch die KorngrenzexL - Leerstellenkonzentration an der Korngrenze. Die Gleichung 14.18 lÄa¼t
sich vereinfachen, da bei der Rekristallisation stetspb3 ¿ kT gilt:

v ' bº0xL

µ
1 ¡ 1 +

pb3

kT

¶
exp

·
¡

GW

kT

¸

'
pb4º 0xL

kT
exp

·
¡

GW

kT

¸
= mp (14.19)

Der Zusammenhang zwischen der Beweglichkeitm und dem Di®usionskoe±zientenD m fÄur SprÄunge in
die Korngrenze wird durch die Nernst-Einstein-Beziehung beschrieben

m =
b2Dm

kT
=

b2D0

kT
exp

·
¡

Qm

kT

¸

= m0 exp
·
¡

Qm

kT

¸
(14.20)

Die SprÄunge durch die Korngrenze sind thermisch mitQm aktiviert.



14.5. UNSTETIGE KORNVERGR ÄOSSERUNG 239

Die Wachstumsgeschwindigkeit eines Korns in einem verformten GefÄuge kann als Funktion des Orien-
tierungsunterschiedes, der Lage der Korngrenze, des Verformungsgrades und der Temperatur prinzipiell
gemessen werden. Diese Messungen zeigen vor allem, da¼ die Korngrenzengeschwindigkeit von dem Ori-
entierungsunterschied beiderseits der Korngrenze abhÄangt. Die besonders leicht beweglichen Korngrenzen
sind solche, die eine gro¼e Anzahl von Koinzidenzgitterpunkten in sich vereinigen. Kleinwinkelkorngrenzen
sind nur schwer beweglich. Da¼ die Beweglichkeit mit zunehmendem Orientierungsunterschied zunimmt
klingt plausibel, wenn man bedenkt, wie o®en die Struktur von Gro¼winkelkorngrenzen ist. Bei Klein-
winkelkorngrenzen wird hingegen der umgekehrte Trend beobachtet. Dies wird durch die Abnahme der
Beweglichkeit der Korngrenze mit zunehmender Versetzungsdichte erklÄart.

Q2515 20 30 35 40 45

v

Abbildung 14.14: Geschwindigkeit von Gro¼winkelkorngrenzen in AbhÄangigkeit von der Orientierungsdi®erenz (Win-
kel).

Die Abbildung 14.14 zeigt die Korngrenzengeschwin-
ZUM N ACHDENKEN:

² Warum kommt es zu KornvergrÄo¼erungen?

² Wodurch und wie bewegt sich eine Korngrenze?

² Wie sieht die Korngrenzenenergie als Funktion
des Orientierungsunterschiedes der benachbar-
ten KÄorner aus?

digkeit als Funktion des Orientierungsunterschiedes £
bei Drehung um die [1 0 0] Achse eines kubisch-°Äachen-
zentrierten Systems. Die Maxima korrespondieren zu
den Koinzidenzgitterlagen mit einem Orientierungsun-
terschied von £ = 23 ±, 28± und 37±.
Die Aktivierungsenergie und die Beweglichkeit verhal-
ten sich umgekehrt proportional zur Korngrenzenge-
schwindigkeit. Da¼ die Koinzidenzgitterlagen so be-
weglich sind, liegt daran, da¼ diese geschlossene, beziehungsweise kompakte Struktur, besonders wenig
Fremdatome aufnehmen kann. Im Vergleich zu anderen Orientierungen wird damit die Korngrenzenbe-
weglichkeit deutlich weniger herabgesetzt. Damit ist die OrientierungsabhÄangigkeit an die Reinheit der
Probe gekoppelt. In besonders reinen Proben wird diese AbhÄangigkeit der Beweglichkeit der Korngrenzen
von der Orientierung nicht erwartet.

14.5 Unstetige Kornvergr Äo¼erung

Unter bestimmten Voraussetzungen kann durch eine WÄarmebehandlung ein sehr inhomogenes GefÄuge
entstehen, das aus vielen kleinen und wenigen extrem gro¼en KÄornern besteht. Unter den gegebenen
Voraussetzungen wachsen die meisten KÄorner praktisch nicht, oder extrem langsam. Die anderen KÄorner
wachsen und entwickeln sich zu extrem gro¼en KÄornern. Die Wachstumskinetik dabei ist sehrÄahnlich zu
der, die bei der stetigen KornvergrÄo¼erung beobachtet wird. Die unstetige KornvergrÄo¼erung, die auch
als sekund Äare Rekristallisation bezeichnet wird, beginnt bei einer bestimmten Temperaturt sr . Mit
steigender Temperatur nimmt die IntensitÄat des Wachstums der einzelnen KÄorner ab, da mehr Keime fÄur
die unstetige KornvergrÄo¼erung gebildet werden. Gleichzeitig nimmt mit wachsenderTemperatur auch
das normale Kornwachstum zu, soda¼ bei sehr hohen Temperaturen keine unstetige KornvergrÄo¼erung
mehr beobachtet wird.
Demzufolge entwickelt sich die unstetige KornvergrÄo¼erung nur in einem bestimmten Temperaturintervall.
Die Abbildung 14.15 zeigt im Vergleich die KorngrÄo¼e von stetig und unstetig wachsenden KÄornern in
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AbhÄangigkeit von der Temperatur der WÄarmebehandlung.
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Abbildung 14.15: Variation der KorngrÄo¼e fÄur unstetiges und stetiges Kornwachstum in AbhÄangigkeit von der Tem-
peratur.

Die prinzipielle Frage lautet nun, warum einige KÄorner gut und die anderen schlecht wachsen kÄonnen,
das hei¼t, warum also die Matrix stabilisiert sein kann. Die Matrix kann zum Beispiel durch Disper-
soide stabilisiert sein. Wenn diese nicht homogen verteiltsind, ergeben sich zwangslÄau¯g Bereiche mit
geringerer Dichte der Dispersoide, in denen verhÄaltnismÄa¼ig gro¼e KÄorner entstehen kÄonnen. Eine andere
Ursache kann auf einer bei der stetigen KornvergrÄo¼erung mÄoglicherweise entstandenen Rekristallisations-
textur beruhen. Diese Textur kann zum Beispiel auf einer Vorzugsorientierung der Rekristallisationskeime
beruhen oder durch eine Auslese der gÄunstig orientierten K Äorner Äuber eine orientierungsabhÄangige Wachs-
tumsgeschwindigkeit verursacht sein. Wenn die Matrix eineTextur aufweist, dann werden zwischen den
KÄornern im wesentlichen schwer bewegliche Kleinwinkelkorngrenzen sein. Hat nun doch ein Korn einen
gro¼en Orientierungsunterschied zu seinen NachbarkÄornern und damit zur Matrix, so kann dieses Korn
leichter wachsen. Je perfekter die Textur ist, desto deutlicher stellt sich die unstetige KornvergrÄo¼erung
in ihrem Erscheinungsbild dar. Es sei noch angemerkt, da¼ esneben diesen auch andere Ursachen fÄur ein
inhomogenes und stabilisiertes KorngefÄuge gibt, das die Grundvoraussetzung fÄur die unstetige Kornver-
grÄo¼erung ist.
Nach der unstetigen KornvergrÄo¼erung werden bevorzugt Korngrenzen mit niedriger Energiebeobachtet.
Dies sind insbesondere die Koinzidenzkorngrenzen (z. B. § =3).

14.6 Dynamische Rekristallisation

Bei der Warmumformung kann die Rekristallisation auch wÄahrend der Verformung auftreten, wenn die
Temperatur grÄo¼er als die HÄalfte der Schmelztemperatur ist und damit auch oberhalb derRekristallisa-
tionstemperatur liegt. Diese wÄahrend der Verformung auftretende Rekristallisation wird als dynamische
Rekristallisation bezeichnet.

s

e

Abbildung 14.16: Typische Spannungs-Dehnungs-Kurve mit mehreren Maximader Fliesspannung.

In einer Verfestigungskurve kÄonnen ein oder mehrere Maxima der Fliesspannung beobachtetwerden.
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Dieser Vorgang ist technologisch wichtig, da wÄahrend der Umformung die Fliesspannung klein gehalten
werden soll, damit hierdurch die bei der Umformung wirkenden Kr Äafte auf einem niedrigen Niveau ge-
halten werden kÄonnen. Da mit steigender Fliesspannung die KorngrÄo¼e abnimmt, kann durch geeignete
Wahl der Parameter das GefÄuge gezielt eingestellt werden.



15
Ordnung und Unordnung

Die Begri®e Ordnung und Unordnung sind schwer fa¼bar. Aus dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik (dS = ±Q=±T ¸ 0: in einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie niemals
ab, oder anders gesagt: Es gibt keinen Vorgang der nichts weiteres bewirkt, als die AbkÄuhlung eines
WÄarmereservoirs und der Erzeugung vonÄaquivalenter mechanischer Arbeit) geht hervor, da¼ bei der
Erzeugung von Ordnung eine mehr als gleichwertige Erzeugung von Unordnung (Entropie) erfolgt. Beiden
Begri®en liegt damit keine ErhaltungsgrÄo¼e zugrunde, sondern man kann sie am ehesten als BilanzgrÄo¼en
verstehen.
Anhand von Kristallstrukturen l Äa¼t sich der Begri® der Ordnung leicht erkennen. Die Strukturen schreiben
fest vor, auf welchem GitterplÄatzen Atome sitzen. Dies ist in der theoretischen Vorstellung leicht zu
sehen, aber schon beimÄUbergang zu einem realen Kristall wird klar, da¼ reale Ordnung immer ihre
Grenzen hat. Die atomare Anordnung kann zum Beispiel in ihrer perfekten Wiederholung gestÄort sein
(Leerstellen, Fremdatome, Versetzungen, sowie Korn- und Phasengrenzen) oderÄau¼ere Spannungen
verzerren das Gitter. Den perfekten Kristall kann es nicht geben und damit genauso wenig eine perfekte
Ordnung. Geht man nun von einem Mischkristall aus, so kÄonnen die verschiedenen Atome regellos auf
den Gitterpl Äatzen verteilt sein, oder nach einem speziellen Muster diese belegen. Im letzteren Fall, da
ein Muster erkannt wird, kann dieser Struktur ein hÄoherer Grad an Ordnung zugesprochen werden, ohne
da¼ dieser quanti¯ziert wird. Diese Muster werden alsÄUberstruktur bezeichnet und werden experimentell
beobachtet.

15.1 ÄUberstrukturen

Wenn die Legierungspartner nach besonderen Mustern auf die Gitterpl Äatze verteilt werden, so entstehen
sogenannte Untergitter, die zum Beispiel nur eine Komponente enthalten. Dieses Untergitter hat
eine grÄo¼ere Elementarzelle als das eigentliche Kristallgitter.Man spricht dann von geordneten
Substitutionsmischkristallen. Diese treten zum Beispieldann auf, wenn die BindungsverhÄaltnisse zwischen
den Legierungspartnern und den Atomen gleicher Sorte verschieden stark sind. Ist die Bindung zwischen
den ungleichen Legierungspartnern stÄarker, als die zwischen gleichen Atomen, so versucht jedes Atom, sich
mit Atomen der anderen Komponente zu umgeben. Die Vertauschungsenergie fÄur den Fall der regulÄaren
LÄosung (siehe Abschnitt??) ist negativ.

² = ²AB ¡
1
2

(²AA + ²BB ) ¿ 0 (15.1)

Anhand der Vertauschungsenergie wird bemessen, ob ein System entmischt, oder wie in diesem Fall die
Legierungsbildung begÄunstigt.
Bisher wurde die Betrachtung an dieser Stelle abgebrochen und entschieden, ob das System mischt, oder
Tendenz zur Entmischung zeigt. Die Temperatur bewirkt eine Bewegung der Atome - auch innerhalb
eines Kristallverbundes. Hierdurch wirkt die Entropie einer geordneten Atomverteilung entgegen.
Mit abnehmender Temperatur kann der Ordnungsgrad daher weiter erhÄoht werden. Dies wird aber
wesentlich durch die Vertauschungsenergie bestimmt. Ist diese nÄamlich sehr klein (also das Streben

243



244 15. ORDNUNG UND UNORDNUNG

nach Ordnung schwach ausgeprÄagt) so mu¼ das System sehr weit unter die SolidustemperaturabgekÄuhlt
werden, bis ein geordneter Zustand stabil vorliegen kann. Allerdings wird die geordnete Struktur durch
PlatzwechselvorgÄange (Di®usion) eingestellt, die mit abnehmender Temperatur weniger stark ausgeprÄagt
sind. Die Kinetik der Ordnungsbildung wird damit durch die V ertauschungsenergie und die Temperatur
bestimmt.
Bei bestimmten Zusammensetzungen einer Legierung kÄonnen sich die Atome zu streng periodischen
Strukturen anordnen, bei denen zum Beispiel jedes Atom mit einer maximalen Zahl von Legierungsatomen
umgeben ist.

Abbildung 15.1: Perfekt geordnete ein- (oben) und zweidimensionale (unten) Struktur eines zweikomponentigen
Systems mit gleichverteilter Konzentration der Atomsorten.

In einer Kette kann bei einer 50-prozentigen Zusammensetzung der Legierung jedes Atom ein
Legierungsatom als nÄachsten Nachbarn haben. In diesem Fall wechseln sich beide Atomsorten einander
ab. In einer zweidimensionales Struktur hat jedes Atom viernÄachste Nachbarn. Auch in diesem Fall
kann jedes Atom ein Legierungsatom als nÄachsten Nachbarn haben, wenn die Zusammensetzung 50-
prozentig ist. In dreidimensionalen Strukturen hÄangt die Zahl der nÄachsten Nachbarn eines Gitterplatzes
von der Gittersymmetrie ab, die damit zu berÄucksichtigen ist. In einem kubisch raumzentrierten Gitter
gibt es ein Atom auf der Ecke der kubischen Elementarzelle und ein Atom im Zentrum derselbigen.
Aufgrund der Gittersymmetrie wird das Atom auf dem Eckplatz auf alle acht Ecken des WÄurfels gebracht.
Allerdings be¯nden sich die Eckatome in acht WÄurfeln, wodurch diese Lagen nur mit 1=8 zur Besetzung
der Elementarzelle beitragen. Das kubisch raumzentrierteGitter wird oft auch durch zwei ineinander
gestellt einfach kubische Gitter beschrieben, die im Folgenden als Untergitter bezeichnet werden. Das
eine Gitter wird durch die Eckatome gebildet und das Andere durch die innenzentrierten Atome. Wird
das Untergitter, welches durch die Ecken des ursprÄunglich kubisch raumzentrierten Gitters beschrieben
wird, mit A-Atomen und das andere Untergitter, welches durch die innenzentrierten Atome des eigentlich
kubisch raumzentrierten Gitters beschrieben wird, mit B-Atomen besetzt, so bilden beide Untergitter
einfach kubische Gitter aus A- beziehungsweise B-Atomen (s. Abb. 15.2). Dieser Ordnungszustand ist
mÄoglich, wenn das VerhÄaltnis von A- zu B-Atomen in der Legierung 50 Prozent betrÄagt. Setzt sich diese
Ordnung Äuber viele Elementarzellen fort, so spricht man von einer ferngeordneten ÄUberstruktur; die
Dimension dieserÄUberstruktur erstreckt sich bin in makroskopische Bereiche.

Abbildung 15.2: Ordnungsphase eines zweikomponentigen Systems, die aus der kubisch raumzentrierten Struktur
abgeleitet wird - auch B2-Phase.
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Diese ÄUberstruktur wird auch als Typ AB bezeichnet. Sie tritt nur i n kubisch raumzentrierten Gittern
auf. Das kubisch °Äachenzentrierte Gitter kann hingegen nicht mit einer 50 prozentigen Zusammensetzung
in eine perfekt ferngeordnete Struktur ÄuberfÄuhrt werden. Man kÄonnte je zwei Teilgitter mit den A und B
Atomen besetzen, jedoch erhÄalt man dann immer eine Schichtstruktur, wodurch die kubische Symmetrie
verloren geht. Die Kristallsymmetrie ist dann tetragonal.
FÄur die Systeme CuAg, FePt oder NiAl (um nur einige wenige zu nennen) wird diese Ordnungsphase
experimentell beobachtet. Man bezeichnet sie als L10-Phasen.

ZUM N ACHDENKEN:
² Was besagt die Vertauschungsenergie?

² Welche ÄUberstrukturen werden im kfz Gitter
beobachtet?

Abbildung 15.3: Ordnungsphase eines zweikomponentigen Systems, die aus der kubisch °Äachenzentrierten Struktur
abgeleitet wird - auchL10-Phase.

Diese Bezeichnungen entstammen dem Strukturbericht, fÄur den Barrett und Massalski eine Beziehung
zwischen dem Strukturbericht-Typen und der komplexitÄat der Verbindung entwickelt haben.

Strukturbericht Kristall-Typ
A Elemente
B AB-Verbindungen
C AB 2-Verbindungen
D A m Bn -Verbindungen
E,F,G,H... K komplexere Verbindungen
L Legierungen
O organische Verbindungen
S Silikate

Tabelle 15.1: Nomenklatur des Strukturberichts zur teilweisen Klassi¯zierung der Kristallstruktur.

Die Symbole des Strukturberichts dienen zur teilweise Klassi¯zierung der Kristallstruktur. Die Zahlen
hinter den Buchstaben geben die historische Reihenfolge wider, mit der sie erstellt wurden. Dummerweise
ist diese Schema nicht immer gÄultig, so wie fÄur A15 (Cr 3Si).
FÄur das kubisch °Äachenzentrierte Gitter wird eine ÄUberstruktur f Äur eine Zusammensetzung der Legierung
von 1:3 gefunden. Die Legierungen mÄussen also vom Typ AB3 sein. Das kubisch °Äachenzentrierte Gitter
wird auch durch vier Teilgitter beschrieben; eins welches durch die Ecken gebildet werden und drei weitere,
die durch die °Äachenzentrierten Atome auf den BasisfÄachen (c), den Seiten (b), und den Stirn°Äachen (a)
beschrieben werden. Die Basis des kubisch °Äachenzentrierten Gitters besteht aus vier Atomen, die sichauf
den zuvor beschriebenen Lagen be¯nden. Diese vier Atome bilden die Basen der mÄoglichen Untergitter.
In einem kfz-Gitter be¯nden sich die ° Äachenzentrierten Atome in jeweils zwei Elementarzellen. Bei
sechs °Äachenzentrierten Atomen be¯nden sich damit drei in jeder Elementarzelle. Hinzu kommt das
Atom auf den EckplÄatzen (macht zusammen vier). Mit der Beschreibung der Untergitter ist auch die
ÄUberstruktur beschrieben, in der eine Atomsorte auf dem Untergitter sitzt, welches durch die Ecklagen
des ursprÄunglich kubisch °Äachenzentrierten Gitters beschrieben wird und in der die drei Untergitter, die
durch die ursprÄunglich ° Äachenzentrierten Atome gebildet werden durch die andere Atomsorte besetzt ist.
Alle vier Untergitter haben eine einfach kubische Symmetrie.
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Abbildung 15.4: Ordnungsphase einesAB 3-Systems (rechts), die aus einer kubisch °Äachenzentrierten Struktur (links)
abgeleitet wird - auchL12-Phase (rechts).

Die kubisch °Äachenzentrierte Struktur wird als A1-Typ bezeichnet (was fÄur elementare Kristalle gilt und
erstaunlicherweise auch fÄur Verbindungen, die ungeordnet sind). Die zuvor besprochene ÄUberstruktur
wird als L12-Phase bezeichnet.
Noch einmal zum kubisch raumzentrierten Gitter: Dies wird als A2-Typ bezeichnet, egal ob es nur mit
einer Atomsorte, oder mit statistisch verteilten Atomen auf den Gitterpl Äatzen gebildet wird. Ordnet sich
die Struktur derart, da¼ die Untergitter, die durch die Ecken und die innenzentrierten Atomen beschrieben
werden kÄonnen, mit verschiedenen Elementen besetzt werden, so bezeichnet man die Struktur als B2-Typ.
Typische Beispiele sind¯ 0 ¡ CuZn und ¯ ¡ AuCd. Weitere ÄUberstrukturen, die auf A2 basieren sind die
Heusler Legierungen (Cu2MnAl), die als eisenfreie Ferromagnete technische Anwendung ¯nden.
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Abbildung 15.5: Cu-Au-Phasendiagramm mit den OrdnungsphasenCu3Au (L12-Phase),CuAu II ( ÄUberstruktur von
L10), CuAu I (L10-Phase) undCuAu 3 .

Im System Cu-Au werden die L10 und die L12-Phasen beobachtet, wie es aus den Phasendiagrammen
ersichtlich ist. ZusÄatzlich tritt eine langreichweitige ÄUberstruktur auf, CuAu II. Diese ÄUberstruktur
entsteht durch einen Wechsel in der Atombesetzung des Gitters. Die Legierung CuAu II ist auf
den WÄurfelebenen abwechselnd mit Cu oder Au besetzt. Nach jeder fÄunften W Äurfelebene wechselt
die Besetzung, das hei¼t es tritt eine Antiphasengrenze auf. Die einzelnen Strukturen zwischen den
Antiphasengrenzen bestehen damit aus fÄunf aneinander gereihten CuAg I-Strukturen (L10)
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Abbildung 15.6: Einheitszelle derCuAu II Struktur, mit einer Superperiode vonM = 5 (10 kristallographische
Einheitszellen).

Die kristallographische Einheitszelle besteht aus zehn Einheitszellen der tetragonalen CuAu I-Struktur,
die entlang derb-Richtung aneinander gereiht sind. Die Kupfer-Atome werden an den Antiphasengrenzen
durch den Vektor 1=2(~a + ~c) auf die Positionen der Gold-Atome

"
verschoben\. Diese eindimensionale

ÄUberstruktur wird auch f Äur Cu3Au II beobachtet, wobei in diesem Fall die kristallographische Einheitszelle
aus 18 Einheitszellen besteht (M = 9). F Äur andere Systeme, wie zum Beispiel Cu-Pd, Au-Zn werden fÄur
den A3B-Typ auch langreichweitige zweidimensionaleÄUberstrukturen beobachtet.
Aus dem Phasendiagramm ist ersichtlich, da¼ die Phasen dieÄUberstrukturen aufweisen in engen
HomogenitÄatsbereichen liegen. Dies ist die Regel fÄur solche Phasen. Diese intermetallischen Verbindungen
werden oft auch als intermediÄare Mischkristalle bezeichnet, um sie hierdurch von strengstÄochiometrischen
und wertigkeitsbestimmten Legierungen abzugrenzen. Anhand des Phasendiagramms ist ebenfalls
ersichtlich, da¼ zwischen den geordneten Phasen und der Schmelze ein Bereich liegt, der durch das
vollstÄandige Fehlen der Fernordnung gekennzeichnet ist. Nur unter 410±C liegt CuAu im geordneten
Zustand vor. DarÄuber, bis zur Schmelztemperatur von 889±C liegt das System als homogener Mischkristall
vor, bei dem die Cu und Au Atome statistisch auf den GitterplÄatzen verteilt sind.

15.1.1 Nachweis von ÄUberstrukturen
ÄUberstrukturen lassen sich anhand von Streuexperimenten nachweisen. Dies setzt allerdings voraus,
da¼ die an der Verbindung beteilligeten Atome einen unterschiedlichen Streuquerschnitt in Bezug
auf die verwendete Strahlung (z. B. RÄontgen oder Neutronen) haben. Infolge dieser unterschiedlichen
Streueigenschaften der beiden Atomsorten verlieren die AuslÄoschungsregeln ihre GÄultigkeit, Eine B2-
Struktur liefert ein Beugungsbild einer einfach kubischenStruktur, wobei die eigentlich verbotenen Re°exe
(Innenzentrierung) auftreten.
Der nukleare Strukturfaktor lautet

FN (~¿) =
X

d

bd exp
h
i~¿~d

i
(15.2)

~d - Vektor zum Atom in der Elementarzelle (Position des Streuzentrums); ~¿ - Streuvektor. Bei
der Berechnung der IntensitÄat eines Bragg-Re°exes mu¼ also die Position und die Art des Atoms
berÄucksichtigt werden.
Es gilt zum Beispiel fÄur ¿ = 2¼

a (1; 0; 0):

FN = bA + bB exp
·
i
2¼
a

1
2

a
¸

= bA + bB exp [i¼] = bA ¡ bB (15.3)

... fÄur ¿ = 2¼
a (1; 1; 0):

FN = bA + bB exp
·
i
2¼
a

µ
1
2

+
1
2

¶
a
¸

= bA + bB exp [2¼i] = bA + bB (15.4)

... und fÄur ¿ = 2¼
a (1; 1; 1):

FN = bA + bB exp
·
i
2¼
a

µ
1
2

+
1
2

+
1
2

¶
a
¸
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= bA + bB exp [3¼i] = bA ¡ bB (15.5)

Diese Berechnungen erfolgen immer unter der Annahme, da¼ das A-Atom auf (0; 0; 0) sitzt, sonst wird
der Strukturfaktor wie folgt berechnet:

FN = bA [exp [¡ i¼(k + l)] + exp [ ¡ i¼(h + k)] + exp [ ¡ i¼(h + l)] + 1]

+ bB [exp [¡ i¼(h + k + l)] + exp [ ¡ i¼h] + exp [¡ i¼k] + exp [¡ i¼l]] (15.6)

d=a

d=a d=a  2

Abbildung 15.7: Regellose Atomverteilung im quadratischen Gitter (links) und geordnete Atomverteilung (rechts).
Durch die ÄUberstruktur entsteht eine grÄo¼ere Elementarzelle der Untergitter, die Bragg-Re°exe bei kleineren Winkeln
verursachen.

ZUM N ACHDENKEN:
² Wie werden ÄUberstrukturen nachgewiesen?

² Wodurch kommt es zur AuslÄoschung von
Re°exen bei Streuexperimenten?

Allgemein gilt mit ¿ = 2¼
a (h; k; l ):

FN = bA ¡ bB fÄur h + k + l ungerade

= bA + bB fÄur h + k + l gerade

Wenn die Streuquerschnitte der beiden Atome gleich sind (bA = bB ), mÄussen sich die Auswahlregeln fÄur ein
zentriertes Gitter ergeben, ansonsten kommt es zu nicht verschwindender IntensitÄat an der zugeordneten
Position.

Beispiel: NaCl-Struktur; die Na und Cl-Atome bilden jeweil s ein kubisch °Äachenzentriertes Gitter.

dNa = a(0; 0; 0)

dCl = a(
1
2

; 0; 0)
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Abbildung 15.8: Struktur von NaCl.

Die Auswahlregeln fÄur ein kubisch °Äachenzentriertes Gitter besagen, da¼ Re°exe dann entstehen,
wenn die Millerschen Indicesh, k und l entweder alle gerade oder alle ungerade sind. Damit gilt
fÄur den Strukturfaktor von NaCl:

FN = bNa + bCl exp [i¿dCl ]

= bNa + bCl exp
·
i
2¼
a

(h k l ) ¢a
µ

1
2

0 0
¶¸

(15.7)

Wenn alle h, k und l gerade sind gilt: FN = bNa + bCl und wenn alle ungerade sind gilt:FN =
bNa ¡ bCl .
WÄaren bNa und bCl gleich, so wÄurden wieder die Auswahlregeln fÄur ein einfach kubisches Gitter
gelten. In diesem Fall allerdings mit einer Elementarzelle1

2 a. Durch Auftreten von ÄUberstrukturen
wird die Elementarzelle ja grÄo¼er.

ÄUberstrukturen lassen sich aber auch anhand des elektrischen Widerstandes nachweisen, der an der
Legierung gemessen werden kann. Da der Widerstand unter anderem von der StÄorung der PeriodizitÄat
des Gitters bestimmt wird, nimmt der Widerstand stark ab, wenn das Gitter einen hohen Ordnungsgrad
aufweist. Die streng periodischeÄUberstruktur Äau¼ert sich im Vergleich zum Mischkristall (trotz gleicher
Anzahl von Atomen) durch einen mit unter erheblich geringeren Widerstand.
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Abbildung 15.9: Spezi¯scher elektrischer Widerstand als Funktion der Zusammensetzung. DieL12 und L10 Phasen
zeigen deutlich geringere Wiederstandswerte als die homogene (statistisch besetzte) Mischung.
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Warum f Äur die geordnete CuAu3 Legierung, fÄur die ebenfalls eineÄUberstruktur beobachtet wird, kein
Abfall des spezi¯schen elektrischen Widerstandes beobachtet wird konnte bisher nicht zweifelsfrei geklÄart
werden.

15.2 Fernordnung

Bisher war stets von vollstÄandiger Ordnung die Rede. Gemeint ist damit, da¼ dieÄUberstruktur Äuberall und
vollstÄandig ausgebildet ist. Dies ist schon aufgrund der Entropieeines Systems (Temperaturen sind endlich
:-) nicht der Fall. ZweckmÄa¼igerweise wird ein Ordnungsgrad eingefÄuhrt, der genau diesem Problem
Rechnung trÄagt.
Der Grad langreichweitiger Ordnung wird durch ein VerhÄaltnis S de¯niert, das zwischen Null und Eins
liegt (s. Gl. 15.9). Hierbei bedeutet S = 1 vollst Äandige Ordnung und S = 0 das vollstÄandige Fehlen
jeglicher Ordnung.
Der Grad der Fernordnung ist de¯niert druch den Bruchteil der A-Atome, die auf dem richtigen
Untergitter sitzen in Bezug zu den A-Atomen auf dem falschenUntergitter (wobei das richtige Untergitter
durch die Ordnung bestimmt ist).

PA1 =
1
2

(1 + S) richtiges Untergitter

PA2 =
1
2

(1 ¡ S) falsches Untergitter

FÄur die regellose Verteilung istPA1 = PA2 = 1
2 und S = 0. F Äur die vollstÄandige Ordnung ist S = 1 und

PA2 = 0 oder S = ¡ 1 und PA1 = 0. Der Fall S = ¡ 1 entspricht einer 100% ig falschen Besetzung und ist
damit wieder vollstÄandig geordnet. Damit gilt

¡ 1 · S · 1 (15.8)

Der Fernordnungsparameter ist nach einem Vorschlag von Bragg-Williams gegeben durch:

S =
PA1 ¡ x

1 ¡ x
(15.9)

x ist der Anteil der A-Atome in der Legierung. Im Fall einer kubi sch raumzentrierten Struktur vom
Legierungs-Typ AB (x = 0 ; 5) gilt:

S =
PA1 ¡ 0; 5

0; 5
= 2PA1 ¡ 1 (15.10)

Genau wie das Vorhandensein vonÄUberstrukturen kann auch der Fernordnungsgrad durch (RÄontgen-)
Strukturuntersuchungen ermittelt werden.
Die GrÄo¼e vonS hÄangt erwartungsgemÄa¼ von der Temperatur und der Vertauschungsenergie ab. Die
TemperaturabhÄangigkeit von S erhÄalt man, indem E(S) = TSM (S) minimiert wird. Damit kann der
Boltzmannsche Verteilungssatz wie folgt aufgeschrieben werden:

PA2

PA1
=

1 ¡ S
1 + S

= exp
·

n²S
kT

¸
(15.11)

In Gleichung 15.11 ist n²S die Energiedi®erenz zwischen den beiden PlÄatzen des A-Atoms. Die
Entordnungsenergie nimmt mit dem Ordnungsgrad ab. Die Gleichung 15.11 kann umgeformt werden:

1 ¡ S
1 + S

= exp
·

n²S
kT

¸
= exp[B ]
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ZUM N ACHDENKEN:
² Wodurch unterscheiden sich Nah- und

Fernordnung?

² Was geht schneller: Ordnung einstellen oder
au°Äosen?

... nach S umstellen ergibt:

1 ¡ S = exp[B ](1 + S)

1 = exp[B ] + s ¢exp[B ] + S

1 ¡ exp[B ] = S (exp[B ] + 1)

S =
1 ¡ exp[B ]
1 + exp[B ]

dies wird nun intelligent erweitert

S =
exp

£
¡ B

2

¤
¡ exp

£
B
2

¤

exp
£
¡ B

2

¤
+ exp

£
B
2

¤

= ¡ tanh
·

B
2

¸
= ¡ tanh

·
n²S
2kT

¸
(15.12)

= ¡ tanh(x) (15.13)

mit n²S
2kT = x folgt S = 2kT x

n² (² ist negativ)

S =
2kTx
nj²j

= tanh( x) (15.14)

Gleichung 15.14 ist in Abbildung 15.10 graphisch dargestellt. Der Verlauf von S(T) kann aus dieser
Darstellung ermittelt werden
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Abbildung 15.10: Graphische LÄosung der Gleichung 15.14 fÄur verschiedene TemperaturenTc > T 2 > T 1 . FÄur T3 < T c

wird keine LÄosung gefunden.

ZunÄachst einmal beginnt die Funktion tanh(x) bei x = 0 mit der Steigung 1, °acht ab und tanh( x) geht
gegen 1 fÄur gro¼ex. Die Steigung 1 am Nullpunkt de¯niert die kritische Temperatur.

kTc =
nj²j
2

(15.15)

FÄur grÄo¼ere Temperaturen, die in diesem Bild in der Steigung von tanh(x) drin stecken, gibt es keinen
Schnittpunkt zwischen der Funktion tanh( x) und der Temperatur-Linie. Demzufolge existiert bei dieser
Temperatur keine LÄosung, die auf einen OrdnungsparameterS fÄuhrt. L Äosungen (also Schnittpunkte
zwischen tanh(x) und der Temperatur-Geraden) gibt es fÄur tiefe Temperaturen (T < T c). Je tiefer
die Temperatur (geringere Steigung), desto grÄo¼er ist der Wert fÄur S, bei dem sich die beiden
Funktionen gleichen (Schnittpunkt). Aus diesen Wertepaaren wird die schon erwÄahnte AbhÄangigkeit des
Ordnungsparameters von der Temperatur gewonnen.
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Abbildung 15.11 zeigt die AbhÄangigkeit des OrdnungsparametersS von der Temperatur T fÄur geordnete
Legierungen vom Typ AB und AB3. Der FernordnungsgradÄandert sich bei Tc unstetig im Fall von AB 3,
was einem PhasenÄubergang erster Ordnung entspricht.
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Abbildung 15.11: TemperaturabhÄangigkeit des FernordnungsgradesS.

15.3 Nahordnung

Wenn in verschiedenen Bereichen eines Kristalls die Untergitter zwar vollst Äandig geordnet aber
mit der jeweils anderen Atomsorte besetzt sind, kommt es zu Problemen bei der De¯nition eines
Fernordnungsparameters. In diesem Fall sind zwar alle Atome in eine ÄUberstruktur eingebaut, aber
die verschiedenen Bereiche sind nicht mehr alle gleich geordnet. An den Grenzen der Bereiche ist
die nÄachste-Nachbar Reihenfolge gestÄort. Diese Grenzen werden als Antiphasengrenze bezeichnet. Die
Abbildung 15.12 veranschaulicht einen solchen Fall.

Abbildung 15.12: VollstÄandig ferngeordneter Kristall der in Bereiche aufgeteilt ist, die zwar jeder fÄur sich vollstÄandige
Fernordnung aufweisen, sich von ihren jeweiligen nÄachten Nachbarn jedoch durch Antiphasengrenzen agbrenzen.Die
ferngeordnete Struktur entspricht derL10-Phase.

Eine derartige Struktur kann zum Beispiel entstehen, wenn die Keimbildung zur Ordnungseinstellung
in verschiedenen Bereichen beginnt. Zu dieser Zeit sind dieKeime nicht korreliert. Die Auswahl der
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Besetzung der Teilgitter bei der Keimbildung beruht auf demZufallsprinzip. Die perfekt geordneten, aber
unter UmstÄanden auf unterschiedlichen besetzten Untergittern besetzten Bereiche werden als DomÄanen
bezeichnet. Das weitere Wachstum der DomÄanen fÄuhrt schlie¼lich dazu, da¼ diese aneinandersto¼en.
Aufgrund der zufÄalligen Auswahl der Untergitter bei der Keimbildung k Äonnen diese an den Grenzen
entweder in Phase oder au¼er Phase sein. Im zweiten FallÄandert sich die Besetzung der Untergitter an
der Grenze sprunghaft (Antiphasengrenze).
Im statistischen Mittel treten die verschiedenen Besetzungen der Untergitter mit der selben HÄau¯gkeit
auf. Damit wÄare wegen der statistischen Besetzung aberS = 0, was in diesem Fall dem wahren Grad der
Ordnung in keiner Weise Rechnung trÄagt, da alle Teilgitter des Kristalls vollst Äandig geordnet sind.
Ein Ausweg aus diesem Dilemma wird durch die De¯nition des Nahordnungsparameters gefunden:

¾=
q ¡ qu

qm ¡ qu
(15.16)

Hierin sind: q - Anteil der B-Atome als Nachbar von A-Atomen; qu - Anteil von B-Atomen als Nachbar von
A-Atomen im vollst Äandig ungeordneten Zustand;qm - Anteil von B-Atoman als Nachbar von A-Atomen
im vollst Äandig geordneten Zustande.qm ist fÄur die jeweilige Legierung eine Konstante, zum Beispiel gilt
fÄur AB-Legierungen qm = 1.
Die Idee hinter dem Nahordnungsparameter ist, da¼ jedes Atom-Paar als nÄachste Nachbarn betrachtet
werden. Damit gibt der Nahordnungsparameter ¾ die NachbarschaftsverhÄaltnisse eines beliebig
herausgegri®enen A-Atoms an. Hierbei wird angegeben, ob dieses Atom in Bezug auf seine nÄachsten
Nachbarn in einer geordneten Struktur eingebunden ist, oder nicht. Langreichweitige Beziehungen werden
hierbei vÄollig au¼er Acht gelassen. Prinzipiell kann dieser Nahordnungsparameter auch aufÄubernÄachste
Nachbarn erweitert werden.
Wenn ÄUberstrukturen vorhanden sind (also S = 1 gilt), so wird der Nahordnungsparameter ¾= 1 sein.
Allerdings ist der Wertebereich des Nahordnungsparameters beschrÄankt, es gilt: 0 · ¾· 1.
Der Nahordnungsparameter hÄangt erwartungsgemÄa¼ ebenfalls von der Temperatur ab. Unterhalb
der kritischen Ordnungstemperatur weisen S(T) und ¾(T) einen Äahnlichen Verlauf auf. Der
Nahordnungsparameter geht beiTc aber nicht sofort auf Null, sondern bleibt oberhalb vonTc endlich und
fÄallt langsam mit steigender Temperatur ab. Dies liegt an derzufÄalligen Anordnung der Nachbaratome, die
eben auch eine nÄachste Nachbar Ordnung hervorbringen kann, die der geordneten Anordnung entspricht.
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Abbildung 15.13: TemperaturabhÄangigkeit von FernordnungsgradeS und Nahordnungsgrad¾ in AbhÄangigkeit von
der auf Tc reduzierten Temperatur.¾ ist auch fÄur T > T c endlich, da geordnete nÄachste Nachbarbeziehungen im
statistischen Mittel vorkommen.

Bei fehlender ÄUberstruktur ist es extrem schwierig Nahordnung nachzuweisen. Dies gelingt zum Beispiel
durch die Analyse des Untergrundes in der NÄahe von RÄontgenre°exen. Dieser ist an der Re°exposition
niedriger und an den Positionen, wo ÄUberstrukturre°exe zu erwarten sind erhÄoht. Die Auswertung von
Widerstandsmessungen liefert hingegen keine zuverlÄassigen AussagenÄuber die Nahordnung, da sowohl
ein Zu- als auch ein Abnehmen des Widerstandes mit zunehmenden Ordnungsgrad beobachtet wird.
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15.4 Ordnungsdom Äanen

Da die verschiedenen Untergitter im Allgemeinen gleichwertig sind, kÄonnen die A- oder B-Atome bei
einer an verschiedenen Stellen beginnenden Keimbildung das gleiche Untergitter besetzen. In diesem Fall
kommt es beim Zusammenwachsen der OrdnungsdomÄanen zur Bildung von Antiphasengrenzen.

n
u

Abbildung 15.14: Bildung (links) und Wachstum (mitte) von OrdnungsdomÄanen. Die Besetzung unterschiedlicher
Untergitter in den OrdnungsdomÄanen fÄuhrt beim Aneinandersto¼en der wachsenden DomÄanen zur Bildung von
Antiphasengrenzen (mitte und rechts).~n bezeichnet die FlÄachennormale der Antiphasengrenze und~u ist der
Verschiebungsvektor, der den Phasensprung beschreibt.

Eine beliebige Antiphasengrenze kann durch zwei Vektoren beschrieben werden. Dies sind der Vektor,
der FlÄachennormalen~n der Antiphasengrenze und weiterhin der Vektor ~u, der eine Verschiebung einer
Atomsorte von einem Untergitter auf das Andere beschreibt.Die Verschiebung ~u ist Ausdruck eines
Phasensprungs. Diese Verschiebung kann aber auch durch eine von au¼en angelegte Spannung erzeugt
werden. In diesem Fall ist die Phasengrenze durch eine Versetzung erzeugt worden. Der Burgers-Vektor
ist kleiner als der Translationsvektor der ÄUberstruktur.
Jede im Kristall endende Antiphasengrenze wird von einer Versetzung begrenzt. Auch in diesem Fall wird
die Antiphasengrenze vollstÄandig durch ~n und ~u beschrieben, wenn man sich die Grenze als stÄuckweise
gerade denkt.

A
B

B

A

A

Abbildung 15.15: ÄUberstruktur, die mehrere Antiphasengrenzen enthÄalt (links). Diese umschlie¼en entweder eine
OrdnungsdomÄane, oder verlaufen zwischen Versetzungen bzw. Korngrenzen.
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15.4.1 Energie von Antiphasengrenzen

Die FlÄachenenergie ~EAPG der Antiphasengrenze hÄangt von dem Vektor ~u ab, der den Phasensprung
beschreibt. ~EAPG ist minimal, wenn ~u in der Antiphasengrenze liegt. In diesem Fall wird die
Antiphasengrenze durch eine Translation erzeugt, es werden keine Atome hinzugefÄugt oder weggenommen
- wodurch ersichtlich wird, da¼ die FlÄachenenergie fÄur diese Kon¯guration einen minimalen Wert annimmt.
Wenn die Antiphasengrenze durch eine Translation erzeugt wird hat sich lediglich eine Versetzung durch
den Kristall und damit durch die OrdnungsdomÄane bewegt. FÄur alle anderen Orientierungen von~u ist
die Energie der Antiphasengrenze grÄo¼er; in diesen FÄallen ist ~u ¢~n 6= 0.

ZUM N ACHDENKEN:
² Was ist eine Antiphasengrenze?

² Unter welchem Umstand entsteht eine Anti-
phasengrenze bei Versetzungsbewegung?

² KÄonnen sich zwei Antiphasengrenzen
annihilieren?

² Warum ¯ndet bei der Ordnungseinstellung kein
langreichweitiger Materialtransport statt?

y

x

z

I I

I

II

I I
II

II

III

III IV
IV

I

Abbildung 15.16: Die Untergitter I und II (A), sowie III und IV (B) einesAB 3 Systems. Die Pfeile kennzeichnen die
den Phasensprung erzeugenden Vektoren (~u).

Abbildung 15.16 zeigt die vier Untergitter der L10 Struktur. Die drei Vektoren, die die Verschiebung der
einen Atomsorte von dem Untergitter, welches durch die Eckatome gebildet wird, auf eins der anderen
Untergitter beschreibt lauten:

~u1 =
a
2

[1 1 0] (15.17)

~u2 =
a
2

[1 0 1] (15.18)

~u3 =
a
2

[0 1 1] (15.19)

Wenn die Antiphasengrenze in derx ¡ y-Ebene liegt, ist ~n = [0 0 1] und damit liegt ~u1 in der Ebene der
Antiphasengrenze. Nur fÄur diesen Fall gilt (~u1 ¢~n) = 0. Die Antiphasengrenze ist vom sogenannten Typ
1, alle Anderen sind vom Typ 2. Prinzipiell gibt es vier mÄogliche OrdnungsdomÄanen; die ursprÄungliche
und die drei, die durch die Verschiebung entlang~u1 ~u2 und ~u3 hervorgehen (s. Abb. 15.16).
Die freie Energie der Antiphasengrenze ~FAPG kann unter BerÄucksichtigung der nÄachsten Nachbarn
abgeschÄatzt werden und damit die freie Energie als Funktion der Orientierung der Antiphasengrenze
wie folgt schreiben (ohne Herleitung):

~FAPG (~u = [1 1 0]) =
2²1n1S2

a2
p

n1
2 + n2

2 + n3
2

(15.20)

FÄur ~n = [0 0 1] ist ~FAPG = 0, was einer bevorzugten Lage der Antiphasengrenze in den WÄurfelebenen
entspricht. Unter Ber Äucksichtigung von ÄubernÄachsten Nachbarn bleibt ~FAPG fÄur diese Orientierung zwar
endlich, nimmt aber dennoch ein Minimum ein.
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Abbildung 15.17: Linien konstanter freier Energie~FAPG fÄur eine durch~u = a
2 [1 1 0] erzeugte Antiphasengrenze in

AB 3 als Funktion der FlÄachennormale[h k l ].

Die OrientierungsabhÄangigkeit von ~FAPG ist in Abbildung 15.17 durch Linien konstanter freier Energie
fÄur eine durch ~u = a=2 [1 1 0] erzeugte Antiphasengrenze als Funktion der FlÄachennormale~n = [ h k l ]
dargestellt. Neben dem Minimum fÄur ~n = [0 0 1] gibt es Maxima fÄur [1 0 0] und [0 1 0], sowie Sattelpunkte
fÄur [1 1 0] und [11 0].

15.5 Ordnungskinetik

Der zeitliche Ablauf, der die Einstellung von OrdnungszustÄanden beschreibt, wird in einer Legierung durch
atomare Platzwechsel(Di®usion) bestimmt. Die wÄahrend dieses Prozesses ablaufenden Platzwechsel rufen
keine gro¼en Konzentrationsunterschiede hervor, oder gleichen sie aus, da der Materialtransport nicht
langreichweitig ist. Damit unterscheidet sich die Einstellung von Ordnung wesentlich von Prozessen, wie
Entmischungs- oder AusscheidungsvorgÄangen. Grob kann die Einstellung von Ordnung in drei Phasen
eingeteilt werden:

1. Keimbildung

2. Keimwachstum bis die OrdnungsdomÄanen aneinander sto¼en

3. VergrÄoberung des DomÄanengefÄuges bis zum geordneten Kristall ohne Antiphasengrenzen

Gleichzeitig zu diesen VorgÄangen kann sich der Ordnungsgrad innerhalb einer DomÄaneÄandern. Dieser als
homogene Ordnungseinstellung bezeichnete Vorgang lÄa¼t sich wie folgt beschreiben:

dPA1

dt
= K " ¢PA2 PB1 ¡ K # ¢PA1 PB2 (15.21)

Wie schnell die Reaktion ablÄauft hÄangt damit von er Besetzung der Untergitter und den
GeschwindigkeitskontantenK " und K # ab.
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Abbildung 15.18: Potentielle Energie eines Atoms auf einem richtigenbzw. falschen Untergitterplatz. Der Platzwechsel
vom falschen zum richtigen Untergitter (K #) wird mit zunehmendem FernordnungsgradS erleichtert, da das falsche
Untergitter energetisch ungÄunstiger wird (V = ´ j" jS).

Letztere werden durch eine Arrheniusgleichung beschrieben

K " = º 0 exp
·
¡

Q
kT

¸
und K #= º 0 exp

·
¡

Q + V
kT

¸
(15.22)

Mit S = ( PA1 ¡ x)=(1 ¡ x) (Gl. 15.9) liefert dies die zeitliche ÄAnderung des Fernordnungsgrades, wie er
in Abbildung 15.19 fÄur eine A3B-Legierung mit Tc = 205 K dargestellt ist.
Bei kleinen Ordnungsgradienten ist dS=dt = 0 und bei mittleren Fernordnungsgraden S gibt es ein
Maximum von dS=dt, welches knapp unterhalb vonTc besonders ausgeprÄagt ist. Weit unterhalb von Tc

ist die GeschwindigkeitdS=dt (fÄur t = 0) negativ. Dies bedeutet, da¼ eine grÄo¼ere Schwankung abgewartet
werden mu¼ bevor die Ordnung weiter ansteigt, die dann schlie¼lich auf einen endlichen Ordnungsgrad
fÄuhrt.
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Abbildung 15.19: Zeitliche ÄAnderung des Fernordnungsgrades einerAB 3 Legierung als Funktion des
FernordnungsgradesS fÄur verschiedene Temperaturen.
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In der Praxis kann aber nicht unterschieden werden, ob sich ein Ordnungszustand wir zuvor
beschrieben homogen einstellt, oder ob die DomÄanen wachsen. Das DomÄanenwachstum wird analog zur
Rekristallisationskinetik beschrieben. Man nimmt an, da¼es zu Beginn des ProzessesN DomÄanenkeime
pro cm3 gibt, deren GrÄo¼e mit der konstanten Geschwindigkeitv in jede Richtung wÄachst (bis die
DomÄanen aneinadersto¼en).
Jede DomÄane wÄachst dann um dV = 4¼v3t2dt und der geordnete Volumenantiel X wÄachst in den
ungeordneten (1¡ X ) hinein.

dX = 4¼v3Nt 2dt(1 ¡ X ) (15.23)

Damit gilt f Äur den geordneten Volumenanteil

X = 1 ¡ exp
·
¡

4¼
3

v3N (T)t3
¸

(15.24)

Das Wachstum soll gemÄa¼ der Voraussetzung linear erfolgen, also gilt

v =
D(T)
kT

¢
¢ E(S)

a
(15.25)

Hierin ist: D - Di®usionskonstante; ¢E - Energie pro Atomvolumen. Bei tiefen Temperaturen wird D
exponentiell klein und fÄur T ' Tc verschwindet ¢ E , also zeigt die TemperaturabhÄangigkeit von v ein
Maximum unterhalb von Tc.
Qualitativ ist der zeitliche Verlauf des Ordnungsgrades mit

s =
Z

SX (S)
dV
V

(15.26)

nicht wesentlich von demjenigen verschieden, der fÄur die homogene Ordnungseinstellung beobachtet wird.
Dies spiegelt sich nicht zuletzt in der Tatsache

ZUM N ACHDENKEN:
² Beein°usst die Entropie den

Gleichgewichtszustand oder nur die Kinetik?

² Wie Äandert sich die Triebkraft f Äur die
Ordnungseinstellung wÄahrend derselben?

² Wie bestimmt die Temperatur die
Ordnungseinstellung?

wider, da¼ in der Praxis schwer zwischen beiden
Mechanismen unterschieden werden kann. Mehr noch:
Es hat den Anschein, da¼ beide Prozess, die auf
Nahordnung (homogene Ordnungseinstellung) und
Fernordnung (Wachstum von OrdnungsdomÄanen)
abzielen, nebeneinander ablaufen, was zum Teil sogar
gegeneinander statt ¯ndet.
Die VergrÄoberung der OrdnungsdomÄanen fÄuhrt nach
dem Ende des DomÄanenwachstums zu einer weiteren
Verringerung der Energie, da nach Abschlu¼ des

Wachstums Antiphasengrenzen vorhanden sind, die eine zusÄatzliche Energie beherbergen (dieser Vorgang
ist damit Äaquivalent zur sekundÄaren Rekristallisation zu sehen). Einzelne DomÄanen vergrÄo¼ern sich
auf Kisten benachbarter DomÄanen. Die treibende Kraft beruht auf der Verringerung der FlÄache der
Antiphasengrenzen. Damit kann die spezi¯sche Energie aller Antiphasengrenzen genutzt werden, um die
treibende Kraft zu berechnen:

¢ E '
~EAPG L 2

L 3 a3 (15.27)

Hierin sind: a3 - Atomvolumen; L - DomÄanendurchmesser;~EAPG - spez Energie der Antiphasengrenzen.
Gleichung 15.27 fÄuhrt zu

v =
dL
dt

=
D(T)
kT

¢
~EAPG a2

L
=

K
L

(15.28)

Die Integration von Gleichung 15.28 ergibt das Zeitgesetz,das von der Ostwald-Reifung bekannt ist

L 2 ¡ L 2
0 = Kt (15.29)


