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I Differentialrechnung

I.1 Der Funktionsbegriff

I.1.1 Erste Annäherung Eine reelle Funktion ist durch eine Vorschrift gegeben, nach
der Zahlen ausR auf eindeutige Weise wiederum Zahlen ausR zugeordnet werden.

B Verbale Beschreibung einer Vorschrift:

Ordne einer Zahl ihr Quadrat zu.

Ziehe aus einer gegebenen Zahl die Quadratwurzel.

Bilde aus einer Zahl ihren Kehrwert.

Quadriere eine gegebene Zahl, addiere3 und teile das Ergebnis durch die Zahl.

...

Der Nachteil einer verbalen Funktionsbeschreibung liegt offensichtlich in ihrer Schwerfäl-
ligkeit und Unübersichtlichkeit, wie das letzte Beispiel zeigt.

I.1.2 Formalisierung der Funktionsbeschreibung:

Verbale Beschreibung: Formalisierung:

gegebene Zahl

beliebige Zahl

jeder Zahl
...






x ∈ R (t, u, . . . ∈ R)

quadriere x2

ziehe Wurzel
√

u

bilde den Kehrwert 1
t

...
...

Funktionsname f (g, h, k, . . .)

Funktionswert f(x) (g(t), h(u), k(x), . . .)

zuordnen 7→
Funktion f : x 7→ f(x) f(x) = . . .

1



2 I Differentialrechnung

B f : x 7→ x2 , oder f(x) = x2 .

g : u 7→
√

u , oder g(u) =
√

u .

h : t 7→ 1
t

, oder h(t) = 1
t

.

k : x 7→ x2 + 3
x

, oder k(x) = x + 3
x

.

Damit können wir nun beliebige Funktionen bilden, einfach dadurch, daß wir die Vor-
schrift zur Berechnung des Funktionswertes durch eine Formel angeben, die mit Hilfe der
Variablenx (odert, u, . . .) ausgedrückt wird.

B f(x) = x2 − 1
x3 + 8

, g(t) = sin(t2 − 1) , h(u) = eu − e−u

eu + e−u , . . .

Funktionswertef(x) zu konkreten Variablenwertenx erhalten wir durch Ersetzen vonx
durch eben diese Werte:

B f(x) = x2 − 1
x3 + 8

:

x = 0: f(0) = 0 − 1
0 + 8

= − 1
8

, x = 1: f(1) = 1 − 1
1 + 8

= 0,

x = −1: f(−1) = 1 − 1
− 1 + 8

= 0, x = −2: f(−2) = 4 − 1
− 8 + 8

= 3
0

, geht nicht!

Problem: Nicht immer dürfen allex-Werte ausR eingesetzt werden.

B f(x) = x2 − 1
x3 + 8

, x 6= −2 ,

g(x) =
√

x , x ≥ 0 ,

k(x) = 1
x

, x 6= 0 .

Diese Beispiele zeigen, daß zur vollständigen Beschreibung einer Funktion noch die An-
gabe des Bereichs zulässigerx-Werte gehört.

I.1.3 Zweite Annäherung Eine reelle Funktionf ist durch eine Vorschriftx 7→ f(x) ge-
geben, nach der Zahlenx aus einer TeilmengeDf vonR auf eindeutige Weise Zahlenf(x)

ausR zugeordnet werden.Df ist der Definitionsbereich der Funktionf. UnterWf verste-
hen wir den Wertebereich, d.h., die Menge aller möglichen Zahlen, die als Funktionswerte
von f vorkommen. Wir verwenden die Schreibweisef : x 7→ f(x), x ∈ Df, wobeif(x)

meist durch einen konkreten Formelausdruck in der Variablen x angegeben ist, oder wir
geben die Vorschriftf(x) einfach an:f(x) = . . . , x ∈ Df.

2.04.2008 J. Hellmich



I.1 Der Funktionsbegriff 3

B f : x 7→ x2 , x ∈ R , oder f(x) = x2 , Df = R .

g : x 7→
√

x , Dg = R+, oder g(x) =
√

x , x ≥ 0 .

h : x 7→ 1
x

, x 6= 0 , oder h(x) = 1
x

, x ∈ R\{0} .

In diesen Beispielen wurde der maximale Definitionsbereichangegeben (hinter der Funk-
tionsvorschrift als Bedingung an die Variablex), d.h., der maximal mögliche Bereich von
Zahlenx ∈ R, für die die Vorschriftenf(x), g(x), . . . noch anwendbar sind.Df muß
aber durchaus nicht der maximale Definitionsbereich einer Funktion sein. Es kann mitun-
ter sinnvoll sein, den Definitionsbereich als Teilmenge desmaximal möglichen zu wählen.
So istf(x) = x2 natürlich für allex ∈ R sinnvoll ausführbar. Durch Einschränkung dieser
Vorschrift aufR+ erhalten wir eineandereFunktionk(x) = x2, x ∈ R+. Diese ist, im
Gegensatz zuf, umkehrbar, d.h., die Gleichungy = k(x) läßt sich durchx =

√
y ein-

deutig nachx auflösen, währendy = f(x) normalerweise zwei Lösungenx1/2 = ±√
y

besitzt. An diesem Beispiel wird deutlich, daß eine Abänderung des Definitionsbereichs
normalerweise auch tatsächlich qualitative Unterschiededer beteiligten Funktionen nach
sich zieht.

Merke: Zu einer Funktionf gehört neben der Angabe der Vorschriftx 7→ f(x), nach der
aus der Variablenx der Funktionswertf(x) zu bilden ist, immer auch der Definitionsbe-
reichDf, der den Zahlenbereich der zulässigenx-Werte beschreibt.
Wenn bei der Definition einer Funktion der Definitionsbereich nicht explizit angegeben
wurde (was mitunter bequem ist, wenn die zulässigenx-Werte offensichtlich sind und kei-
ne Einschränkung auf einen kleineren Bereich gewünscht ist), dann ist immer der maximal
mögliche Definitionsbereich zu nehmen.

I.1.4 Übersichtlichkeit Die Formalisierung des Funktionsbegriffs gibt uns ein leistungs-
fähiges Werkzeug zur Konstruktion vielfältiger Funktionen an die Hand. Wie steht es aber
mit der Übersicht über den Verlauf solcher Funktionen? D.h., was macht eine gegebene
Funktion eigentlich genau? Wo genau liefert sie z.B. positive Werte (eventuell wichtig,
wenn sie eine Kostenentwicklung oder eine Gewinnerwartungbeschreibt), wo wächst sie
und wie stark (z.B. das Wachstumsverhalten der Weltbevölkerung), nimmt sie ihre größten
oder ihre kleinsten Werte an und wenn ja, wo. . .?
Eine erste Methode, sich einen Überblick über den Funktionsverlauf zu verschaffen, kann
darin bestehen, einfach eine Wertetabelle anzulegen:

B

x . . . −3 −2 −1 −1
2

0 1
2

1 2 3 . . .

g(x) = x2 . . . 9 4 1 1
4

0 1
4

1 4 9 . . .

x . . . −3 −2 −1 −1
2

0 1
2

1 2 3 . . .

f(x) = x − 3
x

. . . −2 −1
2

2 11
2

−− −11
2

−2 1
2

2 . . .

Während im ersten Beispiel tatsächlich ein gewisser Überblick über den Funktionsverlauf
gewonnen wird, ist das beim zweiten Beispiel nicht mehr der Fall. Auch das Hinzufü-

J. Hellmich 2.04.2008



4 I Differentialrechnung

gen weitererx-Werte löst das Problem nicht wirklich: Man muß schon etwas mehr über
die Funktion wissen, um die richtigen Stellen zu finden, an denen sie mit einem feineren
x-Raster ausgewertet werden muß (beif handelt es sich um das Verhalten in einer Um-
gebung von0 und um das Verhalten fürx → ±∞). x-Werte, an denen eine Funktion
einen maximalen oder einen minimalen Wert annimmt, lassen sich in einer Wertetabelle
normalerweise nur ungefähr erkennen.

x

y

P(x|f(x))

x

f(x)

f(x)

f

Abbildung I.1

Funktionen graphisch darstellen

Ein erster Schritt, um diese Schwierigkeiten zu überwinden, besteht dar-
in, den Funktionsverlauf graphisch in einem rechtwinkligen Koordina-
tensystem in der EbeneR2 darzustellen. Dabei tragen wir diex-Werte
auf der waagrechten Achse – derx-Achse–, die zugehörigen Funkti-
onswertef(x) senkrecht darüber oder darunter auf, je nachdem, obf(x)

positiv, oder negativ ist. Wennx dann den DefinitionsbereichDf durch-
läuft, wandern die Punkte(x|f(x)) in der EbeneR2 auf einer Linie, die
den sog.Graphender Funktionf wiedergibt. Wir führen für ihn keine
neue Notation ein (was streng genommen nötig wäre), sondernbezeich-
nen ihn mit demselben Symbolf wie die Funktion selbst.
Diese graphische Darstellung können wir als eine Art kontinuierliche
Wertetabelle ansehen, weil wir ja eigentlich füralle zulässigenx-Werte
die zugehörigen Funktionswerte auftragen und nicht nur füreinige we-
nige Stützstellen, wie z.B. bei den Wertetabellen obigen Beispiels. Prak-
tisch bestimmen wir allerdings ebenfalls nur einige wenigeKurven-
punkte und verbinden sie, im Vertrauen darauf, daß die Funktion ge-
nügend glatt ist, durch eine Linie ohne Knicke, die den Kurvenverlauf
möglichst gut zu erraten versucht. Die Differenzierbarkeit einer Funkti-
on, die wir in AbschnittI.3 kennenlernen werden, liefert normalerweise
eine gute Gewähr dafür, daß eine Funktion ausreichend glattist, um
nach dem geschilderten graphischen Verfahren veranschaulicht werden

zu können. Das bedeutet aber nicht, daß damit immer auch schon ein vollständiges Ver-
ständnis einer Funktion erlangt werden kann. Man muß eine Funktion normalerweise noch
sorgfältig untersuchen, um etwa lokale Maxima oder Minima,Wendepunkte etc. aufzufin-
den. Die Differentialrechnung wird uns dafür ein leistungsfähiges Werkzeug an die Hand
geben.

I.1.5 Operationen mit Funktionen Aus Funktionenf, g, h, . . . lassen sich neue Funk-
tionen gewinnen. Uns stehen dafür im wesentlichen dieselben Grundrechenarten zur Verfü-
gung, wie für gewöhnliche Zahlen. Die Summef+g zweier Funktionenf undg definieren
wir dabei einfach durch die Vorschrift, daß der Funktionswert (f + g)(x) der Summe als
Summef(x)+g(x) der Funktionswertef(x) undg(x) zu bilden ist. Genauso verfahren wir
bei Subtraktion, Multiplikation und Division. Darüberhinaus können wir zwei Funktionen
f undg ineinander einsetzen – verketten –, d.h., der Funktionswert g(x) wird der Funktion
f als Argument zugewiesen:f(g(x)) – vorausgesetzt,g(x) liegt im DefinitionsbereichDf

von f. Im einzelnen gilt für diex-Werte, die sowohl inDf als auch inDg, die also im sog.
DurchschnittDf ∩ Dg vonDf undDg liegen, bzw., bei der Verkettung, für dieg(x) ∈ Df

2.04.2008 J. Hellmich



I.1 Der Funktionsbegriff 5

gilt:

Addition (f + g)(x) = f(x) + g(x)

Subtraktion (f − g)(x) = f(x) − g(x)

Multiplikation (f · g)(x) = f(x) · g(x)

(t ·g)(x) = t ·g(x), t ∈ R

Division
(

f
g

)
(x) =

f(x)

g(x)

Potenzierung fa(x) = (f(x))a

Verkettung (f ◦ g)(x) = f (g(x))

B Verkettung, oder Hintereinanderausführungf ◦ g zweier Funktionenf undg:

f(x) = x3, Df = R, g(x) = 2x2 − 1, Dg = R, Wf = [−1, ∞) (überprüfen!)
Dann ist(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(2x2 − 1) = (2x2 − 1)3 undDf◦g = R .

f(x) = 1
x3 , Df = R\{0}, g(x) = x2 − 4, Dg = R, Wg = [−4, ∞) ist nicht

vollständig inDf enthalten, denn die Zahl0 liegt in Wg, die für f verboten ist.
0 wird von g(x) an den beiden Stellen−2 und 2 angenommen. Also istDf◦g =

R\{−2, 2} und(f ◦ g)(x) = f(x2 − 4) = 1
(x2 − 4)3.

f(x) =
√

x, Df = R+
0 , g(x) = x2 − 1, Dg = R, Wg = [−1, ∞). Es mußg(x) ≥ 0

gelten, damitg(x) in f eingesetzt werden kann. Das ist fürx ≤ −1 oder fürx ≥ 1

der Fall (nachprüfen!), d.h., fürx ∈ (−∞, −1] oder fürx ∈ [1, ∞). Also ist der
DefinitionsbereichDf◦g vonf ◦g durch die Vereinigung(−∞, −1]∪ [1, ∞) dieser
beiden Intervalle gegeben.(f ◦ g)(x) = ?

J. Hellmich 2.04.2008



6 I Differentialrechnung

I.1.6 Einfache Verkettungen

x

f(x+a) fh h(x)

x+a x

Abbildung I.2

Verschiebung inx-Richtung:h(x) = f(x + a), a > 0

Eine Verschiebung einer Funktionf in x-Richtung
erhalten wir, wenn wir sie mit der Funktiong(x) =

x + a verketten:h(x) = f(x + a).

Füra > 0 wird die Funktionf uma Einheiten nach
links geschoben, denn der Funktionswerth(x) an
der Stellex wird mit der Vorschriftf an dera Ein-
heiten weiter rechts liegenden Stellex + a gebildet.
Auf diese Weise wandern alle Funktionswerte vonf

uma Einheiten nach links.

Für a < 0 wird die Funktionf nach rechts gescho-
ben.

f

h

x

h(x)

ax x

Abbildung I.3

Stauchung inx-Richtung:h(x) = f(ax), a > 1

Eine Stauchung einer Funktionf in x-Richtung er-
halten wir, wenn wir sie mit der Funktiong(x) = ax

verketten:h(x) = f(ax).

Für a > 1 wird die Funktionf auf engerem Raum
zusammengedrängt, denn der Funktionswerth(x) an
der Stellex wird mit der Vorschriftf an dera-fach
soweit entfernten Stelleax gebildet. Auf diese Wei-
se wandern weiter außen liegende Funktionswerte
von f näher an den Ursprung heran.

Für a < 1 wird die Funktionf auf einen weiteren
Raum gestreckt, denn der Funktionswerth(x) an der
Stellex wird mit der Vorschriftf an der weiter innen
liegenden Stelleax gebildet.

2.04.2008 J. Hellmich



I.2 Eine kleine Funktionssammlung 7

I.2 Eine kleine Funktionssammlung

I.2.1 Geraden

y

x

1

x x+1c x+h

m

1

h

f(
x
)=

m
x
+

c

f(
x
+

h
)−

f(
x
)

1

y

x
x
=

−
1

f(
x)

=
x

g(x)=− 2
3 x+2

1

h(x)=4

1

Abbildung I.4

(a) Gerade mit Steigungsdreiecken

(b) Beispiele

f(x) = mx + c

f(0) = c ist dery-Achsenabschnitt des Schnittpunktes vonf mit
dery-Achse.

f(x + 1) − f(x) = m(x + 1) + c − (mx + c)

= mx + m + c − mx − c

= m

D.h., m ist der Zuwachs der Gerade iny-Richtung, wenn in
x-Richtung eine Einheit fortgeschritten wird.m mißt al-
so die Steilheit vonf: Großes m bedeutet einen großen
y-Zuwachs, kleinesm einen kleinen Zuwachs bei glei-
chem Fortschritt in x-Richtung. Negativesm bedeutet,
daß die Gerade fällt (z.B.g ) und m = 0 gilt für waag-
rechte Geraden (z.B.h). m heißt daherSteigung der Ge-
rade f. Sie läßt sich aufgrund des Strahlensatzes aus je-
dem sog. Steigungsdreieckals Verhältnis von y-Zuwachs
f(x + h) − f(x) zumx-Zuwachs(x + h) − x = h bestimmen:

f(x + h) − f(x)

h
=

1

h

(
mx + mh + c − mx − c

)

=
1

h
mh = m

Die senkrechten Geraden sind die einzigen, denen imx, y-Koordinatensystem keine
Steigung zugeordnet werden kann. Sie haben die Gleichungx = d. So meint z.B.x = −1

die Menge aller Punkte(−1, y) mit beliebigeny ∈ R, also die Parallele zury-Achse, die
diex-Achse an der Stelle−1 schneidet.

J. Hellmich 2.04.2008



8 I Differentialrechnung

I.2.2 Parabeln

f(x) = ax2 + bx + c

Eine Parabel ist spiegelsymmetrisch zu ihrem Scheitelpunkt S. Die Nullstellenbestimmung
führt auf diequadratische Gleichung: ax2+bx+c = 0 . Wir lösen sie durchquadratische
Ergänzung: Dazu ergänzen wir die linke Seite von

y

x

1

f(x)=x2

1

g(x)=−1
2
(x−1)(x−5)

h(x)=1
4
x2−x+5

S

Abbildung I.5

Parabeln

x2 +
b

a
x = −

c

a

zu einem Binomen(x + p)2 = x2 + 2px + p2:

x2 + 2
b

2a
x = −

c

a

x2 + 2 p x + p2

x2 + 2
b

2a
x +

(
b

2a

)2

=
b2

4a2
−

c

a
,

also

(
x +

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2
.

Falls die rechte Seite größer oder gleich Null ist, erhaltenwir daraus durch Wurzelziehen

x1/2 +
b

2a
= ±

√
b2 − 4ac

4a2
=

±
√

b2 − 4ac

2|a|

(beachte:
√

a2 = |a| !). Da sich2|a| von2a allenfalls durch das Vorzeichen unterscheidet,
können wir auf der rechten Seite im Nenner2a schreiben und ein eventuell vorhandenes
Vorzeichen mit dem± des Zählers verrechnen. Auf diese Weise erhalten wir die bekannte
Lösungsformel für quadratische Gleichungen (die sog.Mitternachtsformel):

x1/2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
(I.1)

2.04.2008 J. Hellmich
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I.2.3 Parabeln dritter Ordnung

x

y

1

1

f(−3)=32
5

f(−1)=16
5

f(−5)=0

f(0)=1

f(1)=0

f(3)=32
5

f

f(x)=1
5
(x+5)(x−1)2

Abbildung I.6

Kubische Parabel

f(x) = ax3 + bx2 + cx + d

Die Nullstellenbestimmung stellt normalerweise ein Problem
dar. Es gibt zwar eine Auflösungsformel (die sog.Cardani-
scheFormel), doch ist sie für unsere Zwecke zu kompliziert
anzuwenden (vor allem, weil man für ihren Gebrauch etwas
von komplexen Zahlen verstehen sollte). Allerdings gibt es
eine Situation, in der wir mit unseren Mitteln alle Nullstel-
len bestimmen können. Immer dann, wenn wir eine Nullstel-
le x1 bereits kennen, z.B. indem wir sie geraten haben (was
leider nicht immer gehen muß), läßt sich das Problem durch
Polynomdivisionvon f mit (x − x1) auf eine quadratische
Gleichung zurückführen. UmganzzahligeNullstellen zu ra-
ten (und etwas anderes wird man normalerweise gar nicht erst
versuchen), gibt es eine wichtige Regel:
Falls die Koeffizientena, b, c undd in der Gleichungax3 +

bx2 + cx+d = 0 alle ganzzahlig sind, muß eine ganzzahlige
Lösungx1 immer ein Teiler vond sein.
Das läßt sich leicht folgendermaßen einsehen: Ausax3

1 + bx2
1 + cx1 + d = 0, also

d = −x1(ax2
1 + bx1 + c) folgt, daßd das Produkt aus der (laut Annahme) ganzen Zahl

−x1 und dem Ausdruckax2
1 + bx1 + c ist. Letzterer ist aber, da er durch Multiplikation

und Addition ganzer Zahlen entsteht, ebenfalls ganzzahlig. Also liefert d
x1

eine ganze Zahl
(nämlich−(ax2

1 + bx1 + c)).
Offensichtlich hängen diese Überlungen nicht davon ab, daßes sich um eine Gleichung
dritten Grades handelt. Die Regel läßt sich natürlich auch für Gleichungen vierten, fünften
und höheren Grades aussprechen.
Praktisch bedeutet das, wenn die beschriebenen Voraussetzungen für die Gleichungf(x) =

0 (eventuell nach Multiplikation mit einem geeigneten Faktor) erfüllt sind, daß wir nur die
möglichen Teiler vond zu bestimmen und inf(x) einzusetzen haben. Liefert einer den
Wert Null, dann haben wir eine Nullstelle gefunden, andernfalls gibt es keine ganzzahlige
Nullstelle.

B Wir betrachtenf(x) = 1
5
x3 + 3

5
x2 − 9

5
x + 1. Die Nullstellen müssen wir aus

1
5
x3 + 3

5
x2 − 9

5
x + 1 = 0

bestimmen. Um unsere Rate-Voraussetzungen zu erfüllen, müssen wir diese Gleichung
in eine äquivalente Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten überführen, was hier leicht
durch Multiplikation mit5 zu bewerkstelligen ist:

x3 + 3x2 − 9x + 5 = 0 . (I.2)

J. Hellmich 2.04.2008
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Mögliche Teiler von5 sind±1 und±5 (denn5 ist ja eine Primzahl). Durch Einsetzen sieht
man schnell, daßx1 = 1 eine Lösung darstellt. Die Polynomdivision vonx3+3x2−9x+5

mit x−1 stellt eine Methode dar, umx−1 als Faktor ausx3+3x2−9x+5 auszuklammern.
x3+3x2−9x+5 muß sich also als Produkt aus einem quadratischen Termp(x) und(x−1)

schreiben lassen:

x3 + 3x2 − 9x + 5 = p(x) · (x − 1) ,

oder

(x3 + 3x2 − 9x + 5) : (x − 1) = p(x) .

Erster Schritt: Bestimme den Ausdruck, mit dem der führendeTermx (d.h., der mit der
höchsten Potenz) des Teilers(x − 1) multipliziert werden muß, um im Ergebnis denselben
führenden Termx3 wie in x3 + 3x2 − 9x + 5 zu erhalten. Offensichtlich ist dasx2. Nun
wird x− 1 mit x2 multipliziert und vonx3 + 3x2 − 9x+ 5 abgezogen. Dabei fällt natürlich
x3 weg (denn so haben wir es ja gerade eingerichtet!):

(x3 + 3x2 − 9x + 5) : (x − 1) = x2

−(x3 − x2)

4x2 − 9x + 5

Zweiter Schritt: Wir verfahren wie beim ersten Schritt, nunaber mit dem Ausdruck
4x2 − 9x + 1. Wir müssen(x − 1) mit 4x multiplizieren, um den führenden Term4x2

zu reproduzieren. Im dritten und letzten Schritt ist der Faktor −5:

(x3 + 3x2 − 9x + 5) : (x − 1) = x2 + 4x − 5

−(x3 − x2)

4x2 − 9x + 5

−(4x2 − 4x)

−5x + 5

−(−5x + 5)

0

Als Ergebnis erhalten wirp(x) = x2+4x−5, alsox3+3x2−9x+5 = (x2+4x−5)(x−1).
Statt (I.2) können wir nun

(x2 + 4x − 5)(x − 1) = 0

setzen. Um die weiteren Nullstellen zu gewinnen, von denen es noch maximal zwei geben
kann (aber nicht muß), brauchen wir nun nur noch die quadratische Gleichung

x2 + 4x − 5 = 0

2.04.2008 J. Hellmich
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zu lösen. Die Mitternachtsformel (I.1) liefert x2 = 1 = x1 undx3 = −5. x1 = 1 ist eine
sog.doppelte Nullstelle. Damit hat es folgende Bewandtnis:

Die beiden Faktoren(x − 1) und (x + 5) müssenx2 + 4x − 5 ohne Rest teilen – genau
wie oben mit der kubischen Gleichung beschrieben. Nach Division vonx2 + 4x − 5 mit
(x−1) kann die höchste Potenz des Ergebnisses nur nochx1 sein und nach anschließender
Division mit (x + 5) nur nochx0, d.h., das Divisionsergebnis besteht nur noch aus einer
Zahl s. Somit mußx2 + 4x − 5 = s(x − 1)(x + 5) gelten. Offensichtlich ists = 1

(ausmultiplizieren). Wir erhaltenx3+3x2−9x+5 = (x+5)(x−1)(x−1) = (x+5)(x−1)2.
Die linke Seite ist nach (I.2) 5 · f(x), so daß wir jetzt bei der Darstellung

f(x) = 1
5
(x + 5)(x − 1)2

für f angelangt sind. Nun sehen wir leicht, was damit gemeint ist,daß es sich beix1 = 1

um eine doppelte Nullstelle handelt: Der Faktor(x − 1) taucht im Gegensatz zum Faktor
(x + 5) quadratischauf. Das hat zur Folge, daßf bei x = 1 eine NullstelleohneVorzei-
chenwechsel besitzt (beix = −5 findet dagegen ein Vorzeichenwechsel von− nach+

statt).

Eine doppelte Nullstellex1 ist dadurch gekennzeichnet, daß der Faktor(x−x1) quadratisch
in f auftritt.

I.2.4 Hyperbel

y

x

1

f(x)=1
x

1
10

1
100

1
1000

1
10000

1

Abbildung I.7

Hyperbel

f(x) =
1

x
, Df = R\{0}

In der Definitionslückex = 0 hatf eine senkrechte Asymp-
tote, nämlich diey-Achse. Das können wir leicht einsehen,
wenn wir Zahlen einsetzen, die sehr nahe bei0 liegen:

f(1
2
) = 1

1
2

= 2, f(1
4
) = 1

1
4

= 4, f( 1
10

) = 1
1

10

= 10,

f( 1
100

) = 1
1

100

= 100, f( 1
1000

) = 1
1

1000

= 1000, . . .

Auf der kleinen Strecke zwischen0 und1 ergeben sich, in-
dem wir uns mitx der Zahl0 immer weiter nähern, beliebig
große Funktionswertef(x). Das bedeutet aber gerade, daß
sich der Graph der Funktion immer besser an diey-Achse
anschmiegt, d.h., daß diey-Achse eine Asymptote ist. Set-
zen wir dagegenx-Werte mit immer größerem Betrag ein,
so streben die Funktionswerte gegen0:

f(±10) = ± 1
10

, f(±100000) = ± 1
100000

= ±0, 00001, . . .

Der Graph vonf schmiegt sich nun also an diex-Achse,
d.h., diex-Achse ist eine waagrechte Asymptote vonf.
Offensichtlich istf punktsymmetrisch zum Koordinatenur-
sprung:f(−x) = −f(x) gilt für alle x ∈ Df.

J. Hellmich 2.04.2008
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I.2.5 Trigonometrische Funktionen

1

si
n(

x
)1

1

−1

2π

5π
2

x3π
2

π
2

5π
2

π
2

−π
2

π

3π
2

2π

x

x cos(x) tan

cos

1−1

si
n(

x
)

x

ta
n(

x
)

sin

cos(x)

x

π

Abbildung I.8

Entstehung vonsin, cosund tanam Einheitskreis

Die Verhältnisse zweier Seiten in einem recht-
winkligen Dreieck sind nicht von dem Maß-
stab abhängig, in dem es gezeichnet wird.

sin(x) = b
c

cos(x) = a
c

tan(x) = b
a

=
b
c
a
c

=
sin(x)

cos(x)

cot(x) = a
b

c

b

x

G
eg

en
ka

th
et

e

Hyp
otenuse

Ankathete

a

Solche Seitenverhältnisse werden demnach von dem Winkelx bereits eindeutig festge-
legt. Für jedes der vier möglichen hat sich ein Name eingebürgert. So bezeichnen wir mit
sin(x) das Verhältnisb

c
aus Gegenkatheteb und Hypotenusec, bei gegebenem Winkelx.

Auf diese Weise haben wir eine Funktionsvorschrift erklärt, die zunächst nur jedem Win-
kel zwischen0 und π

2
(=̂ 90◦) das Verhältnis der Seitenb undc zuordnet (zur Erinnerung

an das Bogenmaß siehe AbschnittI.2.8). Wir erweitern sie, indem wir Winkel, die größer
als π

2
sind, deny-Wert des zugehörigen Fahrstrahls auf dem Einheitskreis zuordnen (vergl.

2.04.2008 J. Hellmich



I.2 Eine kleine Funktionssammlung 13

AbbildungI.8). Die so gebildete Funktion nennen wirSinusund bezeichnen sie mit sin.
Genauso führen wir denCosinuscos, denTangenstan und denCotangenscot ein. Aus
der Zeichnung erkennen wir, daß der Tangens bei allen ganzzahligen Vielfachen vonπ eine
Definitionslücke hat und dort jeweils eine senkrechte Asymptote besitzt. Dasselbe gilt für
den Cotangens bei allen ungeraden Vielfachen vonπ

2
(in AbbildungI.8 der Übersichtlich-

keit halber, aber auch, weil er nur der Kehrwert des Tangens ist, nicht mit eingezeichnet).

Aus AbbildungI.8 lesen wir noch den zentralen Zusammenhang zwischen sin und cos ab.
Nach dem Satz von Pythagoras gilt

sin2(x) + cos2(x) = 1 . (I.3)

Darüberhinaus lassen sich die folgenden Symmetrieeigenschaften erkennen:

sin(−x) = − sin(x) , (I.4)

cos(−x) = cos(x) (I.5)

und damit

tan(−x) = − tan(x) , (I.6)

cot(−x) = − cot(x) . (I.7)

f(−x) x−x

f(−x) f(x)f(x)

x

−x

Abbildung I.9 Punktsymmetrie und Achsensymmetrie

Allgemein bedeutetf(−x) = −f(x) für
allex ∈ Df für eine Funktionf, daß sie
punktsymmetrisch zum Ursprungund
f(−x) = f(x) für alle x ∈ Df, daß sie
achsensymmetrisch zury-Achseist.

Also sind sin, tan und cot punktsym-
metrisch zum Ursprung. cos ist achsen-
symmetrisch zury-Achse.

J. Hellmich 2.04.2008
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I.2.6 Die Additionssätze der trigonometrischen Funktionen

y

x

1

f

g

d=cos(x)cos(y)

g
=

si
n(

x
)

co
s(

y
)

sin(y
)

co
s(y

)

x

ecos(x+y)

e

x
+
y

Abbildung I.10

sin(x + y), cos(x + y)

Aus der Zeichnung lesen wir folgendes ab:

sin(x + y) = g + f, cos(x + y) = d − e,

cos(x) =
d

cos(y)
, also d = cos(x) cos(y),

sin(x) =
e

sin(y)
, also e = sin(x) sin(y),

cos(x) =
f

sin(y)
, also f = cos(x) sin(y),

sin(x) =
g

cos(y)
, also g = sin(x) cos(y).

Damit erhalten wir die Additionssätze für den Sinus und den Cosinus:

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) , (I.8)

cos(x + y) = cos(x) cos(y) − sin(x) sin(y) . (I.9)

Mit ihrer Hilfe können wir nun auch den Additionssatz für denTangens herleiten:

tan(x + y) =
sin(x + y)

cos(x + y)
=

sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(x) cos(y) − sin(x) sin(y)
.

Erweitern mit 1
cos(x) cos(y)

ergibt:

=
sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(x) cos(y) − sin(x) sin(y)
·

1
cos(x)cos(y)

1
cos(x)cos(y)

=

sin(x)cos(y)

cos(x)cos(y)
+

cos(x)sin(y)

cos(x)cos(y)

cos(x)cos(y)

cos(x)cos(y)
−

sin(x)sin(y)

cos(x)cos(y)

=
tan(x) + tan(y)

1 − tan(x) tan(y)
,

also

tan(x + y) =
tan(x) + tan(y)

1 − tan(x) tan(y)
. (I.10)

2.04.2008 J. Hellmich
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x

si
n(

x
)

ta
n(

x
)

cos(x)P Q
1

R

T

S

1

Abbildung I.11

Abschätzung zum Bogenmaßx

I.2.7 Zwei wichtige Grenzwerte Um später den Sinus und den Co-

sinus ableiten zu können, benötigen wir die Grenzwerte lim
x→0

sin(x)

x
und lim

x→0

1 − cos(x)

x
. Dazu bestimmen wir aus nebenstehender Skiz-

ze folgende Flächeninhalte: Das DreieckPST mit den beiden Ka-
theten der Länge sin(x) und cos(x) hat den FlächeninhaltA1 =
1
2

sin(x) cos(x) und das DreieckPQR mit den Katheten der Länge
1 und tan(x) besitzt die FlächeA2 = 1

2
tan(x). Die FlächeA des

KreissektorsPQT mit der Bogenlängex ist nach Gleichung (I.15)
(für r = 1): A = 1

2
x. An der nebenstehenden Zeichnung erkennen

wir, daß die FlächeA1 immer kleiner als die SektorflächeA ist, und
daß diese vonA2 übertroffen wird:A1 ≤ A ≤ A2. Das bedeutet also

1
2

sin(x) cos(x) ≤ 1
2

x ≤ 1
2

tan(x) = 1
2

sin(x)

cos(x)
.

Daraus erhalten wir nach Division mit1
2

sin(x):

cos(x) ≤ x

sin(x)
≤ 1

cos(x)
. (I.11)

Der Cosinus hat an der Stellex = 0 den Wert1 (vergl. AbbildungI.8). Da er stetig ist,
strebt cos(x) gegen1, wennx gegen0 strebt. Die linke und rechte Seite in (I.11) strebt
also jeweils gegen1, und deshalb muß auch der mittlere Ausdruck gegen1 wandern
("Sandwich-Prinzip"). Dasselbe passiert dann mit dem Kehrwertsin(x)

x
. Wir erhalten als

Ergebnis:

lim
x→0

sin(x)

x
= 1 . (I.12)

Damit können wir den zweiten Grenzwert leicht bestimmen:

1 − cos(x)

x
=

1 − cos(x)

x
· 1 + cos(x)

1 + cos(x)

=
1 − cos2(x)

x (1 + cos(x))
=

sin2(x)

x (1 + cos(x))

= sin(x) · 1

1 + cos(x)
· sin(x)

x
.

Der letzte Faktor strebt gegen1, wie wir oben gesehen haben, der zweite gegen1
2

und der
erste gegen0 (denn sin(0) = 0). Das Produkt dieser drei Faktoren strebt also gegen0.

lim
x→0

1 − cos(x)

x
= 0 . (I.13)

J. Hellmich 2.04.2008
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I.2.8 Erinnerung an das Bogenmaß

r

1◦

1

α
x

A
b

Abbildung I.12

Zum Bogenmaß

Wir stellen hier noch einmal den Zusammenhang her, zwischenden
beiden gängigen Methoden einen Winkel zu messen. Die geläufig-
ste besteht darin, den Einheitskreis in360 gleich große Kreissektoren
aufzuteilen. Ein solcher Sektor repräsentiert den Winkel von einem
Grad, 1◦. Dieser wird in60 gleich große Teile unterteilt, die eine
Winkel-Minutedarstellen,1 ′, die sich wiederum aus60 gleich großen
Sektoren zusammensetzt, die jeweils eineWinkel-Sekunde, 1 ′′, defi-
nieren. Auf den meisten Taschenrechnern ist diese Winkelmessung
voreingestellt (erkennbar an der Anzeige DEG, fürDegree). Für ma-
thematische Untersuchungen ist es zweckmäßiger, den Winkel mit
dem sog.Bogenmaßzu beschreiben. Hier wird der Winkel durch die
Länge des Bogensx auf einem Kreis mit Radius1 gemessen (bei Ta-
schenrechnern üblicherweise durch RAD (fürRadian) gekennzeich-

net). Wir stellen, wenn wir nun schon mal dabei sind, den Zusammenhang zwischen Bo-
genlängeb und zugehörigem Winkelα gleich für einen beliebigen Radiusr her. Das Bo-
genmaß erhalten wir dann einfach, indem wirr = 1 setzen.
Der Zusammenhang vonb undα ist denkbar einfach:b ist proportional zuα, d.h., dop-
pelter, halber etc. Winkelα führt zu doppelter bzw. halber Bogenlängeb des zugehörigen
Kreissektors. Zum Vollwinkelα = 360◦ gehört offensichtlich die Bogenlänge des gesam-
ten Kreisumfangs, alsob = 2πr. Aufgrund der Proportionalität zwischenα und b folgt
nun

b

2πr
=

α

360
, oder b =

α

180
πr .

Für r = 1 erhalten wir den gewünschten Zusammenhang zwischen dem Bogenmaßx und
dem Winkelα:

x =
α

180
π . (I.14)

Offensichtlich giltb = x · r. Genauso einfach können wir nun auch noch den Zusam-
menhang zwischen der SektorflächeA und dem zugehörigen Bogenmaßx finden:A ist
proportional zub. Zum Bogen2πr, dem Umfang des Vollkreises, gehört die Flächeπr2

der vollen Kreisscheibe. Also verhält sich der Bogenb zum Gesamtumfang, wie die Flä-
cheA zum Gesamtflächeninhalt:

b

2πr
=

A

πr2
,

woraus wir sofort

A = 1
2

b r = 1
2

x r2 (I.15)

erhalten.
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x

y

1

1

exp

e

Abbildung I.13 Die e-Funktion

I.2.9 Die e-Funktion Die Eulersche Zahl e ist durch den
Grenzwert

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

≈ 2, 7182818 . . . (I.16)

gegeben. Da wir Grenzwerte eher intuitiv verwenden wollen,
können wir nicht in die etwas aufwendige Untersuchung die-
ser Zahl einsteigen. Wir definieren dieExponentialfunktion,
oft durch exp bezeichnet, als die Potenzfunktion mit der Ba-
sis e:

exp : x 7→ ex , Dexp = R .

Neben exp werden wir auch die Bezeichnung e-Funktionver-
wenden. Von entscheidender Bedeutung (und nur für die Potenzfunktion mit dieser selt-
samen Basis e erfüllt) wird die scheinbar nebensächliche Tatsache sein, daß die Tangente
im Punkt(0|1) die Steigung1 besitzt. Das können wir hier nicht beweisen, sondern müs-
sen es als gegeben annehmen. Diese Eigenschaft ist der eigentliche Grund dafür, daß die
e-Funktion ihre eigene Ableitung ist. In AbschnittI.3.11werden wir einen Hinweis darauf
geben, warum die Zahl mit den beschriebenen Eigenschaften gerade durch (I.16) gegeben
ist.

Weitere Eigenschaften der e-Funktion:

(a) Sie ist streng monoton wachsend, d.h., fürx2 > x1 gilt exp(x2) > exp(x1) oder
ex2 > ex1 : der größere von zweix-Werten liefert auch den größeren Funktionswert.

(b) Die e-Funktion besitzt keine Nullstellen. exp(x) = ex > 0 gilt für alle x ∈ R.

(c) Die Rechenregeln des Potenzierens bedeuten für die e-Funktion:
ex1+x2 = ex1ex2 , ex1−x2 = ex1

ex2
und

(
ex

)a
= eax.

Zur Erinnerung: Die Potenzrechengesetze lauten (füra, b > 0 , x, y ∈ R):

axay = ax+y , ax

ay = ax−y , (ax)y = axy;

(ab)x = axbx ,
(

a
b

)x
= ax

bx , a0 = 1 .
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18 I Differentialrechnung

I.3 Die Ableitung

I.3.1 Das Tangentenproblem

x

y

x

f

h

P(x|f(x))

t

x

y

f

W

g

h

x

t

An eine Funktionf soll in einem gegebenen KurvenpunktP eine Tangente angelegt
werden.

Um einer Lösung dieses Problems näherzukommen, müssen wir zunächst einmal
klären, was wir überhaupt unter einer Tangente verstehen wollen. Eine gängige
Vorstellung besteht darin, von einer Tangente zu verlangen, daß sie die Kurve im
KurvenpunktP(x|f(x)) nur berührt, aber nicht schneidet. Diese Vorstellung wird
noch dadurch gestützt, daß sie für die meisten KurvenpunkteP auch tatsächlich
zutrifft.
Aber wie steht es etwa mit einem WendepunktW der Kurve, also einem Punkt, in
dem sie z.B. von einer Rechtskurve in eine Linkskurve übergeht? Hier wird jede
Gerade durchW die Kurve inW schneiden. Trotzdem wird vermutlich jeder, der
unter den Geradeng, h undt zu wählen hat, zu dem Schluß gelangen, daß als Tan-
gente wohl nurt in Frage kommt. Das liegt daran, daßt die Kurve in einer kleinen
Umgebung des KurvenpunktesW besser annähert, als die anderen Geraden. Für

KurvenpunkteP, die nicht gerade Wendepunkte sind, hat die Gerade, die die Kurve bes-
ser als andere Geraden annähert, normalerweise auch die Eigenschaft, die Kurve nur zu
berühren und nicht zu schneiden. Aber diese Eigenschaft ist, wie unsere Überlegungen
nahelegen, eben nur zweitrangig. Im Vordergrund steht die Forderung,daß eine Tangente
die Kurve in einer Umgebung des Punktes besser als alle anderen Geraden annähert.
Damit meinen wir, daß der Unterschied dery-Werte von Kurve und Tangente in einer Um-
gebung rechts und links des Kurvenpunktes kleiner ist, als der Unterschied zwischen Kurve
und jeder anderen Geraden durch diesen Punkt. Damit kann es in einem Kurvenpunkt nur
eine Tangente geben – vorausgesetzt, es gibt überhaupt eine.

x

y

x

f

Abbildung I.14

Stetige Funktion mit

Knick

Man mache sich klar, daß es z.B. für einen Punkt, in dem die Kurve einen Knick
hat, keine Gerade geben kann, die unsere Anforderungen an eine Tangente erfüllt.
Die strenge Forderung nach bester Annäherung an die Kurve führt also dazu, daß
es Kurvenpunkte geben kann, in denen keine Tangente möglichist, obwohl es
eventuell viele Geraden gibt, die die Funktion in diesen Punkten nur berühren.
Tatsächlich ist das aber kein Fehler unserer Tangentendefinition! Normalerweise
sind wir nämlich weniger an der Tangente selbst interessiert, als vielmehr an ihrer
Steigung. Durch sie gewinnen wir ein Maß für die "Steilheit" der Kurvean der
betreffenden Stelle. Für Kurvenpunkte, an denen wir keine Tangente (in unserem
strengen Sinn) anlegen können, wie etwa bei Knickstellen, macht es dann eben
keinen Sinn, von der Steilheit der Kurve sprechen zu wollen.
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I.3.2 Vom Differenzenquotient zur Ableitung Um die Steigung der Tangentet in
P(x|f(x)) zu erklären, bestimmen wir zunächst einmal die Steigung derSekantes durch
P und einen weiteren KurvenpunktQ(x + h|f(x + h)), der vonP verschieden ist (h 6= 0).
Sie ist durch das Verhältnis der Kathetenlängen im Steigungsdreieck vons gegeben, also
durch das Verhältnis des Zuwachses∆f(x) = f(x + h) − f(x) der Funktionswerte zum
Zuwachs∆x = h der zugehörigenx-Koordinaten:

x

y

x

f
f(x+h)f(x)

P(x|f(x))

x+h

Tangentet

h→ 0

h

h→
0

Sekantes

f(x+h)−f(x)

Q

Abbildung I.15 Von der Sekante zur Tangente

∆f(x)

∆x
=

f(x + h) − f(x)

h
(I.17)

Dieser Ausdruck wird alsDifferen-
zenquotientbezeichnet, da er der
Quotient aus der Differenz der Funk-
tionswerte vonf und der Differenz
h = (x + h) − x der zugehörigenx-
Wertex+h undx ist. Er ist als Nähe-
rung für die Tangentensteigung anzu-
sehen, die wir zu finden hoffen. Die-
se Näherung ist normalerweise um
so besser, je dichter die zweite Stel-
le x + h bei der eigentlich interessie-
renden Stellex liegt, d.h., je kleinerh
ist. Lassen wirh gegen0 streben, so
wird Q gegenP streben – vorausge-
setzt, die Funktionf ist an der Stellex stetig. Wir sehen also, daß die Stetigkeit vonf in x

eine Mindestvoraussetzung darstellt, um überhaupt eine Tangentensteigung über eine An-
näherung durch Sekantensteigungen einführen zu können. Essei auch gleich betont, daß
es sich bei der Stetigkeit wirklich nur um einenotwendige Bedingunghandelt, die keines-
wegs ausreichend sein muß, um die Tangentensteigung angeben zu können: Man denke
nur an stetige Funktionen mit Knickstellen (vergl. AbbildungI.14).

Wenn der Differenzenquotient (I.17) für beliebig klein werdendesh eine feste Zahl immer
genauer annähert, sich von ihr alsobeliebig wenigunterscheidet, so können wir diese Zahl
mit Fug und Recht als die Steigung der Tangentet in P(x|f(x)) ansehen. Sie ist also durch
einen Grenzwert, der diese Annäherungsprozedur beschreibt, gegeben:

lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
(I.18)

Um zum Ausdruck zu bringen, daß es sich dabei um die Steigung der Tangente der Funk-
tion f an der Stellex handelt, bezeichnen wir diese Zahl mitf ′(x). Auf diese Weise haben
wir für jedesx aus dem Definitionsbereich vonf, für das der Grenzwert existiert, eine
Vorschrift f ′ angegeben, die wirAbleitungvon f nennen:

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
. (I.19)
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Eine Funktionf heißt an der Stellex ∈ Df differenzierbar, falls der Grenzwert (I.19)
existiert. Eine Funktion heißtdifferenzierbar, falls sie für alle Wertex aus ihrem Definiti-
onsbereich differenzierbar ist.

I.3.3 Notation Nebenf ′(x) gibt es auch noch die Schreibweisedf(x)

dx
, oder d

dx
f(x), die

an die Herkunft als Grenzwert des Differenzenquotienten∆f(x)

∆x
für (h =) ∆x → 0 erin-

nern soll.f ′(x) =
df(x)

dx
heißt daher auchDifferentialquotientvon f an der Stellex. Die

sogenanntenDifferentialedf(x) unddx sind dabei keine wirklichen mathematischen Ob-
jekte, denndf(x) müßte einfach0 sein, wenn wir versuchen sollten, diesen Ausdruck als
Grenzwert von∆f(x) für ∆x → 0 zu definieren. Sie sind nur als Symbole anzusehen.

I.3.4 Die Ableitung einer Geraden f(x) = mx + c Wenn unsere Überlegungen zur
Tangentensteigung bisher richtig waren, dann müßte die konstante Funktionf ′(x) = m

die Ableitung vonf sein, denn eine Gerade besitzt überall die gleiche Steigungm:

f(x + h) − f(x)

h
=

m(x + h) + c − (mx + c)

h
=

mh

h
= m .

Der Differenzenquotient hängt, wie erwartet, gar nicht mehr von h ab, so daß sich eine
Grenzwertbildung erübrigt:f ′(x) = m, wie es sein muß.

I.3.5 Die Ableitung der Parabelf(x) = x
2

f(x + h) − f(x)

h
=

(x + h)2 − x2

h
=

x2 + 2xh + h2 − x2

h
=

(2x + h)h

h
= 2x + h .

Dieser Ausdruck strebt fürh → 0 offensichtlich beliebig genau gegen die Zahl2x, die
daher den Grenzwert des Differenzenquotienten darstellt:

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= lim

h→0
2x + h = 2x ,

für allex ∈ R.

I.3.6 Die Ableitung der Parabel dritter Ordnung f(x) = x
3

f(x + h) − f(x)

h
=

(x + h)3 − x3

h
=

x3 + 3x2h + 3xh2 + h3 − x3

h

=
(3x2 + 3xh + h2)h

h
= 3x2 + 3xh + h2 .

Für allex ∈ R strebt das gegen3x2, wennh gegen0 strebt:

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= lim

h→0
3x2 + 3xh + h2 = 3x2 .
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I.3.7 Der allgemeine Fallf(x) = xn , n ∈ N Hier stehen wir zunächst vor dem Problem,
den Ausdruckf(x + h) = (x + h)n auszuwerten, d.h., wir müßten in der Lage sein, das
allgemeine Binom(x + h)n auszumultiplizieren. Dafür gibt es zwar eine Formel, doch
kommen wir ohne sie aus. Wenn wir die beiden letzten Fälle analysieren, dann fällt auf,
daß sich der Summand mit der höchstenx-Potenz (alsox2 bzw.x3) immer heraushebt. Al-
le anderen Summanden kommen mit mindestens einemh multipliziert vor. Dabei werden
alle, außer der zweite Summand (2xh bzw. 3x2h), mit h2, h3 oder noch höheren Poten-
zen vonh multipliziert, so daß diese, nach Ausklammern und Kürzen des gemeinsamen
Faktorsh aller Summanden, mindestens noch mith multipliziert bleiben. Den Grenzwert
h → 0 überlebt dann nur noch der zweite Summand, denn er kommt als einziger nicht
mehr in Gesellschaft eines Faktorsh vor. Wir versuchen nun, diese Beobachtung auf den
allgemeinen Fall zu übertragen. Wenn wir uns(x+h)n = (x+h)(x+h)(x+h) · · · (x+h)

ausmultipliziert denken, also jeden Summanden der ersten Klammer mit jedem der zwei-
ten multiplizieren, dann mit jedem der dritten usw., bis zurletzten, dann werden wir für
die ersten Summanden des Ergebnisses den Ausdruck

xn + nxn−1h + axn−2h2 + bxn−3h3 + cxn−4h4 + · · ·+ hn

mit den noch unbestimmten Koeffizientena, b, c usw. erhalten. Dabei gibt es nur eine
Möglichkeit xn zu erhalten, weshalb der Vorfaktor vonxn auch1 ist. Dagegen gibt esn
Möglichkeiten, den Ausdruckxn−1h zu gewinnen: Wir multiplizierenn − 1-mal x mit
sich selbst und nur einmal mith. Dafür gibt es dien Möglichkeitenhxn−1 = xhxn−2 =

x2hxn−3 = · · · = xn−2hx = xn−1h. Also muß der Vorfaktor dieses Ausdrucksn sein.
Wir könnten nun einige Arbeit dafür verwenden, auch noch dieKoeffizientena, b, c usw.
zu bestimmen. Der Punkt ist aber, daß das gar nicht nötig ist.Bei der Grenzwertbildung
werden die Summanden mit diesen Koeffizienten sowieso gegen0 streben:

f(x + h) − f(x)

h

=
(x + h)n − xn

h

=
xn + nxn−1h + axn−2h2 + bxn−3h3 + cxn−4h4 + · · · + hn − xn

h

=
nxn−1h + axn−2h2 + bxn−3h3 + cxn−4h4 + · · ·+ hn

h

=
(nxn−1 + axn−2h + bxn−3h2 + cxn−4h3 + · · · + hn−1)h

h

= nxn−1 + axn−2h + bxn−3h2 + cxn−4h3 + · · ·+ hn−1 .

Außer dem ersten Summandennxn−1 haben alle anderen mindestens einen Faktorh und
verschwinden daher im Grenzwert fürh → 0. Wir erhalten also fürf(x) = xn:

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
=

dxn

dx
= nxn−1 . (I.20)
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I.3.8 Die Ableitung der Hyperbel f(x) = 1

x

f(x + h) − f(x)

h
=

1
x+h

− 1
x

h
=

x−(x+h)

(x+h)x

h
=

−h
(x+h)x

h
=

−1

(x + h)x

h→ 0
- −

1

x2
.

Also gilt f ′(x) = − 1
x2 . Versuchen wir die Bezeihung (I.20), nämlichf ′(x) = nxn−1 für

f(x) = xn, auch fürn = −1 anzuwenden, d.h., auf die Funktionf(x) = 1
x

= x−1, so
würden wir den Ausdruck(−1)x−1−1 = −x−2 = − 1

x2 erhalten, also genau das Ergebnis,
daß wir eben für die Ableitung vonf(x) = 1

x
erzielt haben. Das bedeutet, daßnxn−1 zu-

mindest auch noch fürn = −1 die Ableitung vonf(x) = xn ist. Das läßt hoffen, daß diese
Beziehung sogar für alle negativen ganzen Zahlen gültig ist. Um sich davon zu überzeu-
gen, könnte man als nächstes den Falln = −2 untersuchen, alsof(x) = 1

x2 . Wir müßten
durch direktes Ausrechnen (so wie oben) als Ableitungf ′(x) = −2x−3 = − 2

x3 erhalten,
also wieder das, was (I.20) für n = −2 voraussagen würde.Ü
Wir werden diesen Weg aber nicht weiterverfolgen, denn die Gültigkeit von (I.20) für alle
ganzen Zahlen erhalten wir viel einfacher, wenn wir uns zunächst leistungsfähige Rechen-
regeln für die Ableitung beschaffen und diese auf das Problem anwenden. Es wird sich
dabei herausstellen, daßnxn−1 für alle gebrochenen Hochzahlenn, tatsächlich sogar für
alle Hochzahlen ausR die Ableitung vonf(x) = xn ergibt (vergl. Seite44).

I.3.9 Die Ableitung der Wurzel f(x) =
√

x

f(x + h) − f(x)

h
=

√
x + h −

√
x

h
=

√
x + h −

√
x

h
·
√

x + h +
√

x√
x + h +

√
x

=
x + h − x

(
√

x + h +
√

x)h
=

1

(
√

x + h +
√

x)

h→ 0
-

1

2
√

x
.

Man überzeuge sich davon, daß dieses Ergebnis ebenfalls aus(I.20) für n = 1
2

entsteht

(x
1
2 =

√
x). Der Definitionsbereich vonf(x) =

√
x besteht aus allen positiven Zahlen

einschließlich der Null, während die Ableitungf ′(x) = 1
2
√

x
nur für alle positiven Zahlen

(ohne die Null) existiert. Das liegt hier daran, daß die Tangente inx = 0 senkrecht ist und
deshalb keine endliche Steigung besitzen kann.

I.3.10 Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen Wir beginnen mitf(x) =

sin(x). Um den Differenzenquotienten auswerten zu können, benötigen wir die Additions-
sätze der trigonometrischen Funktionen, die wir im Abschnitt I.2.6 mit den Formeln (I.8),
(I.9) schon bereitgestellt haben und die Grenzwerte (I.12), sowie (I.13) aus AbschnittI.2.7:

f(x + h) − f(x)

h
=

sin(x + h) − sin(x)

h
=

sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h) − sin(x)

h

=
sin(x)

(
cos(h) − 1

)
+ cos(x) sin(h)

h
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= sin(x)
cos(h) − 1

h
+ cos(x)

sin(h)

h
h→ 0

- cos(x) ,

denn nach (I.13), (I.12) strebt sin(x)
cos(h)−1

h
für h → 0 gegen0 und cos(x)

sin(h)

h
gegen

cos(x). Genauso untersuchen wir nung(x) = cos(x):

g(x + h) − g(x)

h
=

cos(x + h) − cos(x)

h
=

cos(x) cos(h) − sin(x) sin(h) − cos(x)

h

=
cos(x)

(
cos(h) − 1

)
− sin(x) sin(h)

h

= cos(x)
cos(h) − 1

h
− sin(x)

sin(h)

h
h→ 0

- − sin(x) .

Wir erhalten die Ableitungsregeln

sin′ = cos, (I.21)

cos′ = − sin . (I.22)

Die Ableitung des Tangens können wir daraus leicht ausrechnen, wenn wir die Quotien-
tenregel zur Verfügung haben werden (siehe AbschnittI.4.4).

I.3.11 Die Ableitung der e-Funktion

exp(x + h) − exp(x)

h
=

ex+h − ex

h
=

exeh − ex

h
= ex eh − 1

h
h→ 0

- ex = exp(x) ,

denn wir hatten in AbschnittI.2.9 schon darauf hingewiesen, daß die Tangente beix = 0

die Steigung1 hat, d.h., daße
h−1
h

für h → 0 gegen1 strebt. Das bedeutet

exp′ = exp . (I.23)

Nun können wir einen Hinweis darauf geben, warum die Zahl e durch den Grenzwert (I.16)
gegeben sein muß, damit exp′ = exp gelten kann. Wir wissen daß exp′ = exp genau dann
gilt, wenn eh−1

h
→ 1 für h → 0 gilt. Daraus folgt, daßeh−1

h
≈ 1 für kleineh erfüllt sein

muß. Wir wählenh = 1
n

mit großemn ∈ N und erhalten damit nacheinander:

e
1
n − 1

1
n

≈ 1 , e
1
n − 1 ≈ 1

n
, e

1
n ≈ 1 +

1

n
.

Im letzten Schritt nehmen wir beide Seiten zurn-ten Potenz. Links erhalten wir(e1/n)n =

e und rechts
(
1 + 1

n

)n
. Die eigentliche Arbeit besteht nun darin, nachzuweisen, daß das

≈-Zeichen bei diesem letzten Schritt weiterhin seine Berechtigung behält:

e≈
(

1 +
1

n

)n

.
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I.4 Die Ableitungsregeln

Um unseren Vorat an ableitbaren Funktionen zu erweitern, stellen wir Rechenregeln für
die Ableitung auf, die es uns erlauben, die Ableitung von Funktionen aus den Ableitun-
gen ihrer einfacheren Bestandteile zu gewinnen. Für jede der Operationen, die man mit
Funktionen ausführen kann (vergl. AbschnittI.1.5) gibt es eine Ableitungsregel.

I.4.1 Faktorregel Bilden wir aus einer Funktionf durch Multiplikation mit einer festen
Zahl t die neue Funktiong = t · f, so ist ihre Ableitungg ′ = t · f ′:

(t · f) ′(x) = lim
h→0

(t · f)(x + h) − (t · f)(x)

h
= lim

h→0

t · f(x + h) − t · f(x)

h

= lim
h→0

t · f(x + h) − f(x)

h
= t · f ′(x) = (t · f ′)(x) .

Ob wir also eine Funktion mit der Zahlt multiplizieren und die entstehende Funktion ab-
leiten, oder ob wir zuerst ableiten und dann mitt multiplizieren, läuft auf dasselbe hinaus.

B f(x) = x4, t = 3, g(x) = 3x4 = 3f(x). Dann istg ′(x) = 3f ′(x) = 3 · 4x3 = 12x3.

h(x) = 3
5x

= 3
5
· 1
x

, h ′(x) = 3
5
· −1

x2 = − 3
5x2 .

k(x) = 2 sin(x), k ′(x) = 2 cos(x).

ℓ(x) = 5ex, ℓ ′(x) = 5ex.

I.4.2 Summenregel Die Ableitung(f + g) ′ einer Summe zweier Funktionenf undg ist
die Summef ′ + g ′ ihrer Ableitungenf ′ undg ′: (f + g) ′ = f ′ + g ′

(f + g) ′(x) = lim
h→0

(f + g)(x + h) − (f + g)(x)

h

= lim
h→0

f(x + h) + g(x + h) − f(x) − g(x)

h

= lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
+

g(x + h) − g(x)

h
= f ′(x) + g ′(x) .

B f(x) = 3x4, g(x) = x6, (f + g) ′(x) = f ′(x) + g ′(x) = 12x3 + 6x5.

g(x) = 2x3 + 5x2 + 4, g ′(x) = 2 · 3x2 + 5 · 2x = 6x2 + 10x.

k(x) = 2 sin(x) + cos(x), k ′(x) = 2 cos(x) − sin(x).

I.4.3 Produktregel (f · g) ′ = f ′ · g + f · g ′

(f · g) ′(x) = lim
h→0

(f · g)(x + h) − (f · g)(x)

h
= lim

h→0

f(x + h)g(x + h) − f(x)g(x)

h
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= lim
h→0

f(x + h)g(x + h) − f(x)g(x + h) + f(x)g(x + h) − f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
g(x + h) + f(x)

g(x + h) − g(x)

h

= f ′(x)g(x) + f(x)g ′(x) .

B h(x) = x · sin(x), f(x) = x, g(x) = sin(x), h ′(x) = sin(x) + x · cos(x).

f(x) = x2 ex, f ′(x) = 2x ex + x2 ex = (2x + x2) ex = x(2 + x) ex.

g(x) = sin2(x) = sin(x) sin(x),

g ′(x) = cos(x) sin(x) + sin(x) cos(x) = 2 cos(x) sin(x).

I.4.4 Quotientenregel
(

f
g

) ′
=

f ′g − fg ′

g2

Wir zeigen diese Regel zunächst nur für die Funktion1
g :

(1
g

) ′
= −

g ′

g2

(
1

g

) ′

(x) = lim
h→0

(
1
g

)
(x + h) −

(
1
g

)
(x)

h
= lim

h→0

1
g(x + h)

− 1
g(x)

h

= lim
h→0

g(x) − g(x + h)

g(x + h)g(x)

h
= lim

h→0

g(x) − g(x + h)

g(x + h)g(x) h

= lim
h→0

−
g(x + h) − g(x)

h

1

g(x + h)g(x)
= − g ′(x)

1

g(x)2

= −
g ′(x)

g2(x)
.

Nun ist der allgemeine Fall nur noch die Anwendung der ProduktregelI.4.3:

(
f

g

) ′

=

(
f · 1

g

) ′

= f ′ ·
(

1
g

)
+ f ·

(
1
g

) ′

=
f ′

g
− f

g ′

g2
=

f ′g − fg ′

g2
.
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B h(x) = 2x2 − 3x
x2 + 1

, f(x) = 2x2 − 3x, f ′(x) = 4x − 3, g(x) = x2 + 1, g ′(x) = 2x,

h ′(x) =
(4x − 3)(x2 + 1) − (2x2 − 3x)2x

(x2 + 1)2 = 4x3 + 4x − 3x2 − 3 − 4x3 + 6x2

(x2 + 1)2

= 3x2 + 4x − 3
(x2 + 1)2 .

f(x) = x2 − 3x + 5
2x2 = 1

2

(x2

x2 − 3x
x2 + 5

x2

)
= 1

2

(
1 − 3 1

x
+ 5 1

x2

)
,

f ′(x) = 1
2

(
3 1

x2 − 5 2
x3

)
= 3x − 10

2x3 .

Man sieht: Nicht immer ist die Quotientenregel die beste Wahl.

tan(x) =
sin(x)

cos(x)
, tan′(x) =

cos(x) cos(x) + sin(x) sin(x)

cos2(x)
= 1

cos2(x)
.

I.4.5 Kettenregel (f ◦ g) ′(x) = f ′(g(x)) · g ′(x)

(f ◦ g) ′(x) = lim
h→0

(f ◦ g)(x + h) − (f ◦ g)(x)

h
= lim

h→0

f(g(x + h)) − f(g(x))

h

= lim
h→0

f(g(x + h)) − f(g(x))

g(x + h) − g(x)
· g(x + h) − g(x)

h

= lim
h→0

f(y + k) − f(y)

k
· g(x + h) − g(x)

h

= f ′(y) · g ′(x) = f ′(g(x)) · g ′(x) ,

mit k = g(x+h)−g(x) undg(x+h) = y+k, wobei wiry = g(x) setzen. Fürh → 0 strebt
auchk gegen Null, denng ist stetig. Also strebt der erste Bruch gegenf ′(y) = f ′(g(x))

und der zweite gegeng ′(x).

B f(x) =
√

x, f ′(x) = 1
2
√

x
, g(x) = x3−8, g ′(x) = 3x2. Dann istf◦g(x) =

√
x3 − 8

und(f ◦ g) ′(x) = 1

2
√

g(x)
· g ′(x) = 1

2
√

x3 − 8
3x2 = 3

2
x2√

x3 − 8
.

h(x) = 2
2x2 + 5

setzt sich aus den beiden Funktionenf(x) = 2
x

undg(x) = 2x2+5

zusammen.f ′(x) = − 2
x2 , g ′(x) = 4x.

Also isth ′(x) = f ′(g(x)) · g ′(x) = − 2
g(x)2 · 4x = − 8x

(2x2 + 5)2 .
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Ü Leiten Sie die folgenden Funktionen ab.

f(x) = 1
40

(x4 − 26x2 + 48x − 23) g(x) = x3 − 5x2 − x + 5
3x2

h(x) = 3x3

3x2 − 4
k(x) = x2ex

ℓ(x) = e−3x+2 m(x) = e−2x2

n(x) = x
ex p(x) = sin(e2x2

)

q(x) =
3(x − 1)2

x3 − 2
ch(x) = 1

2
(ex + e−x)

sh(x) = 1
2
(ex − e−x) th(x) = ex − e−x

ex + e−x

cot(x) =
cos(x)

sin(x)
r(x) =

(x2 + 1) ex

x − 1

s(x) = (x3 − 8x2)8 t(x) =
1

(2x3 + x)3

u(x) = sin(2x) cos(x) v(x) = e−3x cos(x)

w(x) =
ex cos(x)

ex + sin(x)
z(x) =

e−3x

cos(2x)

Kontrollergebnis:

f ′(x) = 1
10

(x3 − 13x + 12) g ′(x) = x3 + x − 10
3x3

h ′(x) = 9 x4 − 4x2

(3x2 − 4)2 k ′(x) = x(2 + x) ex

ℓ ′(x) = −3 e−3x+2 m ′(x) = −4x e−2x2

n ′(x) = (1 − x) e−x p ′(x) = 4x e2x2

cos(e2x2

)

q ′(x) = −3
(x − 1)(x3 − 3x2 + 4)

(x3 − 2)2 ch′(x) = 1
2
(ex − e−x) = sh(x)

sh′(x) = 1
2
(ex + e−x) = ch(x) th′(x) = 4

(ex + e−x)2 = 1
ch2(x)

cot′(x) = − 1
sin2(x)

r ′(x) =
(x3 − x − 2) ex

(x − 1)2

s ′(x) = 8x15 (3x − 16) (x − 8)7 t ′(x) = −3
6x2 + 1

(2x3 + x)4

u ′(x) = 2 cos(2x) cos(x) − sin(2x) sin(x) v ′(x) = −
(
3 cos(x) + sin(x)

)
e−3x

w ′(x) =
ex

(
sin(x) cos(x) − ex sin(x) − 1

)

(ex + sin(x))2
z ′(x) =

2 sin(2x) − 3 cos(2x)

e3x cos2(2x)
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I.5 Kurvendiskussion

I.5.1 Markante Punkte einer Funktion Die Aufgabe der Kurvendiskussion besteht dar-
in, den Kurvenverlauf einer Funktionf möglichst exakt zu ermitteln. Dazu stellt man Un-
tersuchungen zur Stetigkeit, Differenzierbarkeit an, versucht Symmetrien und Asymptoten
zu erkennen. Besonders wichtig sind auch die markanten Punkte einer Funktion, wie Null-
stellen, lokale (globale) Maxima oder Minima und Wendepunkte (d.h., Stellen, an denen
die Kurve von einer Rechts- in eine Linkskurve oder umgekehrt wechselt). Für Funktionen,
die genügend glatt sind, so wie sie hier überwiegend vorliegen werden, entfallen die Un-
tersuchungen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit, da sie gegeben sind. Wir beschränken
uns daher im folgenden auf das Finden der markanten Punkte einer Funktion.

In der nebenstehenden Figur ist eine
Funktion f und ihre Ableitung f ′

wiedergegeben, die alle markanten
Punkte aufweist.

1. Nullstellen: Die Stellen x, an
denenf(x) = 0 gilt.

N

N

(b)(a)

Wir unterschei-
den Nullstellen
mit Vorzeichen-
wechsel (a), al-
so Stellen, an denenf die x-Achse
wirklich schneidet und Nullstellen
ohne Vorzeichenwechsel (b), Stellen,
an denenf die x-Achse nur berührt.
Im letzteren Fall liegt dann ein loka-
les Maximum oder Minimum vor.

2. Extremstellen: Lokale Maxima
und Minima verraten sich durch ih-
re waagrechte Tangente. Daf ′(x) die
Steigung der Tangente an der Stellex

angibt, finden wir die möglichen Po-
sitionen also als Lösungen der Glei-
chungf ′(x) = 0.
Identifikation: Stellenx, an denen
sich ein lokales Maximum befindet,
sind zweifelsfrei daran zu erkennen,
daß die Ableitungf ′ an der betref-
fenden Stelle einen Vorzeichenwech-
sel (VZW) von⊕ nach⊖ aufweist.
Wenn wir nämlich von links nach

f

f ′

H

S
W2 T

⊖
⊕

⊖
f′′(x̃2)=0⊕

⊕

lokales Maximum
von f ′:
Wendepunkt vonf

⊖⊕

⊖

Tangente anf ′

mit negativer
Steigung:H

(f′)′(x̃1)=

f′′(x̃1)<0

f′′(x̃3)>0

Tangente anf ′

mit positiver
Steigung:T

W1

lokal die
kleinste
Steigung
in W1

N
⊖ ⊖

⊖⊖

lokales Minimum
von f ′:
Wendepunkt vonf

x̃3x̂3x̃2=x̂2x̂1x̃1

Abbildung I.16 Die markanten Punkte einer Funktion
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T

x x

⊖
H

⊕
⊕⊖

f

f

rechts ein lokales MaximumH passieren, so müssen wir uns zunächst
bergauf (positives Vorzeichen⊕ von f ′) und dann bergab (negatives
Vorzeichen⊖ von f ′) bewegen. Genauso läßt sich ein lokales Mini-
mumT durch ein VZW von⊖ nach⊕ identifizieren. Wir wollen diese

Methode dieVorzeichenmethodezur Identifikation lokaler Maxima oder Minima (auch als
Hochpunktebzw.Tiefpunktebezeichnet) nennen.

Die Vorzeichenmethode identifiziert uns auch den Sonderfall, in dem zwarf ′(x) = 0

gilt, aber kein Vorzeichenwechsel stattfindet. Dann muß fürdie Ableitungf ′ entweder der
Übergang⊕ → ⊕ oder⊖ → ⊖ vorliegen. Im ersten Fall steigt die Funktion, hat dann an

x x

S S ⊖⊖⊕⊕
ff

der Stellex eine waagrechte Tangente und steigt anschließend wei-
ter. Im zweiten Fall fällt die Funktion, unterbrochen durcheine Stelle
waagrechter Tangente. In beiden Fällen liegt also ein Wendepunkt mit
waagrechter Tangente, ein sog.Sattelpunktvor, denn im ersten Fall

beschreibt die Funktion bis zur Stellex eine Rechtskurve und anschließend eine Links-
kurve, im zweiten Fall geht sie von einer Links- in eine Rechtskurve über (vergl. auch die
Stellex̃2 in Abbildung I.16).

Eine andere Methode, ein lokales Maximum bzw. Minimum zu erkennen, besteht dar-
in, eine hinreichende Bedingung für den VZW vonf ′ zu untersuchen:f ′ macht an der

x

f′

⊕
⊖

f′′(x)<0

Stellex sicher dann ein VZW von⊕ nach⊖, d.h., beix befindet sich ein lo-
kales Maximum, wenn die Steigung der Tangente anf ′ in x negativ ist (vergl.
die Stellex̃1 in Abbildung I.16). Die Steigung der Tangente anf ′ in x wird,
wie bei jeder anderen differenzierbaren Funktion auch, durch die Ableitung in

x gegeben:(f ′) ′(x) = f ′′(x). Als hinreichende Bedingung für ein lokales Maximum erhal-
ten wir alsof ′′(x) < 0 und entsprechendf ′′(x) > 0 für ein lokales Minimum. Man beachte
aber, daß es sich wirklich nur umhinreichendeBedingungen handelt. Wenn sie nicht erfüllt
sind, wenn alsof ′′(x) = 0 gilt, heißt das noch nicht, daß kein Maximum oder Minimum
vorliegt (obwohl es in vielen Fällen so ist, denn meist trittdiese Situation auf, wenn an der
betreffenden Stelle ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente, also einSattelpunktvor-
liegt). Es gibt durchaus die Möglichkeit eines Vorzeichenwechsels vonf ′ mit waagrechter
Tangente, d.h., ein VZW, bei demf ′′(x) = 0 gilt. Dann liegt also ein lokales Maximum
oder Minimum vor, ohne daß wir es durch das Vorzeichen der zweiten Ableitung identi-
fizieren können. Z.B. hat die Funktionf(x) = x4 an der Stellex = 0 ein Minimum, aber
f ′′(x) ist durch12x3 gegeben, so daßf ′′(0) = 0 gilt. Die Vorzeichenmethode ergibt aber
mit f ′(−1) = −4 < 0 undf ′(1) = 4 > 0 problemlos den VZW⊖ → ⊕, also ein lokales
Minimum. Um sich in solchen Fällen Klarheit zu verschaffen,kann man die betreffende
Stelle auf Wendepunkt hin prüfen (s.u.), um eventuell einenSattelpunkt zu identifizieren,
oder gleich die Vorzeichenmethode anwenden, die immer zu einem definitiven Ergebnis
führt.

2. Wendestellen:Stellenx, an denen eine Kurve von einer Rechts- in eine Linkskurve oder
von einer Links- in eine Rechtskurve übergeht nennen wirWendestellen. Die zugehörigen
Punkte auf der Kurve heißenWendepunkte.

2.04.2008 J. Hellmich



I.5 Kurvendiskussion 31

Untersuchen wir zunächst einmal den Übergang von einer Rechts- in eine Linkskurve: Ent-
lang einer Rechtskurve nimmt die Steigung dauernd ab, d.h.,die Ableitungf ′ wird entlang
einer Rechtskurve permanent kleiner – solange, bis sie die Stelle erreicht hat, wo sie zur

Linkskurve

f′

f

Rechtskurve

f′

fW W

Linkskurve ansetzt. Ab da nimmt die Steigung wieder zu, dennent-
lang von Linkskurven wächst die Steigung. An der Wendestelle be-
sitzt die Funktion demnach (lokal) die kleinste Steigung. Die Ab-
leitungf ′ muß an dieser Stelle also ein lokales Minimum annehmen.
Lokale Minima können wir aber inzwischen eindeutig mit der Vorzei-
chenmethode identifizieren: Die Ableitung der betrachteten Funktion
– hier ist esf ′ – muß an der betreffenden Stelle ein VZW von⊖ nach
⊕ aufweisen. Das bedeutet:f ′′ muß an dieser Stelle einen VZW von⊖ → ⊕ haben, wenn
sie von einer Rechts- in eine Linkskurve wechseln soll. Genauso überlegen wir uns, daßf
genau dann von einer Links- in eine Rechtskurve wechselt, wenn an der betreffenden Stelle
ein VZW⊕ → ⊖ für f ′′ vorliegt. Da man sich aber normalerweise schon mit der Tatsache
begnügt, daß überhaupt ein Wendepunkt vorliegt, ohne genauer nach der Art des Wendens
zu fragen, reicht es aus, nur den VZW vonf ′′ festzustellen, um einen Wendepunkt fürf

nachzuweisen.

Auch für Wendepunkte gibt es eine alternative Identifizierungsmethode, die jedoch, genau
wie für lokale Maxima und Minima, nur hinreichend, aber nicht notwendig ist. Wir wen-
den nämlich einfach die alternative Methode zur Identifizierung von lokalen Maxima und
Minima auff ′ an: Wir setzen die betreffende Stellex in die zweite Ableitung der Funktion
– hier alsof ′ – ein. Das ist dannf ′′′(x). Da wir uns normalerweise, wie oben beschrie-
ben, nicht für die genaue Art der Wendestellen interessieren (die durchf ′′′(x) > 0 bzw.
f ′′′(x) < 0 zu unterschieden wären), genügt es nachzuweisen, daßf ′′′(x) 6= 0 gilt.

I.5.2 Kurvendiskussion: Die einzelnen Schritte

1. Nullstellen: Löse die Gleichungf(x) = 0.

Die Lösungenx1, x2, . . . liefern die NullstellenN1(x1 | 0), N2(x2 | 0),
N3(x3 | 0), . . . .

2. Extremstellen: Löse die Gleichungf ′(x) = 0.

Bestimme zu den Lösungeñx1, x̃2, x̃3, . . . (den möglichen Stellen der
lokalen Maxima, Minima oder Sattelpunkte) die zugehörigeny-Werte
ỹ1 = f(x̃1), ỹ2 = f(x̃2), ỹ3 = f(x̃3), . . . .

Identifikation:

(a) Vorzeichenmethode:(notwendig und hinreichend)
Setze einenx-Wert links vonx̃1 und einen rechts voñx1 in f ′ ein (die
Punktex sind beliebig wählbar, solange sie sich nicht jenseits benach-
barter Extremstellen befinden) und stelle jeweils das Vorzeichen fest.
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VZW für f ′ ⊕ → ⊖ : lokales MaximumH(x̃1 | ỹ1),
x̃1

⊖⊕

f

H

VZW für f ′ ⊖ → ⊕ : lokales MinimumT(x̃1 | ỹ1),
x̃1

⊖
T

f

⊕

kein

VZW für f ′ ⊕ → ⊕ : SattelpunktS(x̃1 | ỹ1),
x̃1

⊕
S

⊕

f

⊖ → ⊖ : SattelpunktS(x̃1 | ỹ1).
x̃1

S
⊖ ⊖

f

(b) alternativ: (nur hinreichend)
Setzẽx1 in f ′′ ein.

f ′′(x̃1) < 0 : lokales MaximumH(x̃1 | ỹ1),

f ′′(x̃1) > 0 : lokales MinimumT(x̃1 | ỹ1),

f ′′(x̃1) = 0 : Teste auf Wendepunkt (s.u.). Falls erfolgreich, dann
liegt ein SattelpunktS(x̃1 | ỹ1) vor.

Verfahre genauso mit den restlichen Lösungenx̃2, x̃3, . . . .

3. Wendestellen: Löse die Gleichungf ′′(x) = 0.

Bestimme zu den Lösungen̂x1, x̂2, x̂3, . . . (den möglichen Stellen
der Wendepunkte) die zugehörigeny-Werteŷ1 = f(x̂1), ŷ2 = f(x̂2),
ŷ3 = f(x̂3), . . . .

Identifikation:

(a) Vorzeichenmethode:(notwendig und hinreichend)
Setze einenx-Wert links von x̂1 und einen rechts von̂x1 in f ′′ ein
(die Punktex sind beliebig wählbar, solange sie sich nicht jenseits be-
nachbarter Wendestellen befinden) und stelle jeweils das Vorzeichen
fest.

VZW für f ′′ : WendepunktW(x̂1 | ŷ1).

(b) alternativ: (nur hinreichend)
Setzêx1 in f ′′′ ein.

f ′′′(x̂1) 6= 0 : WendepunktW(x̂1 | ŷ1).

Verfahre genauso mit den restlichen Lösungenx̂2, x̂3, . . . .
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Markante mögliche Art Identifikation

Punkte Stellenx notwendig und hinreichend hinreichend

1. Nullstellen f(x) = 0

2. Extremstellen f ′(x̃) = 0 lokales VZW von f ′ bei x̃
Maximum ⊕ → ⊖ f ′′(x̃) < 0

„bergauf-bergab“

lokales VZW von f ′ bei x̃
Minimum ⊖ → ⊕ f ′′(x̃) > 0

„bergab-bergauf“

Sattelpunkt kein VZW vonf ′ bei x̃ f ′′(x̃) = 0

⊕ → ⊕ und
⊖ → ⊖ f ′′′(x̃) 6= 0

3. Wendestellen f ′′(x̂) = 0 Wendepunkt VZW von f ′′ bei x̂ f ′′′(x̂) 6= 0
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x

y

−10

−8

−6

−4

−2

−4 2 4 6−2 −1

H

T

W

N2 N1 N3

Abbildung I.17

f(x) = 1
10

(x3 − 3x2 − 24x − 20)

I.5.3 Beispiel (a)

f(x) = 1
10

(x3 − 3x2 − 24x − 20) ,

f ′(x) = 3
10

(x2 − 2x − 8) ,

f ′′(x) = 3
5
(x − 1) ,

f ′′′(x) = 3
5

.

1. Nullstellen: f(x) = 1
10

(x3 − 3x2 − 24x − 20) = 0.
Die erste Nullstellex1 = −1 raten wir. Polynomdivision (vergl.
S. 10) von x3 − 3x2 − 24x − 20 mit (x − (−1)) = (x + 1)

ergibtx2−4x−20. Für die weiteren Nullstellen müssen wir nun
nur noch die quadratische Gleichungx2 − 4x − 20 = 0 lösen.
Dafür verwenden wir die Mitternachtsformel (I.1) und erhalten
x2 = 2−2

√
6 ≈ −2.9 undx3 = 2+2

√
6 ≈ 6.9, alsoN1(−1 | 0),

N2(2 − 2
√

6 | 0), N3(2 + 2
√

6 | 0).

2. Extremstellen: f ′(x) = 3
10

(x2 − 2x − 8) = 0. Diese quadratische Gleichung hat die
Lösungeñx1 = −2 und x̃2 = 4 mit den zugehörigeny-Wertenỹ1 = 0.8 undỹ2 = −10.
Identifikation: Wir untersucheñx1 = −2 z.B. mit der Vorzeichenmethode fürf ′. Dazu
wählen wir eine Stelle links von−2, etwa−3 und eine rechts, am einfachsten0. f ′(−3) =
21
10

> 0 und f ′(0) = −24
10

< 0. Es liegt also ein Vorzeichenwechsel⊕ → ⊖ vor, d.h., es
handelt sich um ein lokales Maximum.
Die Stellex̃2 = 4 identifizieren wir durch Einsetzen in die zweite Ableitung:f ′′(4) = 9

5
>

0, d.h., es handelt sich um ein lokales Minimum. Also:H(−2 | 0.8), T(4 | − 10).

3. Wendepunkte: f ′′(x) = 3
5
(x − 1) = 0 liefert die einzige Lösunĝx = 1 mit y-Wert

ŷ = −4.6. Da die dritte Ableitung konstant6= 0 ist, alsof ′′′(1) 6= 0 gilt, liegt tatsächlich
ein Wendepunkt vor:W(1 | − 4.6).
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−8

−6

−4

−2

2

−6 −4 −2 421

y

x

H

T2

T1

W1

W2

Abbildung I.18

f(x) = 1
40

(x4 − 26x2 − 48x − 23)

I.5.4 Beispiel (b)

f(x) = 1
40

(x4 − 26x2 + 48x − 23) ,

f ′(x) = 1
10

(x3 − 13x + 12) ,

f ′′(x) = 1
10

(3x2 − 13) ,

f ′′′(x) = 3
5
x .

1. Nullstellen: f(x) = 1
40

(x4−26x2−48x−23) = 0. Durch Ra-
ten erhalten wirx1 = 1 als erste Lösung. Nach Polynomdivision
mit (x−1) verbleibt immer noch eine Gleichung dritten Grades,
nämlichx3 + x2 − 25x + 23 = 0, für diex1 ebenfalls eine Lö-
sung ist (1 ist also eine doppelte Nullstelle, vergl. S.11). Erneute
Polynomdivision mit(x − 1) ergibt die quadratische Gleichung
x2 + 2x − 23 = 0, die wir mit der Mitternachtsformel lösen
können:x2 = −2

√
6 − 1 ≈ −5.9 undx3 = 2

√
6 − 1 ≈ 3.9.

2. Extremstellen: f ′(x) = 1
10

(x3 − 13x + 12) = 0 ist eine Gleichung dritten Grades. Da
beix1 = 1 eine doppelte Nullstelle vorliegt, also eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel,
muß es sich um ein lokales Maximum oder Minimum handeln. D.h., wir kennen bereits
eine Lösung der Gleichungf ′(x) = 0. Polynomdivision mit(x−1) ergibtx2+x−12 = 0,
mit den Lösungeñx2 = −4 und x̃3 = 3. Die y-Werte: ỹ2 = −75

8
= −9.75 und ỹ3 =

−4
5

= −0.8. Identifikation durch Einsetzen in die zweite Ableitung ergibt T1(−4 | − 75
8
),

T2(3 | − 4
5
) undH(1 | 0).

3. Wendepunkte: f ′′(x) = 1
10

(3x2 − 13) = 0 hat die Lösungen̂x1 = −
√

13
3

≈ −2.1

und x̂2 =
√

13
3

, für die die zugehörigeny-Werte ŷ1 = −263
90

− 2
5

√
39 ≈ −5.42 und

ŷ2 = −263
90

+ 2
5

√
39 ≈ −0.42 lauten.
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I.5.5 Beispiel (c)

−2

2

4

6

51−1 10 15
x

y

T

W

Abbildung I.19 g(x) = x3−5x2−x+5
3x2

g(x) = x3 − 5x2 − x + 5
3x2

Wir schreiben die Funktion
zunächst etwas um. Auf die-
se Weise vermeiden wir es,
für die Ableitung die Quo-
tientenregel verwenden zu
müssen:

g(x)

=
x3

3x2
−

5x2

3x2
−

x

3x2
+

5

3x2

=
x

3
−

5

3
−

1

3x
+

5

3x2

= 1
3
x − 5

3
− 1

3

(
1

x
− 5

1

x2

)

= 1
3
x − 5

3
− 1

3

(
x−1 − 5x−2

)
,

mit der Ableitung

g ′(x) = 1
3

− 1
3

(
−x−2 + 10x−3

)
= 1

3

(
1 +

1

x2
−

10

x3

)
=

x3 + x − 10

3x3
.

Als zweite Ableitung erhalten wir, indem wir zur Berechnungnatürlich die Version
g ′(x) = 1

3
− 1

3

(
−x−2 + 10 x−3

)
benutzen:

g ′′(x) = −1
3

(
2x−3 − 30x−4

)
= −1

3

(
2

x3
−

30

x4

)
= −2

3
· x − 15

x4
.

g besitzt die Asymptotey(x) = 1
3
x − 5

3
und die senkrechte Asymptotex = 0, also die

y-Achse. Für die Nullstellen müssen wir die Gleichungg(x) = 0, alsox3−5x2−x+5 = 0

lösen. Da wir dafür keine Lösungsformel haben, versuchen wir eine Lösung zu raten. Wir
erinnern uns, daß eine ganzzahligen Lösung ein Teiler des letzten Summanden sein müßte.
Da 5 eine Primzahl ist, kommen nur die Zahlen±1 und±5 in Frage (vergl. Seite9). Der
erste Versuchx1 = 1 führt bereits zum Ziel. Die Polynomdivision vonx3−5x2−x+5 = 0

mit (x − 1) führt aufx2 − 4x − 5. Mögliche weitere Nullstellen gewinnen wir also durch
Lösen vonx2 − 4x − 5 = 0, wofür uns nun die Mitternachtsformel (I.1) zur Verfügung
steht. Wir erhaltenx2 = −1 undx3 = 5.

Die Extremstellen bestimmen wir durch die Lösungen vong ′(x) = 0, alsox3+x−10 = 0.
Die Rateversuchex = 1 undx = −1 mißglücken, aberx = 2 ist erfolgreich. Der zuge-
hörigey-Wert isty = −3

4
. f ′′(2) = 2·13

3·24 > 0 verrät uns, daß es sich um einen Tiefpunkt
handelt:T(2 | −3

4
). Polynomdivision mit(x−2) führt für die weiteren Extremstellen auf die

quadratische Gleichungx2+2x+5 = 0, die jedoch keine reellen Lösungen besitzt. Damit
ist T die einzige Extremstelle. Der Wendepunkt ist beix = 15 zu finden:W(15 | 448

135
).
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−2

−1

1

2

−2 −1 1 2
x

y

W1

W2

W3

Abbildung I.20 f(x) = x3

x2+1

I.5.6 Beispiel (d)

f(x) =
x3

x2 + 1
= x −

x

x2 + 1
,

f ′(x) =
3x2(x2 + 1) − x3 · 2x

(x2 + 1)2
=

3x4 + 3x2 − 2x4

(x2 + 1)2

=
x4 + 3x2

(x2 + 1)2
,

f ′′(x) =
(4x3 + 6x)(x2 + 1)2 − 4x(x4 + 3x2)(x2 + 1)

(x2 + 1)4

=
(x2 + 1)

(
(4x3 + 6x)(x2 + 1) − 4x(x4 + 3x2)

)

(x2 + 1)4

=
(4x3 + 6x)(x2 + 1) − 4x5 − 12x3

(x2 + 1)3

=
4x5 + 4x3 + 6x3 + 6x − 4x5 − 12x3

(x2 + 1)3

=
−2x3 + 6x

(x2 + 1)3
=

−2x(x2 − 3)

(x2 + 1)3
.

Die Funktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung, denn der Zähler besitzt nur ungerade
und der Nenner nur gerade Hochzahlen.y(x) = x ist eine schräge Asymptote. Nullstelle
nur beix = 0.

Die einzige Extremstelle liegt ebenfalls beix = 0. Überprüfung mit der zweiten Ab-
leitung ergibtf ′′(0) = 0, d.h., nun muß auf Wendepunkt getestet werden. Da wir uns
die dritte Ableitung ersparen wollen, wenden wir die Vorzeichenmethode fürf ′′ an:
f ′′(−1) =

2·(−2)

8
< 0, f ′′(1) =

−2·(−2)

8
> 0. Also liegt im Ursprung ein Wendepunkt

mit waagrechter Tangente, also ein Sattelpunkt vor (man beachte, daß die Zahlen−2 und
2 zum testen nicht mehr zulässig sind, denn sie liegen bereitsjenseits der benachbarten
Wendestellen±

√
3).

Für die Wendepunkte müssen wir die Gleichung2x(x2 − 3) = 0 lösen. Die erste Lösung
x1 = 0 haben wir eben untersucht. Die beiden anderen Lösungenx2 = −

√
3 undx3 =

√
3

ergeben ebenfalls Wendepunkte.y2 = f(−
√

3) = −3
4

√
3, y3 = f(

√
3) = −3

4

√
3.

Überprüfung:f ′′(−2) =
4(4−3)

53 > 0, f ′′(−1) < 0. Es liegt also tatsächlich ein Wen-
depunkt vor. Wegen der Symmetrie der Funktion, ist auch beix3 ein Wendepunkt:
W2(−

√
3 | − 3

4

√
3), W3(

√
3 | 3

4

√
3).
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I.5.7 Beispiel (e)

y

x−6 −4 −2 2 4 6−6 −4 −2 2 4 6

−6

−4

−2

2

4

6

−6

−4

−2

2

4

6

S

T

H

−

2
√

3

2
√

3

Abbildung I.21 h(x) = 3x3

3x2−4

h(x) =
3x3

3x2 − 4
,

Df = R\{−2
3

√
3, 2

3

√
3}

Durch Polynomdivision:

h(x) = x +
4x

3x2 − 4
.

Die Geradey(x) = x

ist also eine Asymptote.
h ist punktsymmetrisch
zum Ursprung (nur unge-
rade Hochzahlen für den
Zähler und nur gerade
Hochzahlen für den Nen-
ner). In den Definitions-
lücken 2

3

√
3 und −2

3

√
3

befinden sich senkrechte
Asymptoten. Die Ablei-
tungen vonh bestimmen

wir mit der Quotientenregel:

h ′(x) = 3
3x2(3x2 − 4) − x3 6x

(3x2 − 4)2
= 9

3x4 − 4x2 − 2x4

(3x2 − 4)2

= 9
x4 − 4x2

(3x2 − 4)2
= 9

x2(x2 − 4)

(3x2 − 4)2
,

h ′′(x) = 9
(4x3 − 8x)(3x2 − 4)2 − 2 · 6x · (x4 − 4x2)(3x2 − 4)

(3x2 − 4)4

= 9
(3x2 − 4)

(
(4x3 − 8x)(3x2 − 4) − 12x(x4 − 4x2)

)

(3x2 − 4)4

= 9
12x5 − 16x3 − 24x3 + 32x − 12x3 + 48x3

(3x2 − 4)3

= 9
8x3 + 32x

(3x2 − 4)3
= 72

x(x2 + 4)

(3x2 − 4)3
.

Die einzige Nullstelle befindet sich im Ursprung. Wegenh ′(0) = 0, h ′′(0) = 0 und dem
Vorzeichenwechselh ′′(−1) > 0, h ′′(1) < 0 liegt im Ursprung ein SattelpunktS vor. Als
Extremstellen ergeben sich aush ′(x) = 0 die weiteren Lösungenx1 = −2 undx2 = 2 mit
den zugehörigeny-Werteny1 = h(−2) = −3 undy2 = 3. Identifikation:h ′′(2) = 9

4
> 0,

d.h., beix2 liegt ein Tiefpunkt und wegen der Punktsymmetrie vonh in x1 ein Hochpunkt
vor: T(2 | 3), H(−2 | − 3).
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I.6 Umkehrfunktionen

x=f−1(y)

y=f(x)
f

f−1

x1?

f−1 f

Abbildung I.22

Funktion und Umkehrfunktion

In vielen Situationen ist es wünschenswert, eine Funktions-
vorschrift umkehren zu können. Z.B. kann es für eine Kosten-
funktion f, die der Stückzahlx die Produktionskostenf(x)

zuordnet, sinnvoll sein, bei einem gegebenen Kostenrahmen
y nach der möglichen Stückzahlx zu fragen, die damit her-
gestellt werden kann. Es ist also nach demx gefragt, das die
Gleichungy = f(x) erfüllt. Ein anderes Beispiel ist der Win-
kel in einem rechtwinkligen Dreieck. Wenn die Gegenkathete
a und die Hypothenusec bekannt sind, läßt sich der Sinusa

c

berechnen. Gefragt ist dann nach dem zugehörigen Winkelx,
der die Gleichung sin(x) = a

c
erfüllt.

Wir sagen, eine Funktionf mit DefinitionsbereichDf und Wer-
tebereichWf sei invertierbaroderumkehrbar, wenn es für je-
desy aus dem Wertebereich genau einx ∈ Df gibt, dasy als
Funktionswert hat, das alsoy = f(x) erfüllt.
Die Funktionsvorschrift, die jedemy ∈ Wf dasx ∈ Df mit
y = f(x) zuordnet, heißtInverse, oder Umkehrfunktionvon f. Sie wird üblicherweise
durchf−1 bezeichnet:f−1 : Wf → Df.

Bemerkungen
(a) Die Umkehrfunktionf−1 von f muß jedemy ∈ Wf dasx ∈ Df zuordnen, für das die
Gleichungy = f(x) erfüllt ist: f−1(y) = x. Also gilt für alley ∈ Wf

f(f−1(y)) = y . (I.24)

Natürlich ist die Umkehrfunktion vonf−1 wiederf (man mache sich das klar!). Daher gilt
das oben Gesagte auch, wenn wir die Rollen vonf undf−1 vertauschen:

f−1(f(x)) = x . (I.25)

Diese Gleichung drückt genau das aus, was wir von einer Umkehrfunktion f−1 erwarten:
Sie hebt die Wirkung vonf wieder auf. Wenn wir von einemx den Funktionswerty = f(x)

berechnen und dann, mittelsf−1 nach demx-Wert fragen, der durchf aufy abbildet wird,
so erhalten wir natürlichx als Antwort.

(b) Der DefinitionsbereichDf−1 vonf−1 ist der WertebereichWf vonf und der Wertebe-
reichWf−1 von f−1 ist der DefinitionsbereichDf von f. Wertebereich und Definitionsbe-
reich vertauschen also ihre Rollen:Df−1 = Wf, Wf−1 = Df.

(c) Wenn wir den Graphen vonf−1 in der Weise zeichnen, wief−1 wirkt, d.h., indem wir
jedem Punkt dery-Achse, der einen Funktionswert darstellt, waagrecht daneben seinen
x-Wert zuordnen, so erhalten wir denselben Graphen wie fürf. Eine Funktion auf diese
Weise zu zeichnen ist natürlich etwas ungewohnt. Da Umkehrfunktionen auch für sich in-
teressante Funktionen darstellen, zeichnet man sie, wie jede andere Funktion auch, von
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der x-Achse aus:f−1 : x 7→ f−1(x). Das bedeutet also, daß sich dabei die Rollen von
y- undx-Achse vertauschen. Wir können uns das folgendermaßen vorstellen: Wir denken
uns das Koordinatensystem undf in zwei identischen Kopien auf zwei durchsichtige Foli-
en gezeichnet, die deckungsgleich übereinander liegen. Wir nehmen nun die obere Folie,

y(
x)

=
x

f

x

y

f−1

Abbildung I.23

Umkehrfunktion durch Spiegelung any(x) = x

blättern sie um und bringen anschließend die Koordinatenach-
sen wieder zur Deckung (auch in ihrem Durchlaufsinn von
links nach rechts bzw. von unten nach oben), wobei nun aber
diex-Achse auf dery-Achse und diey-Achse auf derx-Achse
des unteren Bildes zu liegen kommt. Wir erhalten dabei den
Graphen vonf−1 durch Spiegelung an der ersten Winkelhal-
bierendeny(x) = x.

(d) Eine konkrete Umkehrfunktion erhalten wir, indem wir
die Gleichungy = f(x) nachx aufzulösen versuchen:x =

f−1(y). Für viele Funktionen, für die eine Umkehrfunktion
existiert, wie etwa die exp-Funktion, ist das aber nicht so ohne
weiteres möglich, weilf−1 nicht als geschlossener Ausdruck
ausgerechnet werden kann. Viele dieser Funktionen spielenei-
ne wichtige Rolle (weil sie eben bekannte Funktionen umkeh-
ren). Meist haben sie einen eigenen Namen erhalten (z.B. ln
für exp−1) und wurden eingehend untersucht. Wir werden in

Abschnitt II.3.1 Techniken kennenlernen, mit denen es möglich ist, Funktionswerte von
Umkehrfunktionen zu berechnen. Überraschenderweise ist es oft einfach, die Ableitung
einer Umkehrfunktion auszurechnen, auch wenn man die Umkehrfunktion selbst gar nicht
so genau kennt (den Graphen vonf−1 kennen wir aber immer, wenn wir den Graphen von
f kennen).

(e) Die Schreibweisef−1 ist etwas mißverständlich, hat sich aber international eingebür-
gert. Unterf−1 ist nicht die Funktion1

f
zu verstehen, auch wenn die Schreibweise das

nahelegt. Z.B. ist die Umkehrfunktion vonf(x) = x3 durchf−1(x) = 3
√

x und nicht etwa
durch 1

x3 gegeben.

I.6.1 Bedingungen für die Existenz vonf−1 Nicht jede Funktion besitzt eine Umkehr-
funktion. Z.B. hatf(x) = x2 mit dem DefinitionsbereichR sicher keine Umkehrfunktion,
denn die Gleichungy = f(x), alsoy = x2, hat für positivesy immer die beiden Lö-
sungenx1 =

√
y und x2 = −

√
y. Damit läßt sich die Frage nach demx-Wert, der zu

einem gegebeneny-Wert gehört nicht eindeutig beantworten. Diese Eindeutigkeit ist aber
die notwendige Bedingung für die Existenz der Umkehrfunktion.

Wir geben nun eine hinreichende Bedingungen an, die für einedifferenzierbare Funktionf
sicherstellt, daßf−1 existiert. Dazu machen wir uns zunächst klar, daß eine stetige Funkti-
on auf einem Intervall dann und nur dann umkehrbar ist, wenn sie entweder streng mono-
ton wachsend oder streng monoton fallend ist (für unstetigeFunktionen stimmt das nicht
mehr). Das bedeutet: Entweder gilt für zwei Wertex1 undx2 aus dem Definitionsbereich
Df mit x2 > x1 immerf(x2) > f(x1) oder immerf(x2) < f(x1). Wäre sie nämlich nicht
entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend, so müßte esx1, x2 ∈ Df
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geben, für dief(x1) = f(x2) gilt. Dann wäre aberf, im Widerspruch zu unserer Annah-
me, nicht mehr umkehrbar. Umgekehrt ist eine streng monotonwachsende oder fallende
Funktion sicher umkehrbar, denn die Gleichungy = f(x) kann keine zwei verschiedene
Lösungenx1 undx2 haben. Sonst würde nämlich, wenn etwax2 > x1 gilt, aus der strengen
Monotonie sofortf(x2) > f(x1) bzw. f(x2) < f(x1), jedenfallsf(x1) 6= f(x2) folgen, im
Gegensatz zu unserer Annahmef(x1) = y = f(x2).

Mit Hilfe der Differentialrechnung können wir nun leicht eine hinreichende Bedingung für
die Umkehrbarkeit einer Funktion angeben:

Eine Funktionf auf einem Intervall ist sicher dann umkehrbar, wenn ihre Ableitungf ′

entweder positiv, oder negativ ist und allenfalls isolierte Nullstellen besitzt.

Im Fall f ′(x) ≥ 0 wächst die Funktion permanent. An eventuell vorhandenen isolierten
Nullstellen vonf ′ findet kein Vorzeichenwechsel statt, so daßf dort einen Sattelpunkt
besitzt (vergl. S.30). f ist also streng monoton wachsend und daher umkehrbar. Entspre-
chendes gilt fürf ′(x) ≤ 0 mit eventuell vorhandenen isolierten Nullstellen vonf ′. Ein
einfaches Beispiel istf(x) = x3, mit f ′(x) = 3x2 ≥ 0 und der isolierten Nullstellex = 0

von f ′, die zum Sattelpunkt im Ursprung führt.

I.6.2 Ableitung der Umkehrfunktion Ist eine Funktionf stetig differenzierbar und um-
kehrbar, so ist auch ihre Umkehrfunktionf−1 differenzierbar (diesen Satz wollen wir hier
nicht beweisen). Überraschenderweise läßt sich eine Formel für die Ableitung vonf−1 an-
geben, obwohl diese Funktion selbst möglicherweise gar nicht bekannt ist. Das liegt an
Gleichung (I.24):

f(f−1(x)) = x .

Leiten wir diese Gleichung auf beiden Seiten ab, so entstehtrechts1, während wir die
linke Seite mit der Kettenregel ableiten müssen und dabei

f ′(f−1(x)) · (f−1) ′(x) = 1

erhalten. In dieser Beziehung findet sich die Ableitung der Umkehrfunktion(f−1) ′, die wir
suchen – wir müssen die Gleichung also nur noch nach ihr auflösen:

(f−1) ′(x) =
1

f ′(f−1(x))
. (I.26)

Diese Gleichung sieht auf den ersten Blick etwas abschreckend aus. Bei näherer Betrach-
tung gibt sie uns aber eine klare Anweisung darüber, was wir im einzelnen zu tun haben,
umf−1 abzuleiten. Wir müssen nämlich nur die Ausgangsfunktionf ableiten, dann in dem
Ausdruckf ′(x) jedesx durchf−1(x) ersetzen und vom Ergebnis den Kehrwert bilden. Um
dabei zu einem Ausdruck zu gelangen, den man auswerten kann,sucht man üblicherweise
nach einem algebraischen Zusammenhang zwischenf ′(x) und f(x). Was damit gemeint
ist, machen wir uns am besten in den Beispielen klar.

Wir haben jetzt ein leistungsstarkes Werkzeug in der Hand, mit dem wir eine große Klasse
von Funktionen auf Umkehrbarkeit untersuchen können. Wir müssen dazu nur die Ablei-
tung ausrechnen und daraufhin untersuchen, ob sie entwederpositiv oder negativ ist. Das
wollen wir nun an den wichtigsten Beispielen durchführen.
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I.6.3 Die ln-Funktion Die Exponentialfunktionx 7→ exp(x) = ex hat die Ablei-
tung exp′(x) = ex > 0 und ist daher umkehrbar. Die Umkehrfunktion exp−1 muß sich

ln

e1

e

1

Abbildung I.24 Die ln-Funktion

aus der Lösungx der Gleichungy = ex ergeben. Es ist
also für ein positivesy (andere Werte kommen nicht als
Funktionswerte von exp vor) die Potenzx von e gesucht,
die beim Potenzieren geradey ergibt. Das ist die Defini-
tion des Logarithmus zur Basis e vony: x = loge(y). Da
dieser Logarithmus die Umkehrfunktion einer der wich-
tigsten Funktionen ist, hat er ein eigenes Symbol erhalten:
loge = ln. Die Umkehrfunktion der exp-Funktion ist al-
so durch ln gegeben: exp−1 = ln. Der Definitionsbereich
von ln ist der Wertebereich der e-Funktion, alsoR+\ {0},
während ihr WertebereichR ist. Die e-Funktion besitzt die
negativex-Achse als waagrechte Asymptote. Deshalb ist
die negativey-Achse die senkrechte Asymptote der ln-
Funktion. Gleichung (I.24) lautet für exp:

exp(ln(x)) = eln(x) = x , x > 0 .

Als Ableitung von ln erhalten wir mit exp′ = exp nach
Gleichung (I.26):

ln ′(x) =
1

exp(ln(x))
=

1

eln(x)
=

1

x
. (I.27)

Die ln-Rechenregeln ergeben sich als Umkehrung der Potenzrechengesetze (vergl. Sei-
te17) zu:

ln(xy) = ln(x) + ln(y) , ln

(
x

y

)
= ln(x) − ln(y) , ln(xa) = a ln(x) .

Insbesondere ist ln(1) = 0 und ln(e) = 1.
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I.6.4 Die Arcus-Funktionen sin′ = cos. Die Cosinus-Funktion ist von−π
2

bis π
2

größer oder gleich Null, d.h., die Ableitung von sin ist dortpositiv, oder hat für

1

− π

2

π

2
1−1− π

2

−1

π

2

arcsin

Abbildung I.25 Die arcsin-Funktion

π1−1

π

1

arccos

Abbildung I.26 Die arccos-Funktion

x = −π
2

bzw. x = π
2

isolierte Nullstellen (vergl. Abbil-
dungI.8). Damit ist die Sinus-Funktion in diesem Bereich
umkehrbar. Die Umkehrfunktion sin−1 wird alsarcsinbe-
zeichnet. Ihr Definitionsbereich ist der Wertebereich der
Sinus-Funktion, also[−1, 1] und ihr Wertebereich[−π

2
, π

2
].

Es gilt arcsin(±1) = ±π
2
.

Bilden wir ihre Ableitung: Gemäß Gleichung (I.26) müs-
sen wir in die Ableitung von sin (also in cos) die Umkehr-
funktion arcsin einsetzen und den Kehrwert bilden. Damit
ist die Ableitung von arcsin

arcsin′(x) =
1

cos(arcsin(x))
.

Damit können wir allerdings nicht viel anfangen. Wenn
es uns aber gelingt, den cos mittels einer algebraischen
Beziehung durch sin auszudrücken, dann können wir
sin(arcsin(x)) = x ausnützen (Gleichung (I.24)), um zu
einer handlichen Formel für arcsin′ zu gelangen. Der zen-
trale Zusammenhang sin2(x) + cos2(x) = 1 zwischen
sin und cos (vergl. (I.3)) liefert uns diese Beziehung:
cos2(x) = 1 − sin2(x). Wir müssen nur noch die Wurzel
aus beiden Seiten ziehen. Allerdings wissen wir, daß es da-
für zwei Möglichkeiten gibt, nämlich±

√
1 − sin2(x). Da

der Cosinus positive und negative Werte annimmt, müssen
wir uns darüber klar werden, welches Vorzeichen gelten
muß. Glücklicherweise gilt aber cos≥ 0 in dem Bereich
[−π

2
, π

2
], auf dem sin umkehrbar ist. Daher benötigen wir

auf dem ganzen Bereich nur die positive Wurzel. Wir er-
halten

cos(arcsin(x)) =
√

1 − sin2(arcsin(x))

=
√

1 − (sin(arcsin(x)))2 =
√

1 − x2

und daraus schließlich

arcsin′(x) =
1√

1 − x2
. (I.28)

Wenn wir genauso für den Cosinus verfahren, der im Bereich[0, π] umkehrbar ist, dann
erhalten wir für die Ableitung der Umkehrfunktionarccosvon cos:

arccos′(x) = −
1√

1 − x2
. (I.29)
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Der Tangens ist im Bereich(−π
2
, π

2
) umkehrbar, denn tan′(x) = 1

cos2(x)
ist dort positiv (man

beachte, daß nun die Randpunkte±π
2

nicht zum Intervall dazugehören, denn an diesen
Stellen ist der Tangens gar nicht definiert). Verwenden wir die Beziehung 1

cos2(x)
= 1 +

tan2(x) (nachrechnen), so erhalten wir für die Ableitung der Umkehrfunktion arctanvon
tan:

arctan′(x) =
1

1 + x2
. (I.30)

I.6.5 Die Ableitung von f(x) = x
n , n ∈ R Mit Hilfe der ln-Funktion und der Bezie-

hunga = eln(a) (Gl. (I.24)) können wir den Ausdruckxn für positivex undalle n ∈ R

definieren:

xn = en ln(x) . (I.31)

Solangen ∈ N, n ∈ Z odern ∈ Q ist, brauchen wir diesen Trick nicht, denn in diesen
Fällen läßt sichxn mittels der bekannten Rechenoperationen bilden: Fürn = p

q
∈ Q ist

xn = x
p
q =

q
√

xp .

In diesen Fällen gilt aber auch die ln-Rechenregel ln(xn) = n ln(x), so daß die rechte
Seite von (I.31) en ln(x) wieder eln(xn) = xn, also (I.31) ergibt. Diese Gleichung liefert
demnach für den Falln ∈ Q wieder die alte Version vonxn zurück. Anders ist es, wenn
wir n =

√
2 wählen.x

√
2 läßt sich so nicht mehr über die bekannten Rechenoperationen

Potenzieren und Wurzelziehen bilden, denn
√

2 ist kein Bruch, gehört also nicht mehr
zu Q. Nun müssen wirx

√
2 durch e

√
2 ln(x) definieren. Genauso macht es (I.31) für alle

n ∈ R. Man kann zeigen, daß die Potenzrechengesetze (vergl. Seite 17) auch für diese
erweiterte Definition vonxn gültig bleiben. Wir wollen uns nun davon überzeugen, daß
die Ableitungsregeld

dx
xn = nxn−1 auch weiterhin gilt. Dafür müssen wir nur noch (I.31)

mit Hilfe der Kettenregel ableiten:

d

dx
xn =

d

dx
en ln(x) = en ln(x) · n ln ′(x) = nen ln(x) 1

x
= nxn x−1 = nxn−1 .
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Abbildung I.27 Die Hyperbelfunktionen

I.6.6 Die Umkehrung der Hyperbelfunktionen
Bei den Hyperbelfunktionen handelt es sich um
den hyperbolischen Sinus (sinus hyperbolicus)

sh(x) = 1
2

(
ex − e−x

)
, (I.32)

den hyperbolischen Cosinus (cosinus hyperboli-
cus)

ch(x) = 1
2

(
ex + e−x

)
, (I.33)

und den hyperbolischen Tangens (tangens hyper-
bolicus)

th(x) =
sh(x)

th(x)
=

ex − e−x

ex + e−x
(I.34)

Offensichtlich gilt sh′ = ch, ch′ = sh und
th′ = 1

ch2 (vergl. Seite27). Ganz ähnlich wie bei
den trigonometrischen Funktionen gibt es auch für
die Hyperbelfunktionen eine zentrale algebraische
Beziehung:

ch2(x) − sh2(x) = 1 . (I.35)

Da sh′(x) = ch(x) > 0 für alle x ∈ R gilt, ist
sh umkehrbar. sh−1 können wir berechnen. Dazu
müssen wir die Gleichung

1
2

(
ex − e−x

)
= y

nachx auflösen. Wir bringen alles auf eine Sei-
te und multiplizieren anschließend die Gleichung
mit ex durch:

ex − 2y − e−x = 0

(ex)2 − 2y ex − 1 = 0

Setzen wir darin ex = u, so erhalten wir eine ein-
fache quadratische Gleichung

u2 − 2y u − 1 = 0

mit den beiden Lösungenu1/2 = y ±
√

y2 + 1. Da u = ex für alle y ∈ R positiv
sein muß, kommt nur die ’+’-Lösung in Frage (

√
y2 + 1 ist nämlich größer alsy, so daß

y −
√

y2 + 1 negativ ist):
u = y +

√
y2 + 1 = ex
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Nun müssen wir nur noch auf beiden Seiten die ln-Funktion anwenden und erhalten:

x = ln
(
y +

√
y2 + 1

)
,

also

sh−1(y) = ln
(
y +

√
y2 + 1

)
.

Da wir eine explizite Formel für die Umkehrfunktion des hyperbolischen Sinus erhalten
haben, können wir die Ableitung direkt berechnen, indem wirdie Kettenregel mehrfach
anwenden:

(sh−1) ′(y) =
1√

y2 + 1 + y
·
( y√

y2 + 1
+ 1

)
=

1√
y2 + 1 + y

· y +
√

y2 + 1√
y2 + 1

=
1√

y2 + 1
.

Wir können aber auch wieder Gleichung (I.26) benutzen und dabei ch=
√

1 + sh2 ver-
wenden (vergl. Gl. (I.35)):

(sh−1) ′(x) =
1

sh′(sh−1(x))
=

1

ch(sh−1(x))
=

1√
1 + sh2(sh−1(x))

=
1√

1 + x2
.

Die Funktion ch können wir nur umkehren, wenn wir ihren Definitionsbereich aufR+
0

einschränken. Dann ergibt eine Rechnung, wie wir sie oben vorgeführt haben:

ch−1(x) = ln
(
x +

√
x2 − 1

)
.

Dabei ist der DefinitionsbereichDch−1 = [1, ∞). Als Ableitung erhalten wir fürx > 1:

(ch−1) ′(x) =
1√

x2 − 1
.

th ist umkehrbar, denn die Ableitung1
ch2 ist strikt positiv. Die Umkehrfunktion bestimmen

wir wieder durch Auflösung der Gleichungy =
ex − e−x

ex + e−x =
e2x − 1

e2x + 1
(dabei haben wir den

Bruch mit ex erweitert). Wir erhalten zunächst e2x =
1 + y

1 − y
und daraus leicht

th−1(y) = 1
2

ln
(1 + y

1 − y

)
.

Dth−1 = (−1, 1). Die Ableitung ist

(th−1) ′(y) =
1

1 − y2
.
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I.7 Extremwertaufgaben

In vielen Gebieten der Technik, der Wirtschaft, der Naturwissenschaften usw. treten Pro-
bleme auf, die darauf hinauslaufen, eine Größe, in Abhängigkeit von einer Variablen zu
maximieren oder zu minimieren. Die Techniken, solche Maxima bzw. Minima zu finden,
haben wir in der Differentialrechnung und dort besonders bei der Kurvendiskussion von
Funktionen bereits kennengelernt. Wir wollen nun an einigen Beispielen kurz beleuchten,
wie solche Funktionen aus konkreten Beispielen gewonnen werden können. Wir bedienen
uns dabei geometrischer Beispiele, weil sie die geringstenSpezialkenntnisse aus einem
Gebiet erfordern. Die Aufgaben sind jeweils von demselben Typ: Wir suchen für eine Figur
(Pyramide, Quader, Kegel, etc.) diejenige Geometrie, die bei einer gegebenen Oberfläche
M (in der Fertigung z.B. eine gegebene Menge Material, die zurVerfügung gestellt wird)
das größte VolumenV umschließt. Wir könnten bei diesen Aufgaben auch das Volumen
konstant halten und die Oberfläche minimieren. Dabei ergibtsich immer eine Annäherung
an das allgemeine Prinzip, demgemäß die optimale Figur, diebei gegebenem Volumen
die kleinste Oberfläche besitzt, die Kugel ist (mehr oder minder deutlich, je nachdem, wie
stark die geforderte geometrische Figur von der Kugelform abweicht).

h

r

I.7.1 Zylinder Zu gegebener OberflächeM versuchen wir den Radiusr
und die Höheh eines Zylinders so zu bestimmen, daß das VolumenV ma-
ximal wird. Dazu stellen wir zunächst beide Größen in Abhängigkeit vonr

undh dar:
Das Volumen eines Zylinders ist durch ‘Grundfläche·Höhe’ gegeben. Die
Grundfläche ist eine Kreisscheibe, mit dem Flächeninhaltπr2. Also ist
V(r, h) = πr2h. Die Oberfläche setzt sich aus zwei Kreisscheiben mit Flächeninhaltπr2

und einem Mantel zusammen, der durch ein Rechteck gegeben ist. Es hat die Höheh und
eine Grundlinie mit der Länge des Kreisumfangs2πr des Grundkreises. Es besitzt dem-
nach die Fläche2πrh. Damit ist die OberflächeM(r, h) = 2πr2 + 2πrh.
Im Augenblick haben wir noch zwei Unbekannte, nämlichr und h. Da wir aber davon
ausgehen, daß die Oberfläche durch eine konstante ZahlM festgelegt ist, lassen sichr und
h nicht mehr unabhängig voneinander wählen. Wenn wir einen Radius r angeben, isth
bereits bestimmt. Wir brauchen nämlich nur

M = 2πr2 + 2πrh

nachh auflösen, um das einzusehen:

h =
M − 2πr2

2πr
.

Setzen wir das in die Gleichung fürV(r, h) ein, so erhalten wir nun eine Volumenfunktion,
die nur noch von einer Variablen, nämlichr abhängt:

V(r) = πr2M − 2πr2

2πr
=

M

2
r − πr3 .
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Um den Radiusr0 maximalen Volumens zu finden, lösen wir zunächstV ′(r0) = M
2

−

3πr2
0 = 0 nachr0 > 0 auf (der Radius muß natürlich eine positive Zahl sein). Wir erhalten

r0 =

√
M

6π
.

WegenV ′′(r0) = −6πr0 < 0, und da inr0 die einzige positive Stelle mit waagrechter
Tangente ist, liegt inr0 ein Maximum vonV vor (vergl. Seite32).
Als maximales Volumen erhalten wir:

V(r0) = r0

(M

2
− πr2

0

)
= r0

(3M

6
−

M

6

)
= r0

2πM

6π
= 2πr0

M

6π
= 2πr3

0 .

Aussagekräftiger ist aber das Verhältnish
r0

, weil das die Geometrie des Zylinders festlegt:

h

r0

=
M − 2πr2

0

2πr2
0

=
M − 2πM

6π

2πM
6π

=
M
M
3

− 1 = 3 − 1 = 2 .

Bei maximalem Volumen ist der Zylinder also so hoch wie breit: h = 2r0 = d (= Durch-
messer).

h

r

I.7.2 Ein zusammengesetzter Körper Der Körper besteht aus einem Zy-
linder der Höheh und zwei aufgesetzten Halbkugeln mit Radiusr. Das Vo-
lumen ist demnachV(r, h) = 4

3
πr3 + πr2h. Dabei ist 4

3
πr3 das Volumen

einer Kugel mit Radiusr. 4πr2 ist die Oberfläche einer solchen Kugel, so
daß die Oberfläche des Körpers durchM(r, h) = 4πr2 + 2πrh gegeben ist.
Wir wählen wiederM = M(r, h) konstant und lösen nachh auf:

h =
M − 4πr2

2πr
.

Das setzen wir inV(r, h) ein und erhaltenV(r) und die Ableitungen zu

V(r) =
4

3
πr3 +

M

2
r − 2πr3 =

M

2
r −

2

3
πr3 ,

V ′(r) =
M

2
− 2πr2 ,

V ′′(r) = −4πr .

Die GleichungV ′(r0) = 0 besitzt die einzige positive Lösungr0 =

√
M
4π

. V ′′(r0) ist
negativ, so daß inr0 tatsächlich ein Maximum vonV vorliegt. Wenn wirr0 in die Formel
für h einsetzen, erhalten wirh = 0. D.h., der optimale Körper ist eine Kugel.
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a

a

a

h

I.7.3 Prisma Gegeben ist ein dreiseitiges Prisma mit einem gleichseiti-
gen Dreieck der Seitenlängea als Grundfläche (also mit dem Flächenin-
halt a2

4

√
3) und der Höheh. Dann istV(a, h) = a2

4

√
3h und M(a, h) =

2a2

4

√
3 + 3ah. Für feste OberflächeM erhalten wir also

h =
M −

√
3

2
a2

3a
=

M

3a
−

√
3

6
a

und damit

V(a) =

√
3

4

(M

3
a −

√
3

6
a3

)
,

V ′(a) =

√
3

4

(M

3
−

√
3

2
a2

)
,

V ′′(a) = −
3

4
a .

Die einzige positive Extremstelle liegt also beia0 =
√

2M

3
√

3
. WegenV ′′(a0) < 0 handelt

es sich um ein Maximum. Bestimmen wir nochh
a0

:

h

a0

=
M

3a2
0

−

√
3

6
=

M

3 2M

3
√

3

−

√
3

6
=

√
3

2
−

√
3

6
=

√
3

3
=

1√
3

.

Also gilt a0 =
√

3h . V(a0) = 1
4
a3

0 .
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II Integralrechnung

II.1 Das Flächenproblem

Wir formulieren das Flächenproblem zunächst in einer allgemeinen, eher intuitiven Weise:

f1

f2

f3

f4

x

Abbildung II.1 Zur Reduktion

des Flächenproblems

Finde ein Verfahren zur Bestimmung des Flächeninhaltes vonFlächen, die
durch Kurven berandet sind.

In dieser allgemeinen Form wollen wir das Flächenproblem nicht untersu-
chen. Für die meisten Fälle läßt sich eine Flächenbestimmung durch geeig-
nete Zerlegung der betrachteten Figur (siehe z.B. nebenstehende Skizze)
auf des folgende Problem reduzieren:

Finde ein Verfahren zur Bestimmung einer Fläche, die durch den Aus-
schnitt des Graphen einer Funktionf und derx-Achse begrenzt wird.

II.1.1 Flächeninhalte geometrischer Figuren Welche Flächen können
wir bisher berechnen?

Rechtecke:
a

b F = a · b .

Dreiecke:

a

h
2

F = 1
2
a · h .

Trapez:

b

h

a yx

c F = 1
2
(a + b) · h ,

dennc = a − (x + y) = b + (x + y), alsox + y = c − b und damit
c = a − c + b, oderc = 1

2
(a + b).

...

Kreis: r
F = π · r2 . (Wieso eigentlich?)

Reduktion auf eine Funktion:
r

f(x)=
√

r2−x2

x
(Vergleiche Seite66.)

Den Kreis ausgenommen, können wir bisher eigentlich nur denFlächeninhalt von Figuren
berechnen, die sich auf Rechtecke reduzieren lassen.
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52 II Integralrechnung

II.1.2 Die Fläche unter einer Kurve (Methode derRiemann-Summen)
Eingedenk unserer ernüchternden Beobachtung, daß wir bisher eigentlich nur in der La-
ge sind, den Flächeninhalt von Figuren auszurechnen, die sich (was ihren Flächenin-
halt angeht) auf Rechtecke reduzieren lassen, machen wir aus der Not eine Tugend

xi+1x2x1 xi ba

∆x0∆x1 ∆xn

x

f

y

Fehler
Fehler

∆xi ∆xi+1

f(xi)

x3

Abbildung II.2 Methode der Riemann-Summen

und bestimmen zunächst nur einen Nähe-
rungswert für die Fläche unter einer Kur-
ve, indem wir sie durch Rechtecke annä-
hern. Wie schon beim Tangentenproblem
nehmen wir dabei einen Fehler in Kauf, in
der Hoffnung, daß wir ihn im Nachhinein
beliebig klein machen können und daß er
nach einem Grenzübergang vollständig ver-
schwindet.
Dazu unterteilen wir das betrachtete Flä-
chenstück unter der Funktionf in mög-
lichst viele kleine Rechtecke der Basisbrei-
te ∆xi = xi+1 − xi und der Höhef(xi).
Dabei bilden die Punktea = x0 < x1 <

x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xn <

xn+1 = b eine ZerlegungZ für das Ba-
sisintervall [a, b] des Flächenstücks. Die

Feinheit von Z ist die Länge der größten Basisbreite∆xi. Wir bezeichnen sie mit|Z|.
Wenn wir die Feinheit|Z| kleiner machen, werden also alle Längen∆xi kleiner. Gleichzei-
tig wird aber die Anzahln der Unterteilungspunkte größer, denn bei kleineren Basisbreiten
brauchen wir mehr von ihnen, um die Strecke vona bisb zu überdecken.

xi+1xi

∆xi

f(xi)

Der Fehler, den wir bei der Überdeckung mit Rechtecken gegenüber dem vermuteten
wirklichen Flächeninhalt machen wird normalerweise kleiner, wenn wir die Zerle-
gung feiner wählen. Das ist für das Intervall[x2, x3] angedeutet. Es wird also ein
Grenzübergang durchzuführen sein, und zwar der Grenzübergang |Z| → 0, um die
‘wirkliche’ Fläche zu erhalten. Diese wollen wir vorläufig durchFa,b bezeichnen.
Bestimmen wir also den Flächeninhalt der Näherung. Dazu müssen wir nur die Flä-
chen der Rechtecke mit der Basisbreite∆xi und der Höhef(xi), alsof(xi)∆xi von
i = 0 bis i = n addieren (Bildung derRiemann-Summe):

Fa,b ≈ f(x0)∆x0+f(x1)∆x1+f(x2)∆x2 · · ·+f(xi)∆xi+f(xi+1)∆xi+1 · · ·+f(xn)∆xn .

Um diesen etwas schwerfälligen Vorgang, der das Aufsummieren der Ausdrücke
f(xi)∆xi von i = 0 bis i = n beschreibt, etwas übersichtlicher zu gestalten, hat
es sich bewährt, die sog.Summenschreibweisezu benutzen: Statt der rechten Seite
schreiben wir dabei

n∑

i=0

f(xi)∆xi .

Dabei meint das Summenzeichen
n∑

i=0

, daß in dem folgenden Ausdruckf(xi)∆xi derSum-
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mationsindexi durch die Zahlen zwischen den angegebenen Grenzen voni = 0 bis i = n

(jeweils einschließlich) zu ersetzen ist und die dabei entstehenden Ausdrückef(x0)∆x0,
f(x1)∆x1, f(x2)∆x3 usw. bisf(xn)∆xn aufzusummieren sind.

Nun können wir die Idee zur Berechnung der FlächeFa,b unter dem Graphen vonf genauer
fassen:Fa,b sollte der Grenzwert von

∑n

i=0 f(xi)∆xi für |Z| → 0 sein:

Fa,b = lim
|Z|→0

n∑

i=0

f(xi)∆xi .

f

ba

∫
b

a
f(x)dx

Schreibweise: StattFa,b schreiben wir

∫x=b

x=a

f(x) dx , oder meist
∫b

a

f(x) dx .

Dabei ist das Integralzeichen
∫

als stilisiertes ‘S’ (für ‘Summe’) anzusehen und
f(x) dx soll an die Herkunftf(xi)∆xi in der Riemann-Summe

∑n
i=0 f(xi)∆xi

erinnern:

∫b

a

f(x) dx = lim
|Z|→0

n∑

i=0

f(xi)∆xi . (II.1)

∫b

a
f(x) dx heißtbestimmtes (Riemann-)Integral vonf in den Grenzen vonx = a bisx = b

und gibt (für positive Funktionenf) die Fläche zwischen dem Graphen vonf und derx-
Achse, in den Grenzena und b wieder.f heißt Integrand. Funktionen, für die das In-
tegral in den Grenzena und b existiert, nennen wir(Riemann-)integrierbarüber [a, b].
Wenn eine Funktion über jedes endliche Intervall[a, b] integrierbar ist, nennen wir sie
(Riemann-)integrierbar. Mitunter verwenden wir stattx für die Integrationsvariable auch
andere Zeichen, wiet, s, etc.. Das ist natürlich ohne weiteres möglich, denn ihrer Funk-
tion nach ist die Integrationsvariable eine Summationsvariable, die nach Ausführung des
Integrals verschwunden ist: ∫b

a

f(x) dx =

∫b

a

f(t) dt .

Für welche Funktionenf läßt sich dieser Grenzwert denn nun prinzipiell bestimmen?

Satz.
∫b

a
f(x) dx existiert für alle stetigen Funktionen und alle Funktionen, die sich stück-

weise aus stetigen Funktionen zusammensetzen.

Diesen Satz nehmen wir zur Kenntnis, wir werden ihn aber nicht beweisen können. Für
unsere Zwecke ist das auch gar nicht nötig. Seine Aufgabe besteht für uns einfach nur
darin, sicherzustellen, daß es genügend viele Funktionen gibt, für die das Flächenpro-
blem lösbar ist (tatsächlich gibt es noch mehr Funktionen, die sich nach der Methode der
Riemann-Summen integrieren lassen). Als Methode, um konkrete Flächeninhalte auszu-
rechnen, eignet sie sich allenfalls für numerische Flächenbestimmungen mit Hilfe eines
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Computers. Selbst für einfachste Funktionen führt die Methode der Riemann-Summen nur
sehr schwer zu Ergebnissen, da die auftretenden Summen ohneComputerunterstützung
im Allgemeinen keine auswertbaren Ausdrücken ergeben. Wirwollen uns daher möglichst
schnell nach einer alternativen Methode umsehen, die es unsin vielen Fällen gestatten
wird, die Fläche unter einer Kurve formelmäßig zu bestimmen. Immerhin können wir bei
unserer Suche nach dieser Methode nun das ObjektFläche unter einer Kurveeinsetzen,
denn obiger Satz stellt uns dieses Objekt zur Verfügung. Bevor wir das tun, stellen wir
noch die elementaren Eigenschaften des Riemann-Integralszusammen:

(1)
∫b

a

f(x) dx +

∫c

b

f(x) dx =

∫c

a

f(x) dx. (Additionsregel)

(2)
∫b

a

k · f(x) dx = k ·
∫b

a

f(x) dx. (Faktorregel)

(3)
∫b

a

f(x) dx +

∫b

a

g(x) dx =

∫b

a

(f(x) + g(x)) dx. (Summenregel)

(4) f ≥ 0 ⇒
∫b

a

f(x) dx ≥ 0. (Positivität)

II.1.3 Stammfunktionen
Eine FunktionF heißtStammfunktionvon f, falls sie differenzierbar und ihre Ableitung
durchf gegeben ist:F ′ = f.

Satz. Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich nur um eine Konstante.

Beweis.F undG seien zwei Stammfunktionen vonf. Es gilt also

F ′(x) = f(x) = G ′(x)
oder

F ′(x) − G ′(x) = (F − G) ′(x) = 0.

Also ist F − G eine Funktion, deren Ableitung überall verschwindet. Sie besitzt daher
überall die Steigung Null. Da nur eine konstante Funktion diese Eigenschaft hat, folgt
F(x) − G(x) = c = konst, d.h.,F(x) = G(x) + c, was zu zeigen war. �

B f(x) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x)

xn 1
n+1

xn+1 , (n 6= −1) 1
x

ln(|x|) ex ex

sin(x) − cos(x) cos(x) sin(x) 1√
1 − x2

arcsin(x)

1
1 + x2 arctan(x) 1

1 − x2
1
2

ln
( |1 + x|

|1 − x|

)

Tabelle II.1: Einige Stammfunktionen
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Um uns davon zu überzeugen, daß diese Tabelle stimmt, müssenwir jeweils nur die Einträ-
ge in derF(x)-Spalte ableiten und nachrechnen, daß die Einträge derf(x)-Spalte entstehen:
d
dx

1
n+1

xn+1 = n+1
n+1

xn+1−1 = xn nach (I.31). F(x) = 1
n+1

xn+1 ist natürlich nur für dieje-
nigenn ∈ R eine Stammfunktion vonf(x) = xn, für die sich diese Formel überhaupt
hinschreiben läßt. Fürn = −1 ist das offensichtlich nicht mehr der Fall. Die Funktion
f(x) = x−1 = 1

x
hat daher auch ihre eigene Regel zur Bildung der Stammfunktion. Man

beachte, daß sie nicht durch ln(x) gegeben ist, wie (I.27) nahelegen könnte, denn in die
ln-Funktion lassen sich nur positive Werte einsetzen, in1

x
aber auch negative. Um nach-

zuweisen, daßF(x) = ln(|x|) die gesuchte Stammfunktion ist, müssen wir nurF ′ = f

nachrechnen. Nun könnte man denken, daß diese Funktion gar nicht differenzierbar ist,
denn|x| ist nicht differenzierbar. Aber|x| ist nur an der Stellex = 0 nicht ableitbar, sonst
jedoch überall.0 ist auch derx-Wert, der die Definitionslücke von ln markiert – es be-
steht mithin gar keine Veranlassung, nach der Differenzierbarkeit vonF an dieser Stelle zu
fragen. Verwenden wir die Definition derBetragsfunktion

|x| =

{
x für x ≥ 0 ,

−x für x < 0 ,

so erhalten wir

ln(|x|) =

{
ln(x) für x > 0 ,

ln(−x) für x < 0 .

Für x > 0 zeigt (I.27) die Beziehungd
dx

ln(|x|) = 1
x
. Für x < 0 müssen wir sie noch

zeigen. Dazu benutzen wir die Kettenregel:

d

dx
ln(|x|) =

d

dx
ln(−x) =

1

−x
· (−1) =

1

x
.

Die Stammfunktionen für exp, sin und cos ergeben sich einfach aus den Ableitungsregeln
(I.23), (I.21) und (I.22) dieser Funktionen, und die letzte Zeile der Spalte folgt sofort aus
(I.28) und (I.30).

Damit kennen wir für einige wenige Funktionen eine Stammfunktion. Wir werden später
Techniken kennenlernen, mit deren Hilfe wir auch für kompliziertere Funktionen Stamm-
funktionen finden können. Vorerst aber wollen wir den zentralen Satz formulieren und
beweisen, der den Begriff Stammfunktion mit dem Flächenproblem in Beziehung setzt
und so die Aufmerksamkeit rechtfertigt, die wir den Stammfunktionen bisher entgegenge-
bracht haben.
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Satz. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Für eine stetige Funktionf ist

F(x) =

∫x

a

f(t) dt

eine Stammfunktion vonf, d.h., es giltF ′ = f.

Beweis.Den Beweis können wir in zwei Schritten führen. Im ersten Schritt stellen wir die
Idee vor und kümmern uns nicht um die Details. Im zweiten Schritt gehen wir etwas mehr
in die Tiefe.

f(x+h)f(x)

f

y

x+h xa x

Erster Schritt:Wir müssen zeigen, daßF differenzierbar ist undF ′ = f gilt.
Da wir vorerst noch keine Ableitungsregel für die FunktionF zur Verfügung
haben, müssen wir uns auf die Definition der Ableitung zurückziehen. D.h.,
wir müssen versuchen, den Grenzwert des Differenzenquotienten auszurech-
nen:

lim
h→0

F(x + h) − F(x)

h

Das machen wir zunächst etwas informell, um die Idee zu verstehen:F(x)

ist die Fläche vona bis zu der variablen oberen Grenzex, alsoF(x + h) die Fläche bis zu
der (bei kleinemh) nah benachbarten Stellex + h. Also istF(x + h) − F(x) die Fläche in
dem schmalen Streifen vonx bis x + h (siehe nebenstehende Skizze). Für sehr kleinesh

(und wir wollen ja schließlichh gegen Null streben lassen) sindf(x) undf(x + h) kaum
noch verschieden, da wirf als stetig angenommen haben. Damit machen wir keinen großen
Fehler, wenn wir die tatsächliche FlächeF(x+h)−F(x) durch das Rechteck mit der Höhe
f(x) und der Breiteh ersetzen. Dieser Fehler wird tatsächlich beliebig klein, wenn wirh
gegen Null streben lassen. Also gilt

F(x + h) − F(x)

h
≈ f(x) · h

h
= f(x) .

Nun können wir verstehen, wieso man überhaupt auf die Idee kommen kann, in der Flä-
chenfunktionF(x) die Stammfunktion vonf zu vermuten.

2. Schritt:Nachdem wir die Idee verstanden haben, können wir uns jetzt ihrer formalen
Absicherung zuwenden. Wir benutzen dafür einen Satz über stetige Funktionen, den wir

f(x+h)f(x)

x̂x̃x x+h

f(x̂)

f(x̃)

zwar nicht bewiesen haben, der aber anschaulich gut zu verstehen ist:Jede ste-
tige Funktion nimmt auf einem endlichen Intervall ein Maximum und ein Mi-
nimum an.Für uns ist natürlich das Intervall[x, x + h] von Interesse.̃x sei die
Stelle, an derf ein Minimum annimmt und̂x die Stelle des Maximums. Dann
verkleinern wir den tatsächlichen Flächeninhalt über dem Intervall [x, x + h],
wenn wir ihn durch den Flächeninhaltf(x̃) · h des einbeschriebenen Rechtecks
mit der Höhe des minimalen Funktionswertesf(x̃) ersetzen, und wir vergrößern
ihn, wenn wirf(x̂) · h, den Flächeninhalt des umfassenden Rechtecks mit der
Höhe des Maximumsf(x̂) nehmen. Es gilt demnach:

f(x̃) · h
h

≤ F(x + h) − F(x)

h
≤ f(x̂) · h

h
.
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Links steht natürlich einfachf(x̃) und rechtsf(x̂), also

f(x̃) ≤ F(x + h) − F(x)

h
≤ f(x̂) .

Lassen wir nunh gegen Null streben, so wandert die rechte Seitex + h des Intervalls
[x, x + h] gegenx und alle Punkte, die sich in diesem Intervall befinden, ebenfalls. Also
streben auch̃x undx̂ gegenx, und daf stetig ist, streben die Funktionswertef(x̃) undf(x̂)

gegenf(x). Damit wird der DifferenzenquotientF(x+h)−F(x)

h
von zwei Ausdrücken nach

unten und oben eingegrenzt, die beide gegenf(x) streben. Dann muß er also ebenfalls
gegenf(x) streben:

lim
h→0

F(x + h) − F(x)

h
= f(x) .

Das wollten wir zeigen. �

II.1.4 Flächenberechnung mittels Stammfunktionen Die Methode der Riemann-
Summen ist eine ziemlich schwerfällige Methode, um konkrete Flächeninhalte auszurech-
nen. Das trifft natürlich um so mehr auf die FlächenfunktionF(x) =

∫x

a
f(t) dt zu. Um sie

nämlich zu kennen, müßten wir für jedesx die Methode der Riemann-Summen anwenden.
Allerdings würde sie es uns ermöglichen, den Flächeninhalt, sagen wir vonx = b bis
x = c, einfach als Differenz der FunktionswerteF(c) undF(b) zu erhalten:

a b c

f

a b c

f

a b c

f

∫c

b
f(t) dt .F(b)F(c) − =

Es lohnt sich also, nach einer alternativen Berechnungsmethode für F (genauer: für
F(c) − F(b)) zu suchen. Inzwischen haben wir den Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung zu unserer Verfügung. Wir wissen also, daß die FlächenfunktionF eine
Stammfunktion vonf ist. Darüberhinaus wissen wir auch, daß sich zwei Stammfunktio-
nen allenfalls um eine Konstante unterscheiden. Für eine weitere StammfunktionG von f

gilt alsoF(x) = G(x)+k, mit einer Konstantenk. Diese Konstante kennen wir nicht, denn
wir kennen ja die Flächenfunktion nicht. Die entscheidendeBeobachtung ist nun aber, daß
wir sie auch gar nicht kennen müssen, denn in der DifferenzF(c) − F(b) fällt sie heraus:

F(c) − F(b) = (G(c) + k) − (G(b) + k) = G(c) + k − G(b) − k = G(c) − G(b) .

In der Formel
∫c

b

f(t) dt = F(c) − F(b) (II.2)

können wir daherjedeStammfunktionF von f nehmen, wir müssen nicht die schwer er-
reichbare Flächenfunktion wählen.
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Damit haben wir die Berechnung von Flächen auf die Bestimmung von Stammfunktionen
zurückgeführt.

Unsere mathematische Analyse hat uns dabei folgenden Weg zurücklegen lassen: Im ersten
Schritt haben wir uns durch die Einführung der Riemann-Summen zur Approximation von
Flächen und anschließendem Grenzübergang für eine große Klasse von Funktionen den
Flächenbegriff verschafft. Damit hatten wir ein Werkzeug in der Hand, das zwar zu kon-
kreten Rechnungen schwer zu gebrauchen war (außer für Rechenmaschinen natürlich), das
sich für theoretische Überlegungen aber sehr gut eignete. So gewappnet konnten wir uns in
einem zweiten Schritt auf die Suche nach einer Alternative zur schwerfälligen Riemann-
Methode machen, die wir mit Hilfe der Stammfunktionen auch gefunden haben: Wir müs-
sen zur Berechnung einer Fläche zwischen dem Graphen einer Funktionf und derx-Achse
in den Grenzen vonb bisc zunächst eine StammfunktionF vonf finden, dann lediglich die
beiden Grenzen einsetzen, und schließlich die DifferenzF(c)−F(b) bilden. Das schreiben
wir in folgender Weise:

∫c

b

f(t) dt =
[
F(t)

]c

b
= F(c) − F(b) . (II.3)

D.h., wir setzen in (II.2) die Integrationsgrenzen nicht sofort ein, denn auf diese Weise
hätten wir bei konkreten Funktionen nur die wenig anschauliche ZahlF(c) − F(b) vor-
zuweisen, der man keine Information über die Stammfunktionmehr ansieht. Durch die
Schreibweise[F(t)]

c
b haben wir die volle Information, nämlich die über die Stammfunkti-

on und die Grenzen.

Der enge Zusammenhang zwischen Integral und Stammfunktiondrückt sich auch in der
oft bequem einsetzbaren Schreibweise

∫
f(x) dx

für die StammfunktionF von f aus. Diesen Ausdruck nennt man auchunbestimmtes Inte-
gral von f. Insbesondere gilt also

∫
f ′(x) dx = f(x) , (II.4)

denn die Stammfunktion vonf ′ ist natürlich wiederf.

B Wir wenden unsere Erkenntnisse auf ein paar Funktionen der TabelleII.1 an:

(1)
∫2

0

x3 dx =
[
1
4
x4

]2

0
= 1

4
24 = 4 .

(2)
∫2

−2

ex dx =
[
ex

]2

−2
= e2 − 1

e2 .

(3)
∫2π

0

sin(t) dt =
[

− cos(t)
]2π

0
= − cos(2π) + cos(0) = −1 + 1 = 0 .
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(4)
∫1−ε

−1+ε

1√
1 − x2

dx =
[

arcsin(x)
]1−ε

−1+ε
= arcsin(1 − ε) − arcsin(−1 + ε) =

2 arcsin(1 − ε)
ε→ 0

- 2
π

2
= π .

Wir haben die Grenzen−1 und 1, an denen wir eigentlich interessiert sind,
nicht direkt einsetzen können, weil der Integrand1√

1−x2
an diesen Stellen nicht

definiert ist. Daher haben wir uns mit der Zahlε > 0 einen respektvollen Ab-
stand zu dieser Definitionslücke verschafft und versucht, diesen nach der Inte-
gration durch den Grenzübergangε → 0 wieder zum Verschwinden zu bringen
(die Funktion arcsin ist stetig). Dabei haben wir den Flächeninhalt bestimmt,
der von der Funktion 1√

1−x2
, der x-Achse und den senkrechten Asymptoten

bei−1 und1 begrenzt wird. D.h., wir haben einen endlichen Flächeninhalt für
die unendlich ausgedehnte Fläche zwischen Kurve und senkrechter Asymptote
erhalten (zeichnen!).

Wie wir sehen, liefert Beispiel (3) nicht gerade das gewünschte Ergebnis. Die Fläche, die
die Sinus-Funktion mit derx-Achse in den Grenzen von0 bis2π einschließt, ist sicherlich
nicht0. Was ist falsch gelaufen?

Wir haben uns von einer Idee zur Flächenberechnung mittels Riemann-Summen∑n

i=0 f(xi) ∆xi leiten lassen. Dabei tragen die einzelnen Flächenstückef(xi)∆xi mehr
Information, als nur den Flächeninhalt. Mit dem Vorzeichenvon f(xi) wird auch noch an-
gezeigt, ob sich die Fläche oberhalb, oder unterhalb derx-Achse befindet. Deshalb wird
eine Fläche, die unterhalb derx-Achse liegt mit einem negativen Vorzeichen auftreten.
Das müssen wir berücksichtigen, wenn wir an der Fläche einerFunktion interessiert sind,
die Anteile oberhalb und unterhalb derx-Achse hat. Am einfachsten geschieht das, indem
wir nicht über Nullstellen von Funktionen hinwegintegrieren, sondern uns sozusagen von
Nullstelle zu Nullstelle hangeln und dieBeträgeder dabei entstehenden positiv und negativ
gerechneten Flächeninhalte addieren. Für das Sinus-Beispiel könnte das folgendermaßen
aussehen:

∣∣∣
∫π

0

sin(t) dt

∣∣∣ +
∣∣∣
∫2π

π

sin(t) dt

∣∣∣ =
∣∣∣
[

− cos(t)
]π

0

∣∣∣ +
∣∣∣
[

− cos(t)
]2π

π

∣∣∣

=
∣∣ − cos(π) + cos(0)

∣∣ +
∣∣ − cos(2π) + cos(π)

∣∣
=

∣∣2
∣∣ +

∣∣ − 2
∣∣ = 4 .

Nachdem wir die Flächenberechnung im Wesentlichen auf das Finden von Stammfunk-
tionen zurückgeführt haben, benötigen wir jetzt leistungsfähige Integrationstechniken, um
unseren Bestand an integrierbaren Funktionen aufzustocken.
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II.2 Integrationstechniken

Zu der Produkt- und der Kettenregel gibt es eine korrespondierende Integrationsregel, näm-
lich dieProduktiontegrationund dieSubstitution.

II.2.1 Die Produktiontegration Die Produktegel der Ableitung lautet

(u · v) ′ = u ′ · v + u · v ′ . (II.5)

Wenden wir darauf die einfache Beobachtung, daß die Stammfunktion vonf ′ geradef ist
an, daß also das Integral vonf ′ die Ausgangsfunktionf liefert,

∫
f ′(x) dx = f(x) ,

so ergibt sich aus (II.5) durch Integration auf beiden Seiten:

u(x) · v(x) =

∫
u ′(x) · v(x) dx +

∫
u(x) · v ′(x) dx .

Wir stellen das nach einem der Integrale um und erhalten bereits die Formel für diePro-
duktintegration(auch alspartielle Integrationbezeichnet)

∫
u ′(x) · v(x) dx = u(x) · v(x) −

∫
u(x) · v ′(x) dx , (II.6)

oder, in etwas übersichtlicherer Schreibweise:

∫
u ′ · v = u · v −

∫
u · v ′ . (II.7)

Was fangen wir nun mit dieser Formel an? Am besten erlernt mandiese Integrationstechnik
an konkreten Anwendungsbeispielen.

Wir fangen mit einem Standardbeispiel an:

∫
x sin(x) dx .

Wenn wir (II.7) anwenden wollen, müssen wir eine der beiden Faktoren,x oder sin(x) als
u ′ deklarieren. Da (II.7) auf der rechten Seite die Angabe vonu·v verlangt, müssen wir die
Stammfunktionu vonu ′ angeben können. Das müssen wir bei unserer Wahl berücksichti-
gen. Im vorliegenden Beispiel ist das aber kein Problem, denn wir können beide Faktoren
problemlos integrieren (x liefert 1

2
x2 und sin(x) ergibt− cos(x)). Wir entscheiden uns für

u ′(x) = sin(x). Dann erhalten wir

2.04.2008 J. Hellmich



II.2 Integrationstechniken 61

∫
x sin(x) dx = x(− cos(x)) −

∫
1 · (− cos(x)) dx = − x cos(x) +

∫
cos(x) dx .

∫
v u ′ = v u −

∫
v ′ u

Erfolg haben wir mit unserer Wahl, wenn wir das Integral auf der rechten Seite lösen kön-
nen. Das ist hier der Fall, denn

∫
cos(x) dx = sin(x). Damit haben wir die Stammfunktion

vonx 7→ x sin(x) gefunden:
∫

x sin(x) dx = −x cos(x) + sin(x) .

Wir können uns immer davon überzeugen, daß wir richtig gerechnet haben:

d

dx
(−x cos(x) + sin(x)) = − cos(x) + x sin(x) + cos(x) = x sin(x)

(natürlich unter Verwendung der Produktregel). Die Funktionx 7→ −x cos(x) + sin(x) ist
also tatsächlich eine Stammfunktion vonx 7→ x sin(x). Wir wollen an diesem Beispiel
auch demonstrieren, wie eine schlechte Wahl vonu und v ausgesehen hätte und woran
man das erkennt: Füru ′(x) = x undv(x) = sin(x) erhalten wir

∫
x sin(x) dx = 1

2
x2 sin(x) − 1

2

∫
x2 cos(x) dx .

Jetzt ist das zweite Integral durch den Faktorx2 stattx noch schwerer zu lösen, als das
Ausgangsintegral.

B (1)
∫

xex dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex = (x − 1)ex .

Dabei haben wiru ′(x) = ex undv(x) = x gewählt.

(2)
∫

x2ex dx = x2ex − 2

∫
xex dx = x2ex − 2(x − 1)ex = (x2 − 2x + 2)ex .

(u ′(x) = ex, v(x) = x2 )

(3)
∫

ex sin(x) dx = ex sin(x) −

∫
ex cos(x) dx

= ex sin(x) − ex cos(x) −

∫
ex sin(x) dx .

Wir haben die Produktintegration zweimal angewendet: Das erste mal mit
u ′(x) = ex und v(x) = sin(x) und das zweite mal mitu ′(x) = ex und
v(x) = cos(x). Damit haben wir scheinbar nichts gewonnen, weil sich un-
ser gesuchtes Integral reproduziert hat. Entscheidend istaber, daß es mit einem
negativenVorzeichen entstanden ist, denn so können wir die Gleichungeinfach
nach dem gewünschten Integral auflösen:

2

∫
ex sin(x) dx = (sin(x) − cos(x))ex ,
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also∫
ex sin(x) dx = 1

2
(sin(x) − cos(x))ex .

(4)
∫

sin2(x) dx =

∫
sin(x) sin(x) dx

= − cos(x) sin(x) +

∫
cos2(x) dx

= − cos(x) sin(x) +

∫
(1 − sin2(x)) dx

= − cos(x) sin(x) + x −

∫
sin2(x) dx .

Wir habenu ′(x) = sin(x) undv(x) = cos(x) gesetzt. In der zweiten Gleichung
machen wir dann von der zentralen Beziehung (I.3), sin2(x) + cos2(x) = 1,
Gebrauch. Dabei reproduziert sich unser Ausgangsintegral, nach dem wir (wie
oben) auflösen:
∫

sin2(x) dx = 1
2
(x − sin(x) cos(x)) .

Daraus folgt nun leicht
∫

cos2(x) dx = 1
2
(x + sin(x) cos(x)) .

(5)
∫

x ln(x) dx = 1
2
x2 ln(x) − 1

2

∫
x21

x
dx

= 1
2
x2 ln(x) − 1

2

∫
xdx

= 1
2
x2 ln(x) − 1

4
x2 .

Hier haben wir, anders als bisher,u ′(x) = x undv(x) = ln(x) gesetzt. Dann
taucht im zweiten Integral natürlichu(x) = 1

2
x2 auf, was wir bisher immer

vermeiden wollten. Aber, da die Ableitung von ln(x) ja einfach1
x

ist, entsteht
auf diese Weise trotzdem ein leicht zu berechnendes Integral.

(6)
∫

ln(x) dx =

∫
1 · ln(x) dx

= x ln(x) −

∫
x
1

x
dx

= x ln(x) −

∫
dx = x ln(x) − x .

Wir haben den Trick angewandt,u ′(x) = 1 undv(x) = ln(x) zu setzen.

(7)
∫

ln2(x) dx =

∫
ln(x) · ln(x) dx

= (x ln(x) − x) ln(x) −

∫
(x ln(x) − x)1

x
dx
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= (x ln(x) − x) ln(x) −

∫
(ln(x) − 1) dx

= (x ln(x) − x) ln(x) − x ln(x) + x + x

= x ln2(x) − 2x ln(x) + 2x .

Ü Überzeugen Sie sich durch Ableiten, daß in den Beispielen tatsächlich die
Stammfunktionen gefunden wurden.

Die Produktintegration läßt sich natürlich auch für bestimmte Integrale formulieren:

∫b

a

u ′(x) · v(x) dx =
[
u(x) · v(x)

]b

a
−

∫b

a

u(x) · v ′(x) dx . (II.8)

B
∫1

0

xex dx =
[
xex

]1

0
−

∫1

0

ex dx =
[
xex

]1

0
−

[
ex

]1

0
= e− (e− 1) = 1 .

Normalerweise sollte man aber so vorgehen, daß man zunächstdas unbestimmte Integral
löst, also die Stammfunktion angibt und dann die Grenzen einsetzt. Auf diese Weise hat
man Integrationsfehlern gegenüber mehr Kontrolle. Denn eine vermeintliche Stammfunk-
tion kann einfach durch Ableiten auf ihre Richtigkeit hin überprüft werden.

In unseren Beispielen haben wir gesehen, daß man mitunter etwas probieren muß, bis man
den richtigen Ansatz zur Lösung des Integrals gefunden hat.Trotzdem kann es passieren,
daß ein Integral, dessen Integrand als Produkt auftritt, nicht mit der Produktintegration
gelöst werden kann. Ein Beispiel ist

∫
xe−x2

dx, das sich der Produktintegration gegenüber
als resistent erweist, jedoch mit der Substitutionsmethode gelöst werden kann.

II.2.2 Die Substitutionsmethode ist die Integrationsmethode, die zur Kettenregel korre-
spondiert. Sie beruht auf folgender einfachen Beobachtung:

Ist F die Stammfunktion vonf, also giltF ′ = f, dann istF ◦ u die Stammfunktion von
(f ◦ u) · u ′. Denn nach der Kettenregel gilt
d
dx

F ◦ u(x) = d
dx

F(u(x)) = F ′(u(x)) · u ′(x) = f(u(x)) · u ′(x) .

Also folgt
∫

f(u(x)) · u ′(x) dx = F(u(x)) . (II.9)

Für das bestimmte Integral erhalten wir:

∫b

a

f(u(x)) · u ′(x) dx =

∫b

a

d

dx
F(u(x)) dx =

[
F(u(x))

]b

a

= F(u(b)) − F(u(a)) =
[
F(t)

]u(b)

u(a)
=

∫u(b)

u(a)

f(t) dt ,
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also
∫b

a

f(u(x)) · u ′(x) dx =

∫u(b)

u(a)

f(t) dt . (II.10)

B Wir machen den Gebrauch dieser Methode wieder an einem Beispiel deutlich: Wir
suchen die Stammfunktion ∫

3x

2x2 + 4
dx .

Um Gleichung (II.9) anwenden zu können, müssen wirf undu bestimmen. Wir wählen
f(t) = 1

t
(alsoF(t) = ln(|t|)) undu(x) = 2x2 + 4. Es istf(u(x)) = 1

2x2+4
, also bis auf

den Faktor3x der Integrand unseres Integrals.u ′(x) = 4x, so daßf(u(x))u ′(x) = 4x
2x2+4

.
Das ist nicht genau unser Integrand, denn der Faktor4 im Zähler stimmt nicht. Aber das
läßt sich reparieren:
∫

3x

2x2 + 4
dx = 3

4

∫
4x

2x2 + 4
dx = 3

4

∫
f(u(x))u ′(x) dx = 3

4
F(u(x)) = 3

4
ln(2x2 + 4) .

Das Betragszeichen in ln(. . .) ist hier wegen2x2 + 4 > 0 überflüssig.

Üblicherweise geschieht die Anwendung der Substitutionsmethode in formalerer Weise.
Der Leitfaden dafür ist die folgende formale Rechnung:

∫
f(u(x))u ′(x) dx =

∫
f(u)

du

dx
dx =

∫
f(u) du .

D.h., wir versuchen in unserem Ausgangsintegral einen bestimmtem Ausdruck durch die
Variableu zu ersetzen, also aus dem Integral in der Variablenx ein Integral in der Variablen
u zu machen. Dabei muß insbesonderedx in du umgerechnet werden. Vergleichen wir die
linke und die rechte Seite in obiger Gleichung, dann mußu ′(x) dx durchdu ersetzt wer-
den. Das formalisiert man, indem man füru ′ den Ausdruckdu

dx
verwendet und diesen nach

du ‘auflöst’ (dieser Vorgang ist der eigentlich formale, denndx unddy sind symbolische
Objekte, keine Zahlen, mit denen wir so ohne weiteres rechnen können – trotzdem liefert
der beschriebene Vorgang die ‘richtige’ Merkregel). Für das oben angeführte Beispiel sieht
das folgendermaßen aus:

In
∫

3x
2x2+4

dx substituieren wiru = 2x2 + 4. Dann istdu
dx

= 4x, also4xdx = du. Verglei-
chen wir mit unserem Integral, so sehen wir, daß3xdx schon vorgebildet ist. Das können
wir durch 3

4
du ersetzen. Damit haben wir insgesamt

∫
3x

2x2 + 4
dx = 3

4

∫
1
u

du = 3
4

ln(|u|) = 3
4

ln(|2x2 + 4|) = 3
4

ln(2x2 + 4) .

Ist unser Ausgangsintegral ein bestimmtes Integral, also etwa
∫2

0
3x

2x2+4
dx, so stehen uns

zwei Wege zur Lösung offen. Der erste besteht darin, wie obenbeschrieben die Stamm-
funktion auszurechnen und danach die Grenzen einzusetzen.Das ist üblicherweise zu emp-
fehlen, denn man hat dabei Rechenfehlern gegenüber die bessere Kontrolle. Man kann aber
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auch gleich das bestimmte Integral berechnen. Dabei müssenwir dann jedoch auch diex-
Grenzen des Ausgangsintegrals in dieu-Grenzen der substituierten Version umrechnen.
Das ist nicht schwer, denn wennx = 0 ist, ist u einfach durch Einsetzen zu erhalten:
u(0) = 4. Genauso gehört zux = 2 die Grenzeu(2) = 2 · 22 + 4 = 12. Also
∫4

0

3x

2x2 + 4
dx = 3

4

∫12

4

1
u

du = 3
4

[
ln(|u|)

]12

4
= 3

4
(ln(12)−ln(4)) = 3

4
ln(12

4
) = 3

4
ln(3) .

Das ist die Rechenmethode, die zu (II.10) gehört.

B (1)
∫

xe−x2

dx : Wir substituierenu = −x2. Dann gilt: u ′ = du
dx

= −2x, also

xdx = −1
2
du:

∫
xe−x2

dx = −1
2

∫
eu du = −1

2
eu = −1

2
e−x2

.

(2)
∫

1
t

ln(t) dt : Wir setzenu = ln(t) und erhalten mitdu
dt

= 1
t
, alsodu = 1

t
dt,

das Integral
∫

1
t

ln(t) dt =

∫
u du = 1

2
u2 = 1

2
ln2(t) .

(3)
∫ √

x2 − 1
x

dx : Nach einigem Probieren findet man eine günstige Substitution,

nämlichu =
√

x2 − 1. Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wirdu
dx

= x√
x2−1

, also

dx = u
x

du. Für unser Integral benötigen wir1
x
dx = u

x2 du. Quadrieren wir
u =

√
x2 − 1 und lösen nachx2 auf:x2 = u2 + 1. Damit ist 1

x
dx = u

u2+1
du,

und unser Integral wird zu
∫ √

x2 − 1
x

dx =

∫
u

u

u2 + 1
du =

∫
u2

u2 + 1
du =

∫
u2 + 1 − 1

u2 + 1
du

=

∫
du −

∫
1

u2 + 1
du = u − arctan(u) (siehe TabelleII.1)

=
√

x2 − 1 − arctan
(√

x2 − 1
)

.

Es ist eine gute Übung, durch Ableiten nachzurechnen, daß essich hierbei tat-
sächlich um eine Stammfunktion vonx 7→

√
x2−1
x

handelt.

II.2.3 Die Logarithmus-Regel
∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln

(
|f(x)|

)
.

Wir bestätigen sie, indem wir die rechte Seite mit Hilfe der Kettenregel ableiten. Für alle
x ∈ R mit f(x) < 0 gilt: ln

(
|f(x)|

)
= ln

(
− f(x)

)
. Die Ableitung ist

d

dx
ln

(
− f(x)

)
=

1

−f(x)
· (−f ′(x)) =

f ′(x)

f(x)
.

J. Hellmich 2.04.2008



66 II Integralrechnung

Dieses Ergebnis erhalten wir auch für allex ∈ R mit f(x) > 0.

Die Möglichkeiten dieser Formel sieht man wieder am besten an den Beispielen.

B (1)
∫

3x

4x2 − 2
dx = 3

8

∫
8x

4x2 − 2
dx = 3

8
ln

(∣∣4x2 − 2
∣∣) .

Der Zähler3x des Bruchs war nicht genau die Ableitung8x des Nenners
4x2 − 2. Allerdings haben wir das entscheidendex vorgefunden, so daß wir
den Vorfaktor korrigieren konnten, indem wir die Zahl8 ergänzten.

(2)
∫

tanh(x) dx =

∫
ex − e−x

ex + e−x
dx = ln(ex + e−x) .

(3)
∫

tan(x) dx = −

∫
− sin(x)

cos(x)
dx = − ln(| cos(x)|) = −1

2
ln(cos2(x)) .

(4)
∫

5

2 − 4e−4x
dx =

∫
5

2 − 4e−4x
· e4x

e4x
dx =

∫
5e4x

2e4x − 4
dx = 5

8

∫
8e4x

2e4x − 4
dx

= 5
8

ln
(∣∣2e4x − 4

∣∣) .

Dieses Integral haben wir in zwei Schritten angepaßt. Im ersten Schritt haben
wir durch Erweitern mit e4x dafür gesorgt, daß im Zähler bis auf einen Vor-
faktor die Ableitung des Nenners steht. Im zweiten Schritt haben wir auf die
übliche Weise, also wie in (1), den Vorfaktor korrigiert.

In manchen Situationen ist es vorteilhaft, wenn man in einemIntegral
∫

f(x) dx nicht einen
Ausdruck durch eine Variableu, sondernx durch einen Ausdruck ersetzt, um so z.B. eine
bestimmte algebraische Relation auszunutzen. Wir verdeutlichen das an einem Beispiel.

r

f(x)=
√

r2−x2

x
Die Berechnung der Kreisfläche führt auf das Integral

2

∫r

−r

√
r2 − x2 dx .

Die algebraische Relation, die wir ausnutzen wollen, ist die zentrale Beziehung (I.3) zwi-
schen Sinus und Cosinus: sin2(u) + cos2(u) = 1. Dafür setzen wirx = r sin(u). Dann ist√

r2 − x2 =
√

r2 − r2 sin2(u) = r
√

1 − sin2(u) = r
√

cos2(x). Betrachten wir die Gren-
zen: Fürx = −r muß−r = r sin(u), also−1 = sin(u) gelten, d.h.,u = arcsin(−1) = −π

2

(vergl. AbbildungI.8). Fürx = r folgt die u-Grenze ebenso:u = π
2
. In dem Bereich von

u = −π
2

bisu = π
2

ist cos(u) positiv, so daß wir aus
√

cos2(u) die positive Wurzel cos(u)

ziehen können. Nun müssen wir nochdx in du umrechnen. Dazu leiten wirx nachu ab:
dx
du

= r cos(u), alsodx = r cos(u) du. Jetzt haben wir alles beisammen und können die
Substitution durchführen und damit die Fläche des Kreises bestimmen:

2

∫r

−r

√
r2 − x2 dx = 2

∫ π
2

−π
2

r cos(u) · r cos(u) du = 2r2

∫ π
2

−π
2

cos2(u) du
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= r2
[
u + sin(u) cos(u)

]π
2

−π
2

= r2
(

π
2

−
(

− π
2

))
= πr2 .

II.3 Anwendungen

II.3.1 Taylor-Entwicklung Die Taylor-Entwicklung stellt eine Methode dar, mit deren
Hilfe es möglich ist, die Funktionswerte vieler Funktionen, wie sin, cos, exp,. . . in belie-
biger Genauigkeit zu berechnen. Wir verschaffen uns die Taylor-Formel mittels Produktin-
tegration. Unser Ziel ist es dabei, die Funktionswertef(x) einer Funktionf in einer Umge-
bung eines geeigneten Punktesx0 beliebig genau durch Summen von Potenzen(x − x0)

n

auszudrücken. Wir starten mit der Formel

f(x) − f(x0) =

∫x

x0

f ′(t) dt ,

also

f(x) = f(x0) +

∫x

x0

f ′(t) dt . (II.11)

Nun formen wir das Integral
∫x

x0
f ′(t) dt =

∫x

x0
1 · f ′(t) dt mittels Produktintegration um.

Dabei wählen wir füru ′(t) die Zahl1 und für die von (II.7) geforderten Stammfunktion
u die Funktiont − x. v(t) ist dann natürlichf ′(t). Dabei machen wir uns noch einmal
klar, daß wir bzgl. der Variablent integrieren, so daßx wie eine gewöhnliche Konstante
behandelt wird. Hier haben wir sie als die Zahl genommen, diewir zu jeder Stammfunktion
hinzuaddieren dürfen:

∫x

x0

f ′(t) dt =
[
(t − x)f ′(t)

]x

x0

−

∫x

x0

(t − x)f ′′(t) dt

= −(x0 − x)f ′(x0) −

∫x

x0

(t − x)f ′′(t) dt .

In der nächsten Runde wählen wiru ′(t) = (t−x), u(t) = 1
2
(t−x)2 (nachrechnen mittels

Kettenregel) undv(t) = f ′′(t). Wir setzen alles in (II.11) ein und erhalten

f(x) = f(x0) + (x − x0)f
′(x0)

−
[
1
2
(t − x)2f ′′(t)

]x

x0

+ 1
2

∫x

x0

(t − x)2f ′′′(t) dt

= f(x0) + (x − x0)f
′(x0) + 1

2
(x0 − x)2f ′′(x0)

+ 1
2

∫x

x0

(t − x)2f ′′′(t) dt .
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Wir fahren auf diese Weise fort: Jetzt istu ′(t) = 1
2
(t − x)2 undu(t) = 1

2 · 3(t − x)3. Wir

erhalten damit bereits

f(x) = f(x0) + (x − x0)f
′(x0) + 1

2
(x − x0)

2f ′′(x0)

+ 1
2 · 3

[
(t − x)3f ′′′(t)

]x

x0

− 1
2 · 3

∫x

x0

(t − x)3f(4)(t) dt

= f(x0) + (x − x0)f
′(x0) + 1

2
(x − x0)

2f ′′(x0) − 1
2 · 3(x0 − x)3f ′′′(x0)

− 1
2 · 3

∫x

x0

(t − x)3f(4)(t) dt .

Die nächste Runde wird uns das Gesetz verraten, nach dem die weiteren Summanden zu
bilden sind. Wir wählen wiederu ′(t) = 1

3!
(t−x)3 undu(t) = 1

4!
(t−x)4. Dabei benutzen

wir die Schreibweise3! = 2 · 3, 4! = 2 · 3 · 4, . . ., n! = 2 · 3 · 4 · · · · (n − 1) · n für die
Fakutlätn! einer natürlichen Zahln. Wir vereinbaren0! = 1. v(t) ist inzwischen die 4.te
Ableitungf(4)(t). Wir erhalten:

f(x) = f(x0) + (x − x0)f
′(x0) + 1

2
(x − x0)

2f ′′(x0) + 1
3!

(x − x0)
3f ′′′(x0)

− 1
4!

[
(t − x)4f(4)(t)

]x

x0

+ 1
4!

∫x

x0

(t − x)4f(5)(t) dt

= f(x0) + (x − x0)f
′(x0) + 1

2
(x − x0)

2f ′′(x0) + 1
3!

(x − x0)
3f ′′′(x0)

+ 1
4!

(x − x0)
4f(4)(x0) + 1

4!

∫x

x0

(t − x)4f(5)(t) dt .

Der n-te Summand wird also durch1
n!

(x − x0)
nf(n)(x0) =

f(n)(x0)

n!
(x − x0)

n gegeben

sein und das letzte Integral durch

Rn(x0, x) =
(−1)n

n!

∫x

x0

(t − x)nf(n+1)(t) dt .

Dabei bewirkt(−1)n das abwechselnde Vorzeichen des Integrals. Für geradesn ergibt sich
das+Zeichen und für ungeradesn das−Zeichen. Das Ergebnis unserer Überlegungen
besteht nun in der folgenden Formel:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 +
f ′′′(x0)

3!
(x − x0)

3 + · · ·+

· · ·+ f(n)(x0)

n!
(x − x0)

n + Rn(x0, x) . (II.12)

Das ist dieTaylor-Entwicklung der Funktionf um den Punktx0 herum bis zur n-ten Ord-
nung. Das Polynom

tn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 + · · · + f(n)(x0)

n!
(x − x0)

n (II.13)
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ist dasTaylor-Polynomn-ter Ordnung.
Der AusdruckRn(x0, x) wird Restgliedder Entwicklung genannt. Für die uns interes-
sierenden Funktionen hat es die Eigenschaft, beliebig klein zu werden, wenn wirn nur
genügend groß machen. Daher erhält man bei großemn eine gute Näherung für den Funk-
tionswertf(x), wenn man das Restglied einfach wegläßt:

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 + · · · + f(n)(x0)

n!
(x − x0)

n .

Die meisten Funktionen werden um die Stellex0 = 0 herum entwickelt. Dann lautet die
Taylor-Formel etwas einfacher:

f(x) = f(0) + f ′(0)x +
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · · + f(n)(0)

n!
xn + Rn(0, x) , (II.14)

bzw.

f(x) ≈ f(0) + f ′(0)x +
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f(n)(0)

n!
xn . (II.15)

Wie wendet man diese Formel an? Für eine konkrete Funktionf verlangt sie von uns, daß
wir die Ableitungen bis zu der Ordnung bestimmen, bis zu der wir die Funktion entwickeln
wollen. Dann haben wir nur noch die Stellex0 in die Ableitungen einzusetzen. Wenn wir
in der Lage sind, die allgemeine Form desn−ten Summanden zu bestimmen, dann können
wir die Taylor-Entwicklung bequem auf jede Ordnung ausdehnen.

B (1) f(x) = ex. Wir wissen bereits:f ′(x) = f ′′(x) = . . . = f(n)(x) = ex, so daß
f(0) = f ′(0) = . . . = f(n)(0) = e0 = 1 gilt. Nun müssen wir nur noch in
(II.15) einsetzen und erhalten:

ex ≈ 1 + x + 1
2
x2 + 1

3!
x3 + · · ·+ 1

n!
xn .

(2) f(x) = sin(x). Dann istf ′(x) = cos(x), f ′′(x) = − sin(x), f ′′′(x) = − cos(x)

undf(4)(x) = sin(x). Ab hier wiederholen sich die Ableitungen in genau der-
selben Reihenfolge, wie die ersten vier. Wir erhalten:
f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −1, f(4)(0) = 0, f(5)(0) = 1,
f(6)(0) = 0, f(7)(0) = −1, . . . .
Versuchen wir das Bildungsgesetz aufzustellen: Offensichtlich verschwinden
alle geraden Ableitungen an der Stelle0. Die ungeraden Ableitungen sind ab-
wechselnd1 und −1. Zunächst benötigen wir eine Formel für die ungeraden
Zahlen. Das ist einfach, denn diegeradenZahlen lassen sich leicht bestimmen:
Sie müssen von der Formn = 2k sein, weil sie durch2 teilbar sein müssen.
Da neben jeder geraden Zahl eine ungerade Zahl steht, muß diese von der Form
n = 2k − 1 odern = 2k + 1 sein (je nachdem, ob wir beik = 1 oderk = 0

zu zählen anfangen). Nun müssen wir den sog.Vorzeichen-Flip(−1)n richtig
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justieren. Er kann nur von der Form(−1)k oder (−1)k+1 sein (k ist die Va-
riable, mit deren Hilfe wir die ungeraden Zahlen abzählen,k = 0, 1, . . .). Es
ist normalerweise ausreichend, wenn wir den Flip aneinemSummanden der
Entwicklung justieren. Fürn = 1, alsok = 0 (1 = 2 · 0 + 1), haben wir das
Vorzeichen+1, das von(−1)k für k = 0 ebenfalls geliefert wird. Fürk = 1

erhalten wir(−1)1 = −1. k = 1 entsprichtn = 2 · 1 + 1 = 3. Das Vorzei-
chen vonf ′′′(0) ist tatsächlich−1. Also ist der Vorzeichen-Flip einfach(−1)k,
k = 0, 1, . . . . Setzen wir in die Taylor-Formel ein, so erhalten wir

sin(x) ≈ x − 1
3!

x3 + 1
5!

x5 − + . . . +
(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 .

Die Approximation von sin durch die Taylor-Polynometn bis zur Ordnung
n = 21 ist auf Seite72 wiedergegeben.

(3) f(x) = cos(x). Dasselbe Verfahren ergibt hier

cos(x) ≈ 1 − 1
2!

x2 + 1
4!

x4 − + . . . +
(−1)k

(2k)!
x2k .

(4) f(x) = ln(x + 1) . Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir:

f ′(x) = 1
x + 1

, f ′′(x) = − 1
(x + 1)2, f ′′′(x) = 2

(x + 1)3, f(4)(x) = − 2 · 3
(x + 1)4,

f(5)(x) = 2 · 3 · 4
(x + 1)5 = 4!

(x + 1)5 .

Damit ist f(0) = ln(1) = 0, f ′(0) = 1,
f ′′(0)

2!
= −1

2
,

f ′′′(0)

3!
= 2

3!
= 1

3
,

f(4)(0)

4!
= −2 · 3

4!
= 1

4
,

f(5)(0)

5!
= 4!

5!
= 1

5
. Eingesetzt erhalten wir die Ent-

wicklung bis zur 5. Ordnung

ln(x + 1) ≈ x − 1
2
x2 + 1

3
x3 − 1

4
x4 + 1

5
x5 + − · · · .

Die Summanden 6. und 7. Ordnung werden wohl−1
6
x6 und1

7
x7 lauten. Daraus

können wir den Summandenn-ter Ordnung leicht zu(−1)n+1 1
n

xn bestimmen.

Wir erhalten also für die Entwicklung des natürlichen Logarithmus:

ln(x + 1) ≈ x − 1
2
x2 + 1

3
x3 − 1

4
x4 + 1

5
x5 + − · · ·+ (−1)n+1 1

n
xn .

An diesem Beispiel sehen wir auch, daß diese Entwicklung im Allgemeinen
nicht für alle x ∈ R sinnvoll ist. Offensichtlich istx = −1 auf der linken
Seite nicht erlaubt, denn0 liegt nicht im Definitionsbereich von ln. Für diesen
Wert kann also auch die rechte Seite keine Annäherung an den Funktionswert
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ergeben, da dieser ja gar nicht vorhanden ist. Tatsächlich ergibt die rechte Seite
für x = −1 (bis auf ein gemeinsames Vorzeichen) eine berühmte Reihe,

1 + 1
2

+ 1
3

+ 1
4

+ 1
5

+ 1
6

+ · · ·+ 1
n

+ · · · ,

die sog.harmonische Reihe, die gegen+∞ divergiert, die sich also nicht zu
einer endlichen Zahl zusammenzählen läßt. Haben wir einenx-Wert gefunden,
für den sich die rechte Seite einer Entwicklung nicht mehr summieren läßt
(wenn wir also versuchen, den Grenzwert fürn → ∞ durchzuführen), dann
läßt sie sich auch für keine andere Zahl mehr summieren, deren Betrag größer
ist. In unserem Beispiel heißt das, daß sich die rechte Seitefür keine Zahlx
mit |x| > 1 aufsummieren läßt. Fürx = 1 dagegen konvergiert die Reihe noch,
und zwar, wie unsere Entwicklung vermuten läßt, gegen ln(2):

ln(2) = 1 − 1
2

+ 1
3

− 1
4

+ 1
5

+ − · · ·+ (−1)n+1 1
n

+ − · · · .

Allerdings konvergiert diese Reihe nur sehr langsam. Z.B. ist für n = 26

der genäherte Wert der Reihenentwicklung0.674285961081290, gegenüber
ln(2) = 0.693147180559945 . . ..

(5) f(x) = e−x2

. Die Taylor-Entwicklung für diese Funktion erhalten wir einfach
dadurch, daß wir−x2 stattx in die Taylor-Entwicklung von ex einsetzen. Das
ergibt:

e−x2 ≈ 1 − x2 + 1
2!

x4 − 1
3!

x6 + 1
4!

x8 − · · ·+ (−1)n 1
n!

x2n .
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Abbildung II.3 Approximation vonsindurch Taylor-Polynomet1, t3, . . . , t21
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xi

∆xi

f

a b x

f(xi)

Abbildung II.4

Zum Volumen eines Rotationskörpers

II.3.2 Das Volumen eines RotationskörpersBisher haben
wir das Integral dazu benutzt, Flächeninhalte zu bestimmen.
Tatsächlich hat es aber viel weiterreichende Anwendungsmög-
lichkeiten. Um für eine gegebenes Problem den richtigen Inte-
gralausdruck zu finden, gehen wir den Weg über die Riemann-
Summen. Wir führen das hier am Beispiel des Volumens eines
Rotationskörpers vor. Dazu denken wir uns den Graphen einer
Funktionf um diex-Achse rotierend. Dabei beschreibt er die
Oberfläche eines Rotationskörpers (siehe nebenstehende Skiz-
ze). Das Volumen bestimmen wir näherungsweise, indem wir
den Körper in Scheiben mit der Breite∆xi und dem Radius
f(xi) zerlegen. Dabei ista = x0 < x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xn < xn+1 = b

eine ZerlegungZ des Basisintervalls[a, b] mit der Feinheit|Z| (vergl. Seite52). Das Volu-
men einer solchen Scheibe ist dann alsoπf(xi)

2∆xi, nämlich Grundflächeπf(xi)
2 · Höhe

∆xi. Zählen wir die Volumina aller dieser Scheibchen zusammen,so erhalten wir den Nä-
herungswert

V ≈ π
(
f(x0)

2∆x0 + f(x1)
2∆x1 + f(x2)

2∆x2 + · · ·+ f(xn)2∆xn

)
= π

n∑

i=0

f2(xi)∆xi .

Um den genauen Wert des Volumens zu erhalten, führen wir den Grenzwert|Z| → 0

beliebig feiner Zerlegungen durch:

V = lim
|Z|→0

π

n∑

i=0

f2(xi)∆xi .

Wenn wir das mit (II.1) vergleichen, so sehen wir, daß das VolumenV der Grenzwert von
Riemann-Summen ist, allerdings nicht für die Funktionf, sondern fürπ f2. Also ist das
Volumen des Rotationskörpers durch das Integral

V = π

∫b

a

f2(x) dx (II.16)

gegeben. Zur Berechnung können wir daher wieder auf unsere Integrationstechniken zu-
rückgreifen, nun eben auff2 angewandt.
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f(x)=
√

r2−x2

r

B Wir berechnen das Volumen einer Kugel. Dafür lassen
wir einen Halbkreis um diex-Achse rotieren. Seine Gleichung
ist f(x) =

√
r2 − x2. Damit ergibt sich für das Kugelvolumen:

V = π

∫r

−r

f2(x) dx = π

∫r

−r

(r2 − x2) dx

= π
[
r2x − 1

3
x3

]r

−r
= π

(
r3 − 1

3
r3

)
− π

(
− r3 + 1

3
r3

)
= 2

3
πr3 + 2

3
πr3 = 4

3
πr3 .

h

f(x
)=

m
x

Das Volumen eines Kegels erhalten wir, indem wir eine Ur-
sprungsgeradef(x) = mx um diex-Achse rotieren lassen.

V = π

∫h

0

f2(x) dx = π

∫h

0

m2x2 dx

= π
[
1
3
m2x3

]h

0
= 1

3
πm2h3 = 1

3
π(mh)2h = 1

3
πr2h ,

denn der Radiusr des Grundkreises istr = mh .

∆xi

ba

f

∆f(xi)

xj

∆xi

∆f(xi)

(xi|f(xi))

(xi+1 |f(xi+1))

√
(∆xi)

2+(∆f(xi))
2

II.3.3 Die Länge einer Kurve Die Länge des Bogens eines
Funktionsgraphen bestimmen wir zunächst näherungsweise,in-
dem wir ihn durch aneinanderstoßende Geradenstücke, einensog.
Polygonzug, ersetzen. Dazu führen wir wieder die ZerlegungZ,
a = x0 < x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xn < xn+1 = b,
des Basisintervalls[a, b] mit der Feinheit|Z| ein. Dann ersetzen
wir den tatsächlichen Kurvenverlauf auf jedem der kleinen Teil-
intervalle [xi, xi+1] durch ein Geradenstück, das die Randpunk-
te (xi|f(xi)) und(xi+1|f(xi+1)) des Kurvenbogens über[xi, xi+1]

miteinander verbindet. Die Länge eines solchen Geradenstücks ist
nach dem Satz von Pythagoras:

ℓi =
√

(∆xi)
2 + (∆f(xi))

2 =

√

1 +

(
∆f(xi)

∆xi

)2

· ∆xi .

Die LängeL des Kurvenbogens zwischena undb erhalten wir dann ungefähr, wenn wir
die Längenℓi aufsummieren:

L ≈ ℓ0 + ℓ1 + ℓ2 + · · ·+ ℓi + · · ·+ ℓn =

n∑

i=0

ℓi =

n∑

i=0

√

1 +

(
∆f(xi)

∆xi

)2

· ∆xi .

Den genauen Wert fürL hoffen wir wieder durch den Grenzwert|Z| → 0 verschwindender
Feinheit der ZerlegungZ zu gewinnen. Dafür müssen wir die richtige Riemann-Summe
finden, die uns verrät, welches Integral wir zur Berechnung von L benutzen können. In
obiger Summe steht unter der Wurzel der Differenzenquotient ∆f(xi)

∆xi
, der für|Z| → 0, also
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für kleines∆xi, durch die Ableitungf ′(xi) ersetzt werden kann. Dadurch erhalten wir nun
tatsächlich eine Riemann-Summe für die Approximation vonL :

L ≈
n∑

i=0

√
1 + (f ′(xi))2 · ∆xi .

Wir vergleichen das wieder mit (II.1) und sehen, daß die LängeL durch das Integral

L =

∫b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx (II.17)

gegeben sein muß.

−3

−2

−1

1

2

3

−1 x1

ch

sh

L(x)

B Als Anwendung bestimmen wir die Länge der sog.Kettenlinie, die
durch die Funktion ch gegeben ist (vergl. (I.33)):

ch(x) = 1
2
(ex + e−x) .

Sie besitzt die Ableitung und die Stammfunktion sh(x) = 1
2
(ex − e−x). Der

NameKettenliniefür ch stammt daher, daß diese Funktion den Verlauf einer
Kette beschreibt, die zwischen zwei Punkten lose aufgehängt ist.

Jetzt können wir die LängeL(x) der Kettenlinie im Bereich von0 bis x

berechnen (dabei verwenden wir1 + sh2 = ch2, vergl. (I.35)):

L(x) =

∫x

0

√
1 + (ch′(t))2 dt =

∫x

0

√
1 + sh2(t)dt

=

∫x

0

√
ch2(t)dt =

∫ t

0

ch(t) dt =
[
sh(t)

]x

0
= sh(x) .

Die Funktionx 7→ sh(x) gibt also nicht nur die Ableitung und die Stammfunktion von
ch wieder, sondern auch die Länge des Kurvenbogens dieser Funktion über dem Intervall
[0, x].
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