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| Differentialrechnung

|.1 Der Funktionsbegriff

[.1.1 Erste Annaherung Eine reelle Funktion ist durch eine Vorschrift gegeben,mac
der Zahlen au®R auf eindeutige Weise wiederum Zahlen &usugeordnet werden.

B Verbale Beschreibung einer Vorschrift:

Ordne einer Zahl ihr Quadrat zu.
Ziehe aus einer gegebenen Zahl die Quadratwurzel.

Bilde aus einer Zahl ihren Kehrwert.

Quadriere eine gegebene Zahl, additend teile das Ergebnis durch die Zahl.

Der Nachteil einer verbalen Funktionsbeschreibung liéighsichtlich in ihrer Schwerfal-
ligkeit und Unilbersichtlichkeit, wie das letzte Beispielgt.

[.1.2 Formalisierung der Funktionsbeschreibung:

Verbale Beschreibung: Formalisierung:

gegebene Zahl

beliebige Zahl

jeder zahl x € R (t,u,...€R)
quadriere x2

ziehe Wurzel Vi

bilde den Kehrwert %

Funktionsname f (g,h,k,...)
Funktionswert f(x) (g(t), h(u), k(x),...)
zuordnen =

Funktion fixme f(x)  flx)=



2 | Differentialrechnung

B fix—x?2, oder f(x) =x2.
g:u—Ju, oder g¢g(u)=+u.

. 1 _1

h.th, oder h(t)_t'

2
kixm X2E3  oder k(x):x+§.
X X

Damit kdnnen wir nun beliebige Funktionen bilden, einfacdurch, dal? wir die Vor-
schrift zur Berechnung des Funktionswertes durch eine Eloamgeben, die mit Hilfe der
Variablenx (odert, v, . ..) ausgedrtckt wird.

B| fx) = §§+; g(t) =sint2—1), h(u) =& —€¥

Funktionswertef(x) zu konkreten Variablenwerten erhalten wir durch Ersetzen von
durch eben diese Werte:

B f(x):X§_1:

. 11
x=1  f1)=175=0
x=—2: f(—2) = 4= 13 3, geht nicht

w

|
+
oo

|
oo
+

B| fx=%71, x#-2,
g(x) = v/x, x>0,
k(x):)]—(, x#£0.

Diese Beispiele zeigen, dal zur vollstandigen Beschrgileimer Funktion noch die An-
gabe des Bereichs zulassigewWerte gehort.

[.1.3 Zweite Annaherung Eine reelle Funktiorf ist durch eine Vorschrift — f(x) ge-
geben, nach der Zahlenaus einer TeilmengP ; vonR auf eindeutige Weise Zahléfx)
ausRR zugeordnet werdeD ist der Definitionsbereich der Funktiaih Unter W; verste-
hen wir den Wertebereich, d.h., die Menge aller moglichemetg die als Funktionswerte
von f vorkommen. Wir verwenden die Schreibwdisex — f(x), x € Dy, wobeif(x)
meist durch einen konkreten Formelausdruck in der Variall@ngegeben ist, oder wir
geben die Vorschriff(x) einfach an:f(x) = ..., x € Dy.

2.04.2008 J. Hellmich



[.1 Der Funktionsbegriff 3

B fix—x?, x€R, oder f(x)=x?, D¢=R.
g:x— vx, Dg=RT, oder g¢g(x) =+x, x>0.
h:XH%, x#£0, oder h(x):%, x € R\{0}.

In diesen Beispielen wurde der maximale Definitionsberamipegeben (hinter der Funk-
tionsvorschrift als Bedingung an die Variabdg d.h., der maximal mégliche Bereich von
Zahlenx € R, fir die die Vorschriftenf(x), g(x), ... noch anwendbar sind); muf3
aber durchaus nicht der maximale Definitionsbereich einekfon sein. Es kann mitun-
ter sinnvoll sein, den Definitionsbereich als Teilmengerdagimal moglichen zu wéhlen.
So istf(x) = x? naturlich fur allex € R sinnvoll ausfiihrbar. Durch Einschrankung dieser
Vorschrift aufR* erhalten wir eineandereFunktionk(x) = x%, x € R*. Diese ist, im
Gegensatz zdi, umkehrbar, d.h., die Gleichung = k(x) lalt sich durch« = ,/y ein-
deutig nachx aufldsen, wahrend = f(x) normalerweise zwei Losungen » = £,/y
besitzt. An diesem Beispiel wird deutlich, dal’ eine Abandgrdes Definitionsbereichs
normalerweise auch tatsachlich qualitative Unterschatebeteiligten Funktionen nach
sich zieht.

Merke: Zu einer Funktionf gehort neben der Angabe der Vorschxift- f(x), nach der
aus der Variablen der Funktionswerf(x) zu bilden ist, immer auch der Definitionsbe-
reichDy, der den Zahlenbereich der zulassigeWerte beschreibt.

Wenn bei der Definition einer Funktion der Definitionsbehneigcht explizit angegeben
wurde (was mitunter bequem ist, wenn die zulassig&terte offensichtlich sind und kei-
ne Einschrankung auf einen kleineren Bereich gewtnsghtistn ist immer der maximal
maogliche Definitionsbereich zu nehmen.

I.1.4 Ubersichtlichkeit Die Formalisierung des Funktionsbegriffs gibt uns eintigigs-
fahiges Werkzeug zur Konstruktion vielfaltiger Funktiorean die Hand. Wie steht es aber
mit der Ubersicht tiber den Verlauf solcher Funktionen? Diuas macht eine gegebene
Funktion eigentlich genau? Wo genau liefert sie z.B. positVerte (eventuell wichtig,
wenn sie eine Kostenentwicklung oder eine Gewinnerwarhesghreibt), wo wachst sie
und wie stark (z.B. das Wachstumsverhalten der Weltbewahgg, nimmt sie ihre grof3ten
oder ihre kleinsten Werte an und wenn ja, wag?

Eine erste Methode, sich einen Uberblick tiber den Funktiensuf zu verschaffen, kann
darin bestehen, einfach eine Wertetabelle anzulegen:

X =3 =2 =1 =3 o 2 1] 2] 3

g(x) =x? 21 4| 1 }‘ 0 }1 1 41 9

BJ % | =3 =21 =3 o 3 1] 2] 03
3

fox) =x—2 2| =3 2| | —|-Y-2] 1| 2

Wahrend im ersten Beispiel tatsachlich ein gewisser Ulrliber den Funktionsverlauf
gewonnen wird, ist das beim zweiten Beispiel nicht mehr ddl. Auch das Hinzufu-

J. Hellmich 2.04.2008



4 | Differentialrechnung

gen weitererx-Werte 16st das Problem nicht wirklich: Man mul3 schon etwahmiber
die Funktion wissen, um die richtigen Stellen zu finden, amedesie mit einem feineren
x-Raster ausgewertet werden muf3 (béiandelt es sich um das Verhalten in einer Um-
gebung von0 und um das Verhalten fix — +o0). x-Werte, an denen eine Funktion
einen maximalen oder einen minimalen Wert annimmt, lasgdmiis einer Wertetabelle
normalerweise nur ungefahr erkennen.

Ein erster Schritt, um diese Schwierigkeiten zu tberwintdesteht dar-
Y4 in, den Funktionsverlauf graphisch in einem rechtwinktiglordina-
tensystem in der Eberie? darzustellen. Dabei tragen wir dieWerte
auf der waagrechten Achse — deiAchse—, die zugehdrigen Funkti-
onswertef (x) senkrecht dariber oder darunter auf, je nachdenfob
positiv, oder negativ ist. Wenndann den Definitionsbereidb; durch-
lauft, wandern die Punktex|f(x)) in der EbenéR? auf einer Linie, die
den sog Graphender Funktionf wiedergibt. Wir fihren fir ihn keine
neue Notation ein (was streng genommen nétig wére), sorazeich-
L B : nen ihn mit demselben Symbblvie die Funktion selbst.
| Diese graphische Darstellung kdnnen wir als eine Art kanériche
Wertetabelle ansehen, weil wir ja eigentlich &lle zulassigen-Werte
die zugehdrigen Funktionswerte auftragen und nicht nueiftige we-
nige Stitzstellen, wie z.B. bei den Wertetabellen obigesels. Prak-
tisch bestimmen wir allerdings ebenfalls nur einige werkgeven-
punkte und verbinden sie, im Vertrauen darauf, daf3 die kamkje-
nugend glatt ist, durch eine Linie ohne Knicke, die den Koweglauf
maoglichst gut zu erraten versucht. Die Differenzierbar&aier Funkti-
Abbildung I.1 on, die wir in Abschnitt.3 kennenlernen werden, liefert normalerweise
Funktionen graphisch darstellen eine gute Gewahr dafir, daR eine Funktion ausreichend igtatim
nach dem geschilderten graphischen Verfahren veranschewerden
zu konnen. Das bedeutet aber nicht, dal3 damit immer auchm sshovollstéandiges Ver-
standnis einer Funktion erlangt werden kann. Man muf3 eink&tian normalerweise noch
sorgfaltig untersuchen, um etwa lokale Maxima oder MinisWandepunkte etc. aufzufin-
den. Die Differentialrechnung wird uns dafir ein leistuid¢isges Werkzeug an die Hand
geben.

[.1.5 Operationen mit Funktionen Aus Funktionerf, g, h, ... lassen sich neue Funk-
tionen gewinnen. Uns stehen dafiirim wesentlichen diesélvendrechenarten zur Verfu-
gung, wie flr gewdhnliche Zahlen. Die Sumiite g zweier Funktioner undg definieren
wir dabei einfach durch die Vorschrift, dal3 der Funktiondwé+ g)(x) der Summe als
Summef(x)+g(x) der Funktionswerté(x) undg(x) zu bilden ist. Genauso verfahren wir
bei Subtraktion, Multiplikation und Division. DarUberlans kdnnen wir zwei Funktionen
f undg ineinander einsetzen — verketten —, d.h., der Funktiortsyfei wird der Funktion

f als Argument zugewieseffifg(x)) — vorausgesetzty(x) liegt im DefinitionsbereichD¢
vonf. Im einzelnen gilt fur diec-Werte, die sowohl irD als auch inD, die also im sog.
DurchschnittD¢ N D4 von D¢ undD 4 liegen, bzw., bei der Verkettung, fur digx) € Dy

2.04.2008 J. Hellmich



[.1 Der Funktionsbegriff 5

gilt:

i _ visi £\ = F0)
Addition (f+ g)(x) = f(x) + g(x) Division (§>(x) =90
Subtraktion (f—g)(x) =1f(x) —g(x) Potenzierung f<(x) = (f(x))¢

Multiplikation (- g)(x) = f(x) - g(x) Verkettung  (fo g)(x) = f(g(x))

(t-g)(x) =t-g(x),teR

B | \Verkettung, oder Hintereinanderausfiihrungg zweier Funktionerf undg:

f(x) =x3, Df =R, g(x) =2x>—1,D, =R, W; = [-1, c0) (iiberpriifen!)
Dannist(fo g)(x) = f(g(x)) = f(2x> — 1) = (2x> —1)3 undD¢4 = R.

f(x) = % D¢ = R\{0}, g(x) = x*—4, D, = R, W, = [-4,00) ist nicht
vollstandig inD¢ enthalten, denn die Zaldl liegt in W, die fur f verboten ist.
0 wird von g(x) an den beiden Steller2 und2 angenommen. Also idD ., =

R\[—2,2} und(f o g)(x) = f(x? — 4) = ﬁ.

f(x) =vx, D =R{, g(x) =x*—1,Dy =R, W, = [-1,00). Es mulg(x) > 0

gelten, damig(x) in f eingesetzt werden kann. Das ist KiK —1 oder furx > 1

der Fall (nachprifen!), d.h., fix € (—oo, —1] oder flirx € [1,00). Also ist der
DefinitionsbereictD .4 von f o g durch die Vereinigung—oo, —1] U [1, co) dieser
beiden Intervalle gegebeff.o g)(x) = ?

J. Hellmich 2.04.2008



6 | Differentialrechnung

I.1.6 Einfache Verkettungen

Eine Verschiebung einer Funktidhin x-Richtung
A erhalten wir, wenn wir sie mit der Funktiaf(x) =
x + a verkettenh(x) = f(x + a).

Fur a > 0 wird die Funktionf um a Einheiten nach

links geschoben, denn der Funktionswk(ftk) an

der Stellex wird mit der Vorschriftf an dera Ein-

N heiten weiter rechts liegenden Stetle- a gebildet.

| \ * Auf diese Weise wandern alle Funktionswerte ¥on
: ~uma Einheiten nach links.

n/  h fbeta)| ot

Fur a < 0 wird die Funktionf nach rechts gescho-
ben.
X

\/

T T
X x+a

Abbildung 1.2 : : o :
Verschiebung in-Richtungh(x) = f(x + a), a > 0 Eine Stauchung einer Funktidnin x-Richtung er-

A halten wir, wenn wir sie mit der Funktiog(x) = ax
verkettenh(x) = f(ax).

Fira > 1 wird die Funktionf auf engerem Raum
zusammengedrangt, denn der Funktionswexi an

der Stellex wird mit der Vorschriftf an dera-fach
soweit entfernten Stellex gebildet. Auf diese Wei-

se wandern weiter aul3en liegende Funktionswerte
von f naher an den Ursprung heran.

Fir a < 1 wird die Funktionf auf einen weiteren
Raum gestreckt, denn der Funktionswert) an der

Stellex wird mit der Vorschriftf an der weiter innen
liegenden Stellex gebildet.

\

X ax X

Abbildung 1.3
Stauchung ix-Richtung:h(x) = f(ax), a > 1

2.04.2008 J. Hellmich



[.2 Eine kleine Funktionssammlung 7

1.2 Eine kleine Funktionssammlung

.2.1 Geraden

f(x) =mx+c 1

f(0) = c ist dery-Achsenabschnitt des Schnittpunktes ¥anit 1 A
dery-Achse. T 0

f(x+h)—f(x)

fix+1)—f(x) =m(x+1)+c— (mx+c) 1
=mx+m-+c—mx—c P :
—m el 1 x x1 xth o X

D.h., m ist der Zuwachs der Gerade inRichtung, wenn in Ya
x-Richtung eine Einheit fortgeschritten wirdn mil3t al- 1
so die Steilheit vonf: Grol3es m bedeutet einen grof3en | 1 S
y-Zuwachs, kleinesm einen kleinen Zuwachs bei glei- | )
chem Fortschritt in x-Richtung. Negativesm bedeutet,
dal3 die Gerade fallt (z.Bg ) und m = 0 gilt fur waag-
rechte Geraden (z.Bh). m heil3t daherSteigungder Ge- - ) ¢
rade f. Sie laRt sich aufgrund des Strahlensatzes aus jg-'] NS
dem sog. Steigungsdreieckals Verhaltnis vony-Zuwachs T T X
f(x + h) — f(x) zumx-Zuwachs(x + h) — x = h bestimmen: \

f(x +h) — f(x) 1 Abbildung 1.4
h N (mx +mh+c¢—mx — C) (a) Gerade mit Steigungsdreiecken
1 (b) Beispiele
= — h =
nm m
Die senkrechten Geraden sind die einzigen, denerx jimKoordinatensystem keine
Steigung zugeordnet werden kann. Sie haben die Gleickuagd. So meint z.Bx = —1
die Menge aller Punkté—1,y) mit beliebigeny € R, also die Parallele zuy-Achse, die

diex-Achse an der Stelle-1 schneidet.

J. Hellmich 2.04.2008
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.2.2 Parabeln

f(x) = ax* +bx +c¢

Eine Parabel ist spiegelsymmetrisch zu inrem ScheiteliguriBie Nullstellenbestimmung
fuhrt auf diequadratische Gleichungix? +bx +c = 0. Wir lésen sie durclguadratische
ErganzungDazu ergénzen wir die linke Seite von

zu einem Binomeltix + p)? = x? + 2px + p%

b c
x*4+2-—x = ——
Ny /\ 2a a
/ T T T \ >X
g(x)=—1 (x—1)(x—5)

x> +2 px+ p?

2 2
2a

2a 4a2 a’

Abbildung 1.5 also
Parabeln

2a)  4a2

Falls die rechte Seite gréf3er oder gleich Null ist, erhalterdaraus durch Wurzelziehen

b b2 —4ac +vb2—4ac
X1+ 55— == >— =
2a 4a 2|al

(beachtey/a2 = |a| !). Da sich2|a| von2a allenfalls durch das Vorzeichen unterscheidet,
kdnnen wir auf der rechten Seite im Nener schreiben und ein eventuell vorhandenes
Vorzeichen mit demt des Zahlers verrechnen. Auf diese Weise erhalten wir diarglke
Lésungsformel fir quadratische Gleichungen (die 8tigternachtsformet

—b + vVb? —4ac
X12 = 2a (Il)

2.04.2008 J. Hellmich



[.2 Eine kleine Funktionssammlung 9

[.2.3 Parabeln dritter Ordnung

f(x) = ax®* +bx*+cx+d Y4

Die Nullstellenbestimmung stellt normalerweise ein Peofl
dar. Es gibt zwar eine Auflésungsformel (die s@ardani-
scheFormel), doch ist sie fur unsere Zwecke zu kompliziert
anzuwenden (vor allem, weil man fir ihren Gebrauch etwas
von komplexen Zahlen verstehen sollte). Allerdings gibt es
eine Situation, in der wir mit unseren Mitteln alle Nullstel
len bestimmen kénnen. Immer dann, wenn wir eine Nullstel
le x; bereits kennen, z.B. indem wir sie geraten haben (w
leider nicht immer gehen muR), 1af3t sich das Problem durgh

Polynomdivisionvon f mit (x — x7) auf eine quadratische I B w
Gleichung zuriickfiihren. UrganzzahligeNullstellen zu ra- F(x) =1 (x+5) (x—1)2 1
ten (und etwas anderes wird man normalerweise gar nicht erst
versuchen), gibt es eine wichtige Regel:

Falls die Koeffizientem, b, c undd in der Gleichungax® + Abbildung 1.6
bx? +cx + d = 0 alle ganzzahlig sind, muR eine ganzzahlige .. che parabel
Losungx; immer ein Teiler vonl sein.

Das laRt sich leicht folgendermaRen einsehen: Au + bx? + cx; + d = 0, also

d = —x,(ax? + bx, + ¢) folgt, daRd das Produkt aus der (laut Annahme) ganzen Zahl
—x1 und dem Ausdruckix? + bx, + c ist. Letzterer ist aber, da er durch Multiplikation
und Addition ganzer Zahlen entsteht, ebenfalls ganzzahlgp Iiefert% eine ganze Zahl
(namlich—(ax? + bx, + ¢)).

Offensichtlich hangen diese Uberlungen nicht davon ab,edafich um eine Gleichung
dritten Grades handelt. Die Regel a3t sich naturlich aticksteichungen vierten, flinften
und hoheren Grades aussprechen.

Praktisch bedeutet das, wenn die beschriebenen Vorausgetzfir die Gleichun§(x) =

0 (eventuell nach Multiplikation mit einem geeigneten Fakeofillt sind, dald wir nur die
moglichen Teiler vord zu bestimmen und iri(x) einzusetzen haben. Liefert einer den
Wert Null, dann haben wir eine Nullstelle gefunden, andadlaibt es keine ganzzahlige
Nullstelle.

B | Wir betrachterf(x) = 1x® + 2x? — 2x 4 1. Die Nullstellen miissen wir aus

15,32 9 .1_
5x +5x 5x—|—1 0

bestimmen. Um unsere Rate-Voraussetzungen zu erfullesseniwir diese Gleichung
in eine aquivalente Gleichung mit ganzzahligen Koeffizeniberfiihren, was hier leicht
durch Multiplikation mit5 zu bewerkstelligen ist:

x> +3x* -9 +5=0. (1.2)

J. Hellmich 2.04.2008



10 | Differentialrechnung

Mogliche Teiler vorb sind+1 und+5 (denn5 ist ja eine Primzahl). Durch Einsetzen sieht
man schnell, daB; = 1 eine Losung darstellt. Die Polynomdivision ve#- 3x? — 9x +5
mit x— 1 stellt eine Methode dar, us—1 als Faktor aus3+3x?—9x+5 auszuklammern.
x3+3x%—9%+45 muR sich also als Produkt aus einem quadratischen féxirund (x —1)
schreiben lassen:

X3 +3x* =9 +5=p(x)-(x—1),
oder
(x3+3x*—9%+5): (x—1) =p(x).

Erster Schritt: Bestimme den Ausdruck, mit dem der fuhrehelen x (d.h., der mit der
hdchsten Potenz) des Teildss— 1) multipliziert werden muf3, um im Ergebnis denselben
fuhrenden Termx® wie in x3 + 3x? — 9x + 5 zu erhalten. Offensichtlich ist dag. Nun
wird x — 1 mit x> multipliziert und vonx? + 3x? — 9x + 5 abgezogen. Dabei fallt naturlich
x> weg (denn so haben wir es ja gerade eingerichtet!):

(xP+3x*—9x+5): (x—1) =x?
_(X3_ XZ)

4%? —9x + 5

Zweiter Schritt: Wir verfahren wie beim ersten Schritt, naber mit dem Ausdruck
4x? — 9x + 1. Wir missen(x — 1) mit 4x multiplizieren, um den fiihrenden Ter#x?
zu reproduzieren. Im dritten und letzten Schritt ist dertbak5:

(x3+3x>—9%+5): (x—1)=x*+4x—5
= D)
4x* —9x +5
—(4x* — 4x)
—5x+5
—(=5x +5)
0

Als Ergebnis erhalten wip(x) = x?+4x—5, alsox>®+3x?>—9x+5 = (x?+4x—5)(x—1).
Statt (.2) kdnnen wir nun

(x2+4x—5)(x—1)=0

setzen. Um die weiteren Nullstellen zu gewinnen, von desaroeh maximal zwei geben
kann (aber nicht muf3), brauchen wir nun nur noch die quadtadi Gleichung

x> +4x—5=0

2.04.2008 J. Hellmich
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zu lésen. Die Mitternachtsformel.{) liefertx, = 1 = x; undxz = —5. x; = 1 ist eine

sog.doppelte NullstelleDamit hat es folgende Bewandtnis:

Die beiden Faktorefix — 1) und (x + 5) missen? + 4x — 5 ohne Rest teilen — genau
wie oben mit der kubischen Gleichung beschrieben. Nachsiwivonx? + 4x — 5 mit

(x — 1) kann die hochste Potenz des Ergebnisses nurxbséin und nach anschlieRender
Division mit (x + 5) nur nochx®, d.h., das Divisionsergebnis besteht nur noch aus einer
Zahl s. Somit muRx? + 4x — 5 = s(x — 1)(x + 5) gelten. Offensichtlich ist = 1
(ausmultiplizieren). Wir erhaltex®+3x?>—9x+5 = (x+5)(x—1)(x—1) = (x+5)(x—1)2.

Die linke Seite ist nachl) 5 - f(x), so daf3 wir jetzt bei der Darstellung

f(x) = 2 (x+5)(x—1)?

fur f angelangt sind. Nun sehen wir leicht, was damit gemeinta, es sich bei; = 1
um eine doppelte Nullstelle handelt: Der Fakter— 1) taucht im Gegensatz zum Faktor
(x + 5) quadratischauf. Das hat zur Folge, daideix = 1 eine NullstelleohneVorzei-

chenwechsel besitzt (bei = —5 findet dagegen ein Vorzeichenwechsel vemach+
statt).
Eine doppelte Nullstelle, ist dadurch gekennzeichnet, dald der FaKtorx,) quadratisch
in f auftritt.
[.2.4 Hyperbel
! y
fx)=—,  Di=R\(0} |

In der Definitionsliickex = 0 hatf eine senkrechte Asymp- .

tote, namlich digy-Achse. Das kénnen wir leicht einsehen, .

wenn wir Zahlen einsetzen, die sehr nahe(égen: .
4 10

f(3) =
flsas) = = =100, f(13s5) = % = 1000, ...

Il N

F=2,f(3) =+ =4, f{5) =+ =10,

100
Auf der kleinen Strecke zwischénund 1 ergeben sich, in-
dem wir uns mit der Zahl0 immer weiter nahern, beliebig
grof3e Funktionswertéx). Das bedeutet aber gerade, dal}
sich der Graph der Funktion immer besser anyditchse
anschmiegt, d.h., dal3 digAchse eine Asymptote ist. Set-
zen wir dagegen-Werte mit immer gréf3erem Betrag ein,
so streben die Funktionswerte gegen

f(£10) = £45, f(£100000) = £155555 = 0, 00001, ...

Der Graph vonf schmiegt sich nun also an dieAchse, Apbildung 1.7
d.h., diex-Achse ist eine waagrechte Asymptote von Hyperbel
Offensichtlich istf punktsymmetrisch zum Koordinatenur-
sprung:f(—x) = —f(x) gilt fir alle x € Dy.

J. Hellmich
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[.2.5 Trigonometrische Funktionen

Die Verhaltnisse zweier Seiten in einem recht-
winkligen Dreieck sind nicht von dem Mal3-
stab abhangig, in dem es gezeichnet wird.

XA

i sin(x) = 2 cogx) = & .

c c 3

b in g
27t tan(x) = b_ < = Sintx) (x) % b

a < cogx) >

cos ©

- a
cot(x) = b Ankathete [+ |
a
sin
i P
2
Abbildung 1.8

Entstehung vosin, cosundtanam Einheitskreis

Solche Seitenverhéltnisse werden demnach von dem Winkelreits eindeutig festge-
legt. FUr jedes der vier moglichen hat sich ein Name eingghitirSo bezeichnen wir mit
sin(x) das Verhélltnislc2 aus Gegenkatheteund Hypotenuse, bei gegebenem Winkel.
Auf diese Weise haben wir eine Funktionsvorschrift erkldi¢ zunéachst nur jedem Win-
kel zwischer0 und 5 (= 90°) das Verhaltnis der Seitémundc zuordnet (zur Erinnerung
an das Bogenmal3 siehe Abschhizt8). Wir erweitern sie, indem wir Winkel, die groé3er
als 7 sind, deny-Wert des zugehorigen Fahrstrahls auf dem Einheitskreisingn (vergl.

2.04.2008 J. Hellmich
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Abbildung1.8). Die so gebildete Funktion nennen v8iusund bezeichnen sie mit sin.
Genauso fuhren wir de@osinuscos, denTangendan und derCotangensot ein. Aus
der Zeichnung erkennen wir, daf3 der Tangens bei allen ghiigea Vielfachen vonr eine
Definitionsliicke hat und dort jeweils eine senkrechte Asttgpbesitzt. Dasselbe gilt flr
den Cotangens bei allen ungeraden Vielfachen¥¢im Abbildung!.8 der Ubersichtlich-
keit halber, aber auch, weil er nur der Kehrwert des Tanggnsicht mit eingezeichnet).

Aus Abbildungl.8 lesen wir noch den zentralen Zusammenhang zwischen sinasakc
Nach dem Satz von Pythagoras gilt

sin’(x) + cos(x) = 1. (1.3)
Daruiberhinaus lassen sich die folgenden Symmetrieeipafist erkennen:
sin(—x) = —sin(x), (1.4)
cog—x) = co9x) (1.5)
und damit
tan(—x) = —tan(x) , (1.6)
cot(—x) = —cot(x) . (1.7)

Allgemein bedeutef(—x) = —f(x) fur
allex € D¢ fur eine Funktiorf, dafld sie
punktsymmetrisch zum Ursprungd
f(—x) = f(x) fur allex € Dy, dald sie . 2 P

achsensymmetrisch zyrAchseist. : —F i

: . f
Also sind sin, tan und cot punktsym .
metrisch zum Ursprung. cos ist achsen-
symmetrisch zuy-Achse.

Abbildung 1.9 Punktsymmetrie und Achsensymmetrie

J. Hellmich 2.04.2008
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[.2.6 Die Additionsséatze der trigonometrischen Funktione

Aus der Zeichnung lesen wir folgendes ab:

%6 sin(x +y) =g+, cogx +y)=d—e,
“2
""" x cogx) = , also d = cogx)cody),
i coqy)
1’? sin(x) = ¢ also e = sin(x) sin(y)
i sin(y)’ '
£ f
f — | = i
> cogx) sinty)’ also f = co9x) sin(y),
” sin(x) = cogy)’ also = sin(x) coqy).
Abbildung 1.10 Damit erhalten wir die Additionssatze fur den Sinus und desiQus:
sinfx +y), cosix +y) sin(x +y) = sin(x) coqy) + cogx) sin(y) , (1.8)
cogx +y) = cogx) cody) — sin(x) sin(y) . (1.9)

Mit ihrer Hilfe kbnnen wir nun auch den Additionssatz fur deangens herleiten:

_sin(x+vy)  sin(x) coqy) + cogx) sin(y)

ta = = . . .
x+y) cogx +y) cogx)cody) — sin(x)siny)
. , 1 _—
E ———— ergibt:
rweitern mit codx] Cosy] ergibt
. . 1 sin(x) cos(y) cos(x)sin(y)
. sin(x) coqy) + cogx) sin(y) cogx)cosly) cos():c) cos(llj) + cos(:) cos(li;)
- _ o i ) 1 ~ TCosx)cosly) _ sin(x)sin(y)
COiX) COSy) sm(x) Sm(y) cos(x) cos(y) cos(:) cos(E) o cos(:) cos(li;)
_ tan(x) +tan(y)
1 —tan(x)tan(y)’
also
tan(x) + tan(y)
tan = . .10
(x+y) 1 —tan(x) tan(y) (1.10)
2.04.2008
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1.2.7 Zwei wichtige Grenzwerte Um spater den Sinus und den Co- R

sinus ableiten zu kénnen, benétigen wir die Grenzwertgh%ﬁ T
— X—
und lim ﬂ. Dazu bestimmen wir aus nebenstehender Skiz-

x—0 X 1

ze folgende Flacheninhalte: Das DreieRKT mit den beiden Ka-
theten der Lange sir) und co$x) hat den Flacheninhald; =
%sin(x) cogx) und das DreiecQR mit den Katheten der Lange .
1 und tarix) besitzt die Flaché\, = %tan(x). Die FlacheA des P cos(x) S Q
KreissektorsPQT mit der Bogenlange ist nach Gleichungl(15) _

(fir r = 1): A = I x. An der nebenstehenden Zeichnung erkenrfapidung 111

wir, daR die Flache\; immer kleiner als die Sektorflachieist, und APschatzung zum Bogenmal3
dald diese vor , Ubertroffen wird:A; < A < A,. Das bedeutet also

tan(x)

—_

1 sin(x)
~ 2cogx)

% sin(x) cogx) <

x < %tan(x)

N[—

Daraus erhalten wir nach Division rrﬁtsin(x):

1
cogx) < x

~ sin(x) ~ cogx) (111)

Der Cosinus hat an der Stelle= 0 den Wert1 (vergl. Abbildungl.8). Da er stetig ist,
strebt coéx) gegenl, wennx gegenQ strebt. Die linke und rechte Seite ih(1) strebt
also jeweils gegeri, und deshalb muf3 auch der mittlere Ausdruck gepemandern
("Sandwich-Prinzip). Dasselbe passiert dann mit dem Kehrv@{t‘—]. Wir erhalten als
Ergebnis:

im sin(x)

lim === =1. (1.12)

Damit konnen wir den zweiten Grenzwert leicht bestimmen:

1—cogx) 1-—cogx) 1+ cogx)
X N X 1+ coqx)
_1—cog(x)  sirf(x)
- x(1+cogx)) x(1+cogx))
1 sin(x)
"T+codx)  x

= sin(x)

Der letzte Faktor strebt gegdnwie wir oben gesehen haben, der zweite gegend der
erste gegen (denn sii0) = 0). Das Produkt dieser drei Faktoren strebt also gégen

im 1 —co9x)
x—0 X

=0. (1.13)

J. Hellmich 2.04.2008
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[.2.8 Erinnerung an das Bogenmal3

Wir stellen hier noch einmal den Zusammenhang her, zwisdeen
beiden géngigen Methoden einen Winkel zu messen. Die gglaufi
ste besteht darin, den EinheitskreiS&? gleich grol3e Kreissektoren
aufzuteilen. Ein solcher Sektor reprasentiert den Winkel ginem
Grad, 1°. Dieser wird in60 gleich grol3e Teile unterteilt, die eine
Winkel-Minutedarstellen]’, die sich wiederum aug0 gleich grof3en
Sektoren zusammensetzt, die jeweils eiviekel-Sekundd ”, defi-
nieren. Auf den meisten Taschenrechnern ist diese Winlssurey
voreingestellt (erkennbar an der Anzeige DEG,Digreg. Fur ma-
thematische Untersuchungen ist es zweckmafiger, den Wimke
Abbildung 1.12 dem sogBogenmalku beschreiben. Hier wird der Winkel durch die
Zum Bogenmal Lange des Bogensauf einem Kreis mit Radius gemessen (bei Ta-
schenrechnern ublicherweise durch RAD (Radiar) gekennzeich-
net). Wir stellen, wenn wir nun schon mal dabei sind, den Fumanhang zwischen Bo-
genlangeb und zugehodrigem Winkek gleich fur einen beliebigen Radiasher. Das Bo-
genmal} erhalten wir dann einfach, indem wit 1 setzen.
Der Zusammenhang vam und « ist denkbar einfachb ist proportional zux, d.h., dop-
pelter, halber etc. Winket fuhrt zu doppelter bzw. halber Bogenléangees zugehérigen
Kreissektors. Zum Vollwinkel = 360° gehdrt offensichtlich die Bogenlange des gesam-
ten Kreisumfangs, alsb = 27tr. Aufgrund der Proportionalitat zwischenund b folgt
nun

b o x
%—%, oder b—mTﬂ”

Firr = 1 erhalten wir den gewiinschten Zusammenhang zwischen deenBag3x und
dem Winkelx:

oo«
180

Offensichtlich giltb = x - r. Genauso einfach kdnnen wir nun auch noch den Zusam-
menhang zwischen der Sektorflacheund dem zugehdérigen Bogenmaffinden: A ist
proportional zub. Zum Bogen27tr, dem Umfang des Vollkreises, gehort die Flaché

der vollen Kreisscheibe. Also verhalt sich der Bogepum Gesamtumfang, wie die Fla-
cheA zum Gesamtflacheninhalt:

X (1.14)

b _ A
2nr e’
woraus wir sofort
A=lbr=1x:2 (1.15)
2 2

erhalten.

2.04.2008 J. Hellmich
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1.2.9 Die e-Funktion Die Eulersche Zahl e ist durch den
Grenzwert

n—oo

n
e= lim (1+Tll) ~2,7182818... (1.16)

gegeben. Da wir Grenzwerte eher intuitiv verwenden wollen,
kénnen wir nicht in die etwas aufwendige Untersuchung die-
ser Zahl einsteigen. Wir definieren dixponentialfunktion

oft durch exp bezeichnet, als die Potenzfunktion mit der Ba-

sis e:
exp: x — e*, Dexp =R.

Neben exp werden wir auch die Bezeichnurgumktionver- Abbildung .13 Die e-Funktion

wenden. Von entscheidender Bedeutung (und nur fur die Phbektion mit dieser selt-
samen Basis e erfullt) wird die scheinbar nebenséachlick&adhe sein, dal3 die Tangente
im Punkt(0|1) die Steigungdl besitzt. Das kdnnen wir hier nicht beweisen, sondern mus-
sen es als gegeben annehmen. Diese Eigenschatft ist detlielge®rund daftr, dal3 die
e-Funktion ihre eigene Ableitung ist. In Abschni.11werden wir einen Hinweis darauf
geben, warum die Zahl mit den beschriebenen Eigenschaétaag durchli(16) gegeben

Ist.

Weitere Eigenschaften der e-Funktion:

(a) Sie ist streng monoton wachsend, d.h.,¥§ir> x; gilt exp(x2) > exp(x;) oder
e > e¥: der grofRere von zwed-Werten liefert auch den grof3eren Funktionswert.

(b) Die e-Funktion besitzt keine Nullstellen. éxp = €* > 0 gilt fur alle x € R.

(c) Die Rechenregeln des Potenzierens bedeuten fur dialeibo:

et —gage @ = S—Z und (€)% = e

Zur Erinnerung: Die Potenzrechengesetze lautendftir> 0,x,y € R):
a*a¥ = a*ty, S=aY, (a)¥=a",

(ab)* = a*b*, (%)X = g—z, a®=1.

J. Hellmich 2.04.2008
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1.3 Die Ableitung

[.3.1 Das Tangentenproblem

=<V

DAY
o ~+Q

X X

An eine Funktiorf soll in einem gegebenen KurvenpuRlgine Tangente angelegt
werden.

Um einer Losung dieses Problems n&dherzukommen, missenmdckst einmal
klaren, was wir Uberhaupt unter einer Tangente verstehdienwdEine gangige
Vorstellung besteht darin, von einer Tangente zu verlapdaf sie die Kurve im
KurvenpunktP (x|f(x)) nur berthrt, aber nicht schneidet. Diese Vorstellung wird
noch dadurch gestitzt, dal sie fur die meisten Kurvenpunlech tatsachlich
zutrifft.

Aber wie steht es etwa mit einem WendepuWkider Kurve, also einem Punkt, in
dem sie z.B. von einer Rechtskurve in eine Linkskurve Ubefyelier wirdjede
Gerade durchV die Kurve inW schneiden. Trotzdem wird vermutlich jeder, der
unter den Geradeg, h undt zu wahlen hat, zu dem Schluf? gelangen, daf als Tan-
gente wohl nut in Frage kommt. Das liegt daran, daBie Kurve in einer kleinen
Umgebung des Kurvenpunkt&g besser annéhert, als die anderen Geraden. Fir

KurvenpunkteP, die nicht gerade Wendepunkte sind, hat die Gerade, die uieekbes-
ser als andere Geraden annédhert, normalerweise auch desElft, die Kurve nur zu
beriihren und nicht zu schneiden. Aber diese Eigenschaftvistunsere Uberlegungen
nahelegen, eben nur zweitrangig. Im Vordergrund steht diddfungdafl? eine Tangente
die Kurve in einer Umgebung des Punktes besser als alle andgeraden annahert.
Damit meinen wir, dal’ der Unterschied deYWerte von Kurve und Tangente in einer Um-
gebung rechts und links des Kurvenpunktes kleiner ist,@$Jdterschied zwischen Kurve
und jeder anderen Geraden durch diesen Punkt. Damit kamne@seim Kurvenpunkt nur
eine Tangente geben — vorausgesetzt, es gibt Uberhaupt eine

=<V

X

Abbildung 1.14

Man mache sich klar, dal3 es z.B. fur einen Punkt, in dem di@&amen Knick
hat, keine Gerade geben kann, die unsere Anforderungemaangente erfullt.
Die strenge Forderung nach bester Annéherung an die Kuhvediso dazu, dal3
es Kurvenpunkte geben kann, in denen keine Tangente mdgticbbwohl es
eventuell viele Geraden gibt, die die Funktion in diesenk®m nur berlhren.
Tatséachlich ist das aber kein Fehler unserer TangentenaefllNormalerweise
sind wir namlich weniger an der Tangente selbst intergssiksrvielmehr an ihrer
Steigung Durch sie gewinnen wir ein Mal3 fur die "Steilheit" der Kurae der
betreffenden Stelle. Fir Kurvenpunkte, an denen wir kesrgg€nte (in unserem

Stetige Funktion mit gyrangen Sinn) anlegen kénnen, wie etwa bei Knickstellaghhes dann eben

Knick

2.04.2008

keinen Sinn, von der Steilheit der Kurve sprechen zu wollen.
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[.3.2 Vom Differenzenquotient zur Ableitung Um die Steigung der Tangentein
P(x|f(x)) zu erklaren, bestimmen wir zunachst einmal die Steigundsaé&antes durch
P und einen weiteren Kurvenpun&(x + h|f(x 4+ h)), der vonP verschieden isti{ # 0).
Sie ist durch das Verhéltnis der Kathetenlangen im Steigdiregeck vors gegeben, also
durch das Verhéltnis des Zuwachgef x) = f(x + h) — f(x) der Funktionswerte zum

ZuwachsAx = h der zugehdriger-Koordinaten:

Af(x)  flx+h)—f(x) Vi
= - (1.17)

Dieser Ausdruck wird aldDifferen-
zenquotientbezeichnet, da er der
Quotient aus der Differenz der Funk-
tionswerte vonf und der Differenz
h = (x + h) — x der zugehdérigen-
Wertex +h undx ist. Er ist als Nahe- ’

rung fir die Tangentensteigung anzu- g d

sehen, die wir zu finden hoffen. Die- vd
se Naherung ist normalerweise um

3

P(xIf(x)) £

S, =~ ﬁ
2N

- N
/\fo“%"’ Coae

f(x+h)—f(x)

f(x+h)

4 */:/:/: : :(’g: ’é’e;(::a

so besser, je dichter die zweite Stet

le x + h bei der eigentlich interessie-
renden Stelle liegt, d.h., je kleineh

ist. Lassen with gegen0 streben, so
wird Q gegenP streben — vorausge-

X

h—0

- - xth

Abbildung I.15 Von der Sekante zur Tangente

setzt, die Funktior ist an der Stellex stetig. Wir sehen also, dal3 die Stetigkeit fan x
eine Mindestvoraussetzung darstellt, um Gberhaupt eingefdensteigung tber eine An-
naherung durch Sekantensteigungen einfiihren zu konneseiBsich gleich betont, dal3
es sich bei der Stetigkeit wirklich nur um einetwendige Bedingungandelt, die keines-
wegs ausreichend sein muf3, um die Tangentensteigung angeldé&nnen: Man denke

nur an stetige Funktionen mit Knickstellen (vergl. Abbihdy.14).

Wenn der Differenzenquotient {7) fur beliebig klein werdendés eine feste Zahl immer
genauer annahert, sich von ihr alsgliebig wenigunterscheidet, so konnen wir diese Zahl
mit Fug und Recht als die Steigung der TangeriteP(x|f(x)) ansehen. Sie ist also durch

einen Grenzwert, der diese Annaherungsprozedur bestlgedeben:

lim

f(x + h) —f(x)

h—0

(1.18)

Um zum Ausdruck zu bringen, dal3 es sich dabei um die Steigengathgente der Funk-
tion f an der Stellex handelt, bezeichnen wir diese Zahl ritx). Auf diese Weise haben
wir fur jedesx aus dem Definitionsbereich vdi fir das der Grenzwert existiert, eine
Vorschrift f” angegeben, die wikbleitungvon f nennen:

o0 = i,

J. Hellmich

f(x +h) — f(x)
= )

(1.19)
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Eine Funktionf heil3t an der Stelle € Dy differenzierbay falls der Grenzwertl(19)
existiert. Eine Funktion heil8lifferenzierbay falls sie fur alle Wertex aus ihrem Definiti-
onsbereich differenzierbar ist.

[.3.3 Notation Nebenf’(x) gibt es auch noch die Schreibwei%%x"—], oderd%f(x), die
an die Herkunft als Grenzwert des Di]‘ferenzenquotielﬁgﬁ1 fur (h =) Ax — 0 erin-

nern soll.f'(x) = dfl(x"] heil3t daher aucbifferentialquotientvon f an der Stellex. Die
sogenannteDifferentialedf(x) und dx sind dabei keine wirklichen mathematischen Ob-
jekte, denndf(x) muf3te einfacld sein, wenn wir versuchen sollten, diesen Ausdruck als

Grenzwert vom\f(x) fir Ax — 0 zu definieren. Sie sind nur als Symbole anzusehen.

1.3.4 Die Ableitung einer Geradenf(x) = mx + ¢ Wenn unsere Uberlegungen zur
Tangentensteigung bisher richtig waren, dann muf3te distkate Funktiorf’(x) = m
die Ableitung vonf sein, denn eine Gerade besitzt Giberall die gleiche Steigung

f(x+h)—f(x) m(x+h)+c—(mx+c) mh
h - h T T ™

Der Differenzenquotient hangt, wie erwartet, gar nicht m&mn h ab, so dal sich eine
Grenzwertbildung ertbrigt’(x) = m, wie es sein muf3.

1.3.5 Die Ableitung der Parabelf(x) = x?

f(x+h) —f(x) (x + h)? —x? B x? + 2xh + h? — x? _ (2x+h)h
h B h B h ~ h

=2x+h.

Dieser Ausdruck strebt flin — 0 offensichtlich beliebig genau gegen die Zakl die
daher den Grenzwert des Differenzenquotienten darstellt:

f'(x) :Limof(x—i—h&_f(x) :}Ilim02x+h:2x,

fur allex € R.

1.3.6 Die Ableitung der Parabel dritter Ordnung f(x) = x3

flx+h) —f(x) (x +h)®—x3 _ x>+ 3x2h +3xh?2+ h3—x3
h N h N h
(3x? + 3xh + h?)h

— - = 3x? 4 3xh + h?.

Fir allex € R strebt das gegedx?, wennh geger0 strebt:

f(x +h) —f(x)

/(x) = lim

= lim 3x?+ 3xh + h? = 3x>.
h—O0 h—0
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[.3.7 Der allgemeine Fallf(x) = x™,n € N Hier stehen wir zun&chst vor dem Problem,
den Ausdruckf(x + h) = (x + h)™ auszuwerten, d.h., wir mi3ten in der Lage sein, das
allgemeine Binomx + h)™ auszumultiplizieren. Dafur gibt es zwar eine Formel, doch
kommen wir ohne sie aus. Wenn wir die beiden letzten Falléyamsmen, dann fallt auf,
daR sich der Summand mit der hochsteRotenz (alsa? bzw.x3) immer heraushebt. Al-

le anderen Summanden kommen mit mindestens elnemaltipliziert vor. Dabei werden
alle, auRer der zweite Summarzkh bzw. 3x*h), mit h?, h® oder noch héheren Poten-
zen vonh multipliziert, so daf3 diese, nach Ausklammern und Kirzengkemeinsamen
Faktorsh aller Summanden, mindestens noch mmultipliziert bleiben. Den Grenzwert

h — 0 uberlebt dann nur noch der zweite Summand, denn er kommiralger nicht
mehr in Gesellschaft eines Faktdtsor. Wir versuchen nun, diese Beobachtung auf den
allgemeinen Fall zu Ubertragen. Wenn wir yrs-h)™ = (x+h)(x+h)(x+h)--- (x+h)
ausmultipliziert denken, also jeden Summanden der ersk@mider mit jedem der zwei-
ten multiplizieren, dann mit jedem der dritten usw., bis latrten, dann werden wir fr
die ersten Summanden des Ergebnisses den Ausdruck

x"+nx" Th + ax™?h? + bx" Ph3 4+ ox™*ht + .- + R

mit den noch unbestimmten Koeffizienten b, ¢ usw. erhalten. Dabei gibt es nur eine
Mdglichkeit x™ zu erhalten, weshalb der Vorfaktor vaft auch1 ist. Dagegen gibt ea
Mdglichkeiten, den Ausdruck™ 'h zu gewinnen: Wir multiplizierem — 1-mal x mit
sich selbst und nur einmal nmit. Dafiir gibt es dien Mdglichkeitenhx™ " = xhx™ 2 =
x?hx™ 3 = ... = x"?hx = x™ Th. Also muR der Vorfaktor dieses Ausdruckssein.
Wir kbnnten nun einige Arbeit daflr verwenden, auch noclkaieffizientena, b, ¢ usw.
zu bestimmen. Der Punkt ist aber, dal’3 das gar nicht noti@estder Grenzwertbildung
werden die Summanden mit diesen Koeffizienten sowieso gegerben:

f(x + h) — f(x)
h

(x + h)™—x"
h
x" 4+ nx" Th + ax™?h? + bx" 3h3 + cx™ *h* + - - + h" — x™
h
™ Th+ ax™ 22 + bx" Ph3 4+ ex™*h* 4+ - .-+ h"
h
(Mx™ T+ ax™?h 4+ bx"3h? + ex™*h3 + .-+ h" Hh
h

=nx" T+ ax™?h + X" Chr 4 oxM e - T

AuRer dem ersten Summander™ ! haben alle anderen mindestens einen Faktond
verschwinden daher im Grenzwert fiir— 0. Wir erhalten also fuf(x) = x™:
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.3.8 Die Ableitung der Hyperbel f(x) = 1

x—(x+h) —
fx+h) —fx)  wR—% xR 1 o 1
h ~  h h  h  (x+h)x X2’
Also qilt f'(x) = —Xiz. Versuchen wir die Bezeihung.20), namlichf’(x) = nx™' fur
f(x) = x™, auch furn = —1 anzuwenden, d.h., auf die Funktiéfx) = % =x"' so
wirden wir den Ausdruck—1)x~'~! = —x~2 = —, erhalten, also genau das Ergebnis,

dafd wir eben flr die Ableitung vof{x) = }( erzielt haben. Das bedeutet, daR*~' zu-
mindest auch noch fix = —1 die Ableitung vonf(x) = x™ ist. Das laf3t hoffen, dal3 diese
Beziehung sogar fur alle negativen ganzen Zahlen giltigJist sich davon zu tberzeu-
gen, kdnnte man als nachstes den Ra#: —2 untersuchen, alsf(x) = Q—z Wir mifdten
durch direktes Ausrechnen (so wie oben) als Ableitéitg) = —2x 3 = —x% erhalten,
also wieder das, was$.20) fir n = —2 voraussagen wird =
Wir werden diesen Weg aber nicht weiterverfolgen, denn dikigkeit von (.20) fur alle
ganzen Zahlen erhalten wir viel einfacher, wenn wir uns zbetleistungsfahige Rechen-
regeln fur die Ableitung beschaffen und diese auf das Proldewenden. Es wird sich
dabei herausstellen, daix™ ' fur alle gebrochenen Hochzahlen tatsachlich sogar fir
alle Hochzahlen auR die Ableitung vonf(x) = x™ ergibt (vergl. Seitel4).

1.3.9 Die Ableitung der Wurzel f(x) = v/x

fix+h) —flx) _ \/x+h—\/>_<: Vx+h—yvx Vx+h+yx
h

h h Vx+h+x
B Xx+h—x B 1
C (Wx+h+VXh (Vx+ R+ vX)
h— 0 1
oK

Man Uberzeuge sich davon, dal3 dieses Ergebnis ebenfal($. 2Q)sfir n = % entsteht

(x% = /x). Der Definitionsbereich vorfi(x) = /x besteht aus allen positiven Zahlen
einschlief3lich der Null, wahrend die Ableituifx) = #‘ nur fur alle positiven Zahlen
(ohne die Null) existiert. Das liegt hier daran, daf3 die Eartg inx = 0 senkrecht ist und
deshalb keine endliche Steigung besitzen kann.

[.3.10 Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen Wir beginnen mitf(x) =
sin(x). Um den Differenzenquotienten auswerten zu kénnen, bgedtivir die Additions-
satze der trigonometrischen Funktionen, die wir im Absithrd.6 mit den Formelnl(8),
(1.9) schon bereitgestellt haben und die Grenzweérie), sowie (.13) aus Abschnitt.2.7:

f(x +h) —f(x) _sin(x+h)—sin(x)  sin(x) cogh) + cogx) sin(h) — sin(x)
h h B h
sin(x)(cogh) — 1) 4 cogx) sin(h)
h
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sin(h)
h

cogh) —1

o + cogx)

= sin(x)
225 cogx),

denn nach|(13), (1.12) strebt sirfx) M= fir h — 0 gegen0 und cogx) ™™ gegen
cogx). Genauso untersuchen wir ngfx) = cogx):

g(x+h)—g(x) cogx+ h)—cogx) _ cogx)cogh) — sin(x) sin(h) — cogx)

h h h
_cogx)(cogh) — 1) —sin(x) sin(h)
B h
= cogx) codh) -1 sin(x)SIr;(Lh)

20 singx).

Wir erhalten die Ableitungsregeln
sin’ = cos, (1.21)
cos = —sin. (1.22)

Die Ableitung des Tangens kénnen wir daraus leicht ausethwenn wir die Quotien-
tenregel zur Verfigung haben werden (siehe Abschdit).

[.3.11 Die Ableitung der e-Funktion
expx +h) —explx) eMh—e eet—e "1

X

e
h h h h
R0 e =expix),

denn wir hatten in Abschnitt2.9 schon darauf hingewiesen, dal3 die Tangentecbei0
die Steigundl hat, d.h., da@% fur h — 0 gegenl strebt. Das bedeutet

exp = exp. (1.23)

Nun kdnnen wir einen Hinweis darauf geben, warum die Zahretdden Grenzwert (16)
gegeben sein mul3, damit éxp exp gelten kann. Wir wissen daf3 éxp exp genau dann
gilt, wenn =1 — 1 fiir h — 0 gilt. Daraus folgt, da"— ~ 1 fiir kleine h erfullt sein
muf3. Wir wahlerh = 711 mit groemn € N und erhalten damit nacheinander:

en — 1 | 1

1
— 1, en—lx—, enmlt-.
= n n
Im letzten Schritt nehmen wir beide Seiten auten Potenz. Links erhalten wie'/™)™ =
e und rechts(1 + }1)” Die eigentliche Arbeit besteht nun darin, nachzuweisaf, das

~-Zeichen bei diesem letzten Schritt weiterhin seine Bdrgahg behalt:

e~ (1+l) .
n
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|.4 Die Ableitungsregein

Um unseren Vorat an ableitbaren Funktionen zu erweiteetiestwir Rechenregeln fur
die Ableitung auf, die es uns erlauben, die Ableitung vonk&ienen aus den Ableitun-
gen ihrer einfacheren Bestandteile zu gewinnen. Fir jedé®gerationen, die man mit
Funktionen ausfuhren kann (vergl. Abschhiit5) gibt es eine Ableitungsregel.

[.4.1 Faktorregel Bilden wir aus einer Funktiofidurch Multiplikation mit einer festen
Zahlt die neue Funktiory = t - f, so ist ihre Ableitungy’ =t - f”:

(t-f(x+h)—(t-f)(x) t-f(x+h)—t-f(x)

(9 = iy S — g S
= fimt- e h})t— oy f'(x) = (t-f)(x).

Ob wir also eine Funktion mit der Zaklmultiplizieren und die entstehende Funktion ab-
leiten, oder ob wir zuerst ableiten und dann tmitultiplizieren, lauft auf dasselbe hinaus.

B| f(x)=x%1t=3,g(x)=3x*=3f(x). Dannistg’(x) = 3f'(x) = 3 - 4x3 = 12x3.

k(x) = 2sin(x), k/(x) = 2cogx).
{(x) =5€e%, '(x) = 5e~.

1.4.2 Summenregel Die Ableitung(f + g)’ einer Summe zweier Funktionérund g ist
die Summef’ + g’ ihrer Ableitungenf’ undg’: (f +g)' =f'+g’

(f+g)(x+h)—(f+g)(x)

(f+g)'(x) = lim

h—0 h
_iim f(x +h) +g(x+h) —f(x) — g(x)
—h—>0 h
_ g R T G0 =009 _ g g

Bl f(x)=3x% g(x) =x5 (f+g)/(x) =f'(x)+g'(x) = 12x3 + 6x°.

g(x) =2x>+5x*+4, g'(x) =2-3x>+5- 2x = 6x% + 10x.
k(x) = 2sin(x) + cogx), k/(x) = 2cogx) — sin(x).
[.4.3 Produktregel (f-g)' =f"-g+f-g’

: (fog)x+h)—(f-g)(x) _ . flx+hjg(x+h)—f(x)g(x)
£-9)00) = fim S — i :
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i f(x + h)g(x +h) — f(x)g(x + h) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h
f(x +h) — f(x)

= lim

glx+1) — glx)
fim ZE = g ) o f) S

= f'(x)g(x) + f(x)g'(x) .

B h(x) = x-sin(x), f(x) =x, g(x) = sin(x), h/(x) = sin(x) + x - cogx).

f(x) =x? €, f/(x) = 2x e +x2e = (2x +x?) & = x(2 +x) e~
g(x) = sin?(x) = sin(x) sin(x),

g’(x) = cogx) sin(x) + sin(x) cogx) = 2 cogx) sin(x).

! / ’

l.4.4 Quotientenregel (5) — fgg%fg
. . N o Iy o
Wir zeigen diese Regel zunachst nur fir die Funk%or(g) =9

g

(1)'(X) . (3) 0+ = (3) 0 . SrEaTi e
h

g h—0 h h—0
g(x) —g(x+h)

_im 9+ glx) L g(x) —glx +h)
T heo h ~ hoo g(x+h)g(x)h
o g(x +h)—g(x) 1 o 1
= h ot et ¢ M g
_ 9

g92(x)

Nun ist der allgemeine Fall nur noch die Anwendung der Praeglell.4.3:

()= () () -5 =25
g g 9 g g g g
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B h(x) = 2x — 3x , f(x) =2x2 —3x, f'(x) =4x — 3, g(x) =x2 +1,g'(x) = 2x,

x?+ 1
h(x) = =300 1) = (2 = 3x)2x _ 4?4 dx = 3x2 =3 — o + 6
(x?+1)? (x?+1)2
_ 3x? —|—4x—3
(x2+1)%
—3x+5_1/x*_3 5 1 1 1
=342 =05 - B+ 3) = J0-31 +55h),
/ 1(21 2 3x—10
P =7052-53) = 5
Man sieht: Nicht immer ist die Quotientenregel die beste Wah
_sin(x) cogx)cogx) +sin(x)sin(x) 1
tan(x) = cogx)’ tarf(x) = cos(x) ~ cos(x)’

1.4.5 Kettenregel (fog)’(x)=1'(g(x))-g’(x)

(fog)'(x) = lim (fo 9)(X+h})1— (fog)(x) _ ELnof(g(><+h)]L)L—ﬂg(X))
_ i flax+h)) —f(g(x)) glx+h)—g(x]
no0 g(x+h)—g(x) h
_im fy k) —fy) glx+h)—g(x)
h—0 k h
=1f'(y)- 9'(x) =f'(g(x)) - g'(x),

mitk = g(x+h)—g(x) undg(x+h) = y+k, wobeiwiry = g(x) setzen. Fiih — 0 strebt
auchk gegen Null, denny ist stetig. Also strebt der erste Bruch gedgéfy) = f'(g(x))
und der zweite gegegy (x).

B f(x):\/i,f’(x):#,g( ) =x3-8, g'(x) = 3x2 Dannistfog(x) = vx> — 8

XZ

(.N

1 2_ 3
und(fo g)’( 2\/7 7x3—83x >
2 2 92
h(x) = 25 setzt sich aus den beiden Funktiorféx) = S undg(x) = 2x“+5
zusamment’(x) = — % g’(x) = 4x.

3_

Alsoisth’(x) = f/(g(x)) - g'(x) = — —2— - 4x = — (2)(28%)2 '
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Leiten Sie die folgenden Funktionen ab.

f(x) = 55(x* — 26x% + 48x — 23)
_ 33
h(x) = 3x? —4

Q(X) — e—3x+2

nix) = X
al) = 2517
shix) = 1(ex—e™)
cot(x) Z?r?(ﬁ
s(x) = (x3 — 8x%)8

u(x) = sin(2x) cogx)

~ e*cogx)
wix) = e + sin(x)

Kontrollergebnis:

f(x) = &5(x* — 13x 4+ 12)

h(x) = 9 2=

E'(X) =-3 673x+2

n(x) =(1—x)e ™

4'(x) = 3 (x —1)(x*—3x*+4)

(=27
shi(x) = 1(e* + &™) = ch(x)

1
sin(x)

s'(x) = 8x" (3x — 16) (x — 8)7

cot'(x) =

u’(x) = 2cog2x) cogx) — sin(2x) sin(x)

e*('sin(x) cogx) — e*sin(x) — 1)

w'(x) =

(e + sin(x))?

k(x) = x%e*
m(x) = e 2

p(x) = sin(e*”)

chix) = J(e*+e™)

_e—e
thix) = & =
2
T(X) = (X X—}__1]) e
1
= ey

v(x) = e3*cogx)
—3x

(x) = —

2= cog2x)

g/(x):X3+X—]O
3x3

K/(x) = x(2 + x) €
m/(x) = —4xe 2

p'(x) = 4x ¥ coqe*)
ch'(x) = J(e*—e™) = sh(x)
th'(x)= — 4 — 1

T (ef+e )% ch(x)
oy (X —=x—2)e
T =TT
jon o, X1
= ey

v/(x) = —(3cogx) + sin(x)) e~

(%) = 2sin(2x) — 3 cog2x)
“res e cog(2x)
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1.5 Kurvendiskussion

I.5.1 Markante Punkte einer Funktion Die Aufgabe der Kurvendiskussion besteht dar-
in, den Kurvenverlauf einer Funktiohmoglichst exakt zu ermitteln. Dazu stellt man Un-
tersuchungen zur Stetigkeit, Differenzierbarkeit ansueht Symmetrien und Asymptoten
zu erkennen. Besonders wichtig sind auch die markantent€eirier Funktion, wie Null-
stellen, lokale (globale) Maxima oder Minima und Wendepar(kl.h., Stellen, an denen
die Kurve von einer Rechts- in eine Linkskurve oder umgete@bchselt). Fir Funktionen,
die genigend glatt sind, so wie sie hier Uberwiegend vagtiagerden, entfallen die Un-
tersuchungen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit,idagyegeben sind. Wir beschréanken
uns daher im folgenden auf das Finden der markanten Pume®unktion.

In der nebenstehenden Figur ist eine
Funktion f und ihre Ableitungf’
wiedergegeben, die alle markanten
Punkte aufweist.

tlokal die s
kleinste

Steigung
in W,

1. Nullstellen: Die Stellen x, an
denenf(x) = 0 gilt.

Wir unterschei-

den Nullstellen @) (b)
mit Vorzeichen- % N Q
wechsel (a), al- | N

so Stellen, an denef die x-Achse
wirklich schneidet und Nullstellen
ohne Vorzeichenwechsel (b), Stellen,
an denenf die x-Achse nur berihrt.

Im letzteren Fall liegt dann ein loka-
les Maximum oder Minimum vor.

2. Extremstellen: Lokale Maxima
und Minima verraten sich durch ih-
re waagrechte Tangente. Ddx) die
Steigung der Tangente an der Stalle
angibt, finden wir die moglichen Po-
sitionen also als Lésungen der Glei-
chungf’(x) = 0.

Identifikation: Stellenx, an denen Tangente ar’
sich ein lokales Maximum befindet, mit negativer
sind zweifelsfrei daran zu erkennen, St€'9ungH

o0—0 7 & " (%3) >0
lokales Maximum Tangente arf’
vonf’: mit positiver

Wendepunkt vorf SteigungT

daB die Ableitungf’ an der betref- lokales Minimum
fenden Stelle einen Vorzeichenwech- vonf':
sel (VZW) von @ nacho aufweist. Wendepunkt vori

Wenn wir namlich von links nach Abbildung1.16 Die markanten Punkte einer Funktion
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rechts ein lokales Maximund passieren, so missen wir uns zunachst

H ¢, bergauf (positives Vorzeichen von f’) und dann bergab (negatives
%\? SN/®  Vorzeicheno von f’) bewegen. Genauso |4t sich ein lokales Mini-
il x I x mumT durch ein VZW vons nach identifizieren. Wir wollen diese

Methode die/orzeichenmethodair Identifikation lokaler Maxima oder Minima (auch als
Hochpunktéozw. Tiefpunktebezeichnet) nennen.

Die Vorzeichenmethode identifiziert uns auch den Sondeifaldem zwarf’(x) = 0
gilt, aber kein Vorzeichenwechsel stattfindet. Dann mufdli@bleitungf’ entweder der
Ubergangp — @ odero — © vorliegen. Im ersten Fall steigt die Funktion, hat dann an
der Stellex eine waagrechte Tangente und steigt anschlieRend wei-
£, f ter. Im zweiten Fall fallt die Funktion, unterbrochen dusshe Stelle
@/—% 6\_?5\\9 waagrechter Tangente. In beiden Féallen liegt also ein Weunad mit
P~ x waagrechter Tangente, ein s@&nttelpunkivor, denn im ersten Fall
beschreibt die Funktion bis zur Stelteeine Rechtskurve und anschliel3end eine Links-
kurve, im zweiten Fall geht sie von einer Links- in eine Rekhtve Uber (vergl. auch die
Stellex; in Abbildung 1.16).

Eine andere Methode, ein lokales Maximum bzw. Minimum zweerien, besteht dar-
in, eine hinreichende Bedingung fir den VZW véhzu untersuchenf’ macht an der
Stellex sicher dann ein VZW vor nache, d.h., beix befindet sich ein lo-
f/ kales Maximum, wenn die Steigung der Tangenté’an x negativ ist (vergl.
@S’f”(xko die Stellek; in Abbildung 1.16). Die Steigung der Tangente &nn x wird,
XX wie bei jeder anderen differenzierbaren Funktion auch;itidie Ableitung in
x gegeben(f’)’(x) = f”(x). Als hinreichende Bedingung fiir ein lokales Maximum erhal-
ten wir alsof”(x) < 0 und entsprechend’(x) > 0 fur ein lokales Minimum. Man beachte
aber, daf3 es sich wirklich nur uninreichenddBedingungen handelt. Wenn sie nicht erfillt
sind, wenn alsd”(x) = 0 gilt, hei3t das noch nicht, daf} kein Maximum oder Minimum
vorliegt (obwohl es in vielen Fallen so ist, denn meist ttigtse Situation auf, wenn an der
betreffenden Stelle ein Wendepunkt mit waagrechter Taegaiso einSattelpunkivor-
liegt). Es gibt durchaus die Moglichkeit eines Vorzeicheohsels vorf’ mit waagrechter
Tangente, d.h., ein VZW, bei defif(x) = 0 gilt. Dann liegt also ein lokales Maximum
oder Minimum vor, ohne dal3 wir es durch das Vorzeichen deitewé\bleitung identi-
fizieren konnen. Z.B. hat die Funktidiix) = x* an der Stellec = 0 ein Minimum, aber
f”(x) ist durch12x3 gegeben, so daf¥’(0) = 0 gilt. Die Vorzeichenmethode ergibt aber
mit f'(—1) = —4 < 0undf’(1) =4 > 0 problemlos den VZW> — &, also ein lokales
Minimum. Um sich in solchen Fallen Klarheit zu verschaffeann man die betreffende
Stelle auf Wendepunkt hin prifen (s.u.), um eventuell ei@attelpunkt zu identifizieren,
oder gleich die Vorzeichenmethode anwenden, die immer reeneidefinitiven Ergebnis
fuhrt.

2. Wendestellen:Stellenx, an denen eine Kurve von einer Rechts- in eine Linkskurve ode
von einer Links- in eine Rechtskurve ibergeht nennenMandestellerDie zugehdrigen
Punkte auf der Kurve heil3éendepunkte
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Untersuchen wir zunachst einmal den Ubergang von einertReateine Linkskurve: Ent-
lang einer Rechtskurve nimmt die Steigung dauernd ab,alehAbleitungf’ wird entlang
einer Rechtskurve permanent kleiner — solange, bis sietdiee ®rreicht hat, wo sie zur
Linkskurve ansetzt. Ab da nimmt die Steigung wieder zu, demn

lang von Linkskurven wéchst die Steigung. An der Wendestad- W lw g
sitzt die Funktion demnach (lokal) die kleinste Steigunge Bb- F\‘ f
leitungf’ muld an dieser Stelle also ein lokales Minimum annehm@gehtskurve Linkskurve
Lokale Minima kdnnen wir aber inzwischen eindeutig mit deraéi- ‘ . f
chenmethode identifizieren: Die Ableitung der betracm&tenktion —

— hier ist es”’ — muR an der betreffenden Stelle ein VZW vomach

@ aufweisen. Das bedeutét! mul3 an dieser Stelle einen VZW ven— @ haben, wenn
sie von einer Rechts- in eine Linkskurve wechseln soll. @soaiberlegen wir uns, d&l3
genau dann von einer Links- in eine Rechtskurve wechsettnwaa der betreffenden Stelle
ein VZW & — o fur f” vorliegt. Da man sich aber normalerweise schon mit der thtsa
begniigt, dal? Gberhaupt ein Wendepunkt vorliegt, ohne gemach der Art des Wendens
zu fragen, reicht es aus, nur den VZW vBhfestzustellen, um einen Wendepunkt fur
nachzuweisen.

Auch fir Wendepunkte gibt es eine alternative Identifizigggmethode, die jedoch, genau
wie fur lokale Maxima und Minima, nur hinreichend, aber tinbtwendig ist. Wir wen-
den namlich einfach die alternative Methode zur Identifiaig von lokalen Maxima und
Minima auff’ an: Wir setzen die betreffende Stellén die zweite Ableitung der Funktion
— hier alsof’ — ein. Das ist danit”(x). Da wir uns normalerweise, wie oben beschrie-
ben, nicht fur die genaue Art der Wendestellen interessi@ie durchf”’(x) > 0 bzw.
f”(x) < 0 zu unterschieden waren), genlgt es nachzuweisert,"daf} +# 0 gilt.

I.5.2 Kurvendiskussion: Die einzelnen Schritte

1. Nullstellen: Lose die Gleichung(x) = 0.
Die Losungerxq, x,, ... liefern die NullstellenN;(x; | 0), N2(x2|0),
N3(X3|O), e

2. Extremstellen: Lose die Gleichung’(x) = 0.

Bestimme zu den Lésungen, x;, X3, . .. (den moglichen Stellen der
lokalen Maxima, Minima oder Sattelpunkte) die zugehérigeierte
Y1 = f(x1), Y2 = f(x2), ys = f(x3), ...

Identifikation:

(a) Vorzeichenmethode:(notwendig und hinreichend)

Setze einen-Wert links vonx; und einen rechts voxy in f’ ein (die
Punktex sind beliebig wahlbar, solange sie sich nicht jenseits tiena
barter Extremstellen befinden) und stelle jeweils das \fohsn fest.
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VZW fir 7 @& — © : lokales MaximunmH(x; |y1),
f

VZW fur f © — @ : lokales MinimumT (x;]y1), _© ®

kein
f
VZW fur f @& — @ : SattelpunkS(x;|y1), @7:5,:%
X1
f
S
OX——O
X1

© — © : SattelpunksS(x1|ys).
(b) alternativ: (nur hinreichend)
Setzex; in f” ein.
f"(x7) <0 : lokales MaximumH(x; |y1),
”(x1) >0 : lokales MinimumT (x; |y1),

f”(x7) =0 : Teste auf Wendepunkt (s.u.). Falls erfolgreich, dann
liegt ein Sattelpunk$(x; |yq) vor.

Verfahre genauso mit den restlichen Lésungerxs, . .. .
3. Wendestellen: Loése die Gleichung”(x) = 0.

Bestimme zu den LOsungedy, X2, X3, ... (den mdglichen Stellen
der Wendepunkte) die zugehoérigegniVerte(; = f(%1), §2 = f(X2),
U3 ="(%3),....

Identifikation:

(a) Vorzeichenmethode:(notwendig und hinreichend)

Setze einerx-Wert links vonk; und einen rechts vof; in f” ein

(die Punktex sind beliebig wéahlbar, solange sie sich nicht jenseits be-
nachbarter Wendestellen befinden) und stelle jeweils deze\éhen
fest.

VZW fur f”7 : WendepunkW (%7 |41).

(b) alternativ: (nur hinreichend)
Setzex; in " ein.

(1) 20 :  WendepunkW (X1 |{1).
Verfahre genauso mit den restlichen Losungerks, . . . .
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Markante mogliche Art Identifikation
Punkte Stellenx notwendig und hinreichend hinreichend
1. Nullstellen f(x) =0
2. Extremstellen f’(x) =0 | lokales VZW von f’ beix
Maximum ® — o f"(x) <0
.bergauf-bergab“
lokales VZW von ' beix
Minimum e - 9 f’(x) >0
.bergab-bergauf*
Sattelpunkt | kein VZW vonf’ beix | f”(x) =0
e — und
e - 6 f7(x) #0
3. Wendestellen| f”(X) =0 | Wendepunkt VZW von f” beik (k) # 0

J. Hellmich 2.04.2008
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Y
H
Nz/\N]
[ I
4/ - \
-2
_4 —
_6 —
_8 —
_10 —
Abbildung 1.17
f(x) = & (x3 — 3x2 — 24x — 20)

10

[.5.3 Beispiel (a)

f(x) = ﬂ—o(xf’ ~ 3%~ 24x —20),
f/(x) = %(XZ—ZX—S),

£100) = 2 (x—1),
£(x) = 2.

1. Nullstellen: f(x) = 75 (x* — 3x? — 24x — 20) = 0.
Die erste Nullstellec; = —1 raten wir. Polynomdivision (vergl.
S.10) von x* — 3x? — 24x — 20 mit (x — (=1)) = (x + 1)
ergibtx? —4x — 20. Fur die weiteren Nullstellen miissen wir nun
nur noch die quadratische Gleichurg— 4x — 20 = 0 lésen.
Dafur verwenden wir die Mitternachtsformell) und erhalten

X2 =2—2vV6 ~ —2.9undx; = 2426 ~ 6.9, alsoN;(—10),

—_

N2(2—2v/6]0), N3(2+2V610).
2. Extremstellen: f/(x) = 3 (x? — 2x — 8) = 0. Diese quadratische Gleichung hat die

10

Losungerk; = —2 undX, = 4 mit den zugehdrigeg-Werteny; = 0.8 undy, = —10.
Identifikation: Wir untersucheR; = —2 z.B. mit der Vorzeichenmethode fiif. Dazu
wahlen wir eine Stelle links vor2, etwa—3 und eine rechts, am einfachsi&nf’(—3) =
2l > 0undf'(0) = —2 < 0. Es liegt also ein Vorzeichenwechsel — & vor, d.h., es
handelt sich um ein lokales Maximum.

Die Stellex, = 4 identifizieren wir durch Einsetzen in die zweite Ableiturfiggf4) = g >
0, d.h., es handelt sich um ein lokales Minimum. Alstd—2{0.8), T(4| — 10).

3. Wendepunkte: f”(x)

= 3(x — 1) = 0 liefert die einzige L6sung = 1 mit y-Wert

{ = —4.6. Da die dritte Ableitung konstast 0 ist, alsof”’(1) # 0 gilt, liegt tatsachlich
ein Wendepunkt votwW (1| — 4.6).

2.04.2008
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1.5.4 Beispiel (b) 2y_A
f(x) = b (x* — 26x2 + 48x — 23), H /
40 ATES Al
. P X
f/(x) = ]‘—O(x —13x+12), 5
" 1 (342
f"(x) = 10(37( 13),
n i
" (x) = =X
1. Nullstellen: f(x) = -5 (x*—26x?—48x—23) = 0. Durch Ra-
ten erhalten wix; = 1 als erste Lésung. Nach Polynomdivision

mit (x — 1) verbleibt immer noch eine Gleichung dritten Grades,
namlichx? + x? — 25x + 23 = 0, fur die x; ebenfalls eine L6-
sungist { ist also eine doppelte Nullstelle, vergl.H). Erneute Abbildung .18
Polynomd|V|S|on mit(x — 1) ergibt die quadratische Gleichung(x) = J5 (x* — 26x? — 48x — 23)
x? 4+ 2x — 23 = 0, die wir mit der Mitternachtsformel I6sen

kénnenx, = —2v6 — 1~ —5.9 undx; = 2v6 — 1 =~ 3.9.

2. Extremstellen: f'(x) = 1‘O(x — 13x + 12) = 0 ist eine Gleichung dritten Grades. Da
beix; = 1 eine doppelte Nullstelle vorliegt, also eine Nullstelleeh/orzeichenwechsel,
mufd es sich um ein lokales Maximum oder Minimum handeln.,Bvir. kennen bereits
eine Losung der Gleichung(x) = 0. Polynomdivision mi{x—1) ergibtx +x—12 =0,

mit den Losungerx, = —4 undx3 = 3. Die y-Werte:y, = —§ = —-9.75 undy3 =
—5 = —0.8. Identifikation durch Einsetzen in die zweite Ableitungibtd(—4| — 2 2,
T(3] — 2) undH(110).

3. Wendepunkte: f/(x) = (3x? — 13) = 0 hat die Lésunge; = —/2 ~ —2.1
und®, = /3, fur die die zugehorigey-Werte §; = —2% — 2\/39 ~ —5.42 und

0, =—22 4+ 2/39 ~ —0.42 lauten.
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[.5.5 Beispiel (c)

X5 —x+5
g(x) - 3X2

Wir schreiben die Funktion
zunachst etwas um. Auf die-
se Weise vermeiden wir es,
fur die Ableitung die Quo-

= tientenregel verwenden zu

W muassen:
7 g9(x)

_ X 5 x5
1\1/‘5 1‘0 1‘5 X 3x2  3x2  3x2  3x?

_§_§_ 1 5

3 3 3x 32
1,5 1(1 1
Abbildung 1.19 g(x) = X =5x’~x+5 373 3<X SXZ)

ildung I. g(x) = =475
’ :%x—%—%(x_1—5x_2),

mit der Ableitung

) =1 -1 (2o = 1 (14 L 10) X2 Ex=10
o) =} =L (100 =L (14 5 - 19) =R

Als zweite Ableitung erhalten wir, indem wir zur Berechnungtlrlich die Version

g'(x) =1 — 3 (—x7%+10x73) benutzen:

) = 1 (033 _ 304y = 1 (2 _30)_ 2 x—15
g’ (x) = 3(2x 30x %) = 3(x3 x4)_ S
1

g besitzt die Asymptotgy(x) = 3x — g und die senkrechte Asymptote= 0, also die
y-Achse. Fir die Nullstellen missen wir die Gleichuyig) = 0, alsox®—5x?—x+5 = 0
|6sen. Da wir dafur keine Lésungsformel haben, versuchemive Losung zu raten. Wir
erinnern uns, dal3 eine ganzzahligen Lsung ein Teiler dagsteSummanden sein miifite.
Da5 eine Primzahl ist, kommen nur die Zahlgrl und+5 in Frage (vergl. Seit8). Der
erste Versucl; = 1 fihrt bereits zum Ziel. Die Polynomdivision vei —5x% —x+5 = 0
mit (x — 1) fuhrt aufx? — 4x — 5. Mogliche weitere Nullstellen gewinnen wir also durch
Losen vonx? — 4x — 5 = 0, wofiir uns nun die Mitternachtsformel1) zur Verfiigung
steht. Wir erhalterx, = —1 undxz = 5.

x2 X3

Die Extremstellen bestimmen wir durch die Losungengtn) = 0, alsox®>+x—10 = 0.

Die Rateversuche = 1 undx = —1 mil3glticken, abex = 2 ist erfolgreich. Der zuge-
hérigey-Wert isty = —3. f/(2) = 233 > 0 verrat uns, daB es sich um einen Tiefpunkt

handeltT(2 | —g). Polynomdivision mi{x—2) fuhrt fir die weiteren Extremstellen auf die
quadratische Gleichung + 2x +5 = 0, die jedoch keine reellen Losungen besitzt. Damit

ist T die einzige Extremstelle. Der Wendepunkt ist bet 15 zu finden:W (15| %2).
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[.5.6 Beispiel (d)

3

X X
S R 1
Frlx) — (k% 4+ 1) —x3 - 2x _ 3x* 4 3x% — 2x*
(x?+1)2 (x?+1)2
x* + 3x?
=T
Fx) = (4x3 + 6x)(x% + 1)2 — 4x(x* + 3x?) (x> + 1)

(x2 4+ 1) ((4x3 + 6x) (x? + 1) — 4x(x* 4 3x2))

(x2+1)4 \ T
-2

(4x3 + 6x)(x*+ 1) — 4x> — 123

(x2+1)4

(x241)3
A 4% 4 6% + bx — 4x® — 12x°

(x2+4+1)3
23t 6x —2x(3—3) Abbildung 1.20 f(x) = g
= (X2+1)3 - (X2+1)3

Die Funktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung, denn ddri@i@besitzt nur ungerade

und der Nenner nur gerade Hochzahtgfx) = x ist eine schrage Asymptote. Nullstelle

nur beix = 0.

Die einzige Extremstelle liegt ebenfalls bei= 0. Uberpriifung mit der zweiten Ab-

leitung ergibtf”(0) = 0, d.h., nun muf3 auf Wendepunkt getestet werden. Da wir uns

die dritte Ableitung ersparen wollen, wenden wir die Vocheinmethode firf” an:
f(—1) = 22 <0, /(1) = # > 0. Also liegt im Ursprung ein Wendepunkt

8

mit waagrechter Tangente, also ein Sattelpunkt vor (manhteadal? die Zahler2 und

2 zum testen nicht mehr zuldssig sind, denn sie liegen bgesiseits der benachbarten

Wendestellent/3).

Fir die Wendepunkte miissen wir die Gleichingx? — 3) = 0 I6sen. Die erste Losung
x; = 0 haben wir eben untersucht. Die beiden anderen Lésungen—+/3 undx; = v/3
ergeben ebenfalls Wendepunkge.= f(—v/3) = —3v/3,y3 = f(v3) = —2V/3.

Uberprifung:f”(—2) = 242 > 0, f/(—1) < 0. Es liegt also tatsachlich ein Wen-

53

depunkt vor. Wegen der Symmetrie der Funktion, ist auchxaeein Wendepunkt:

Wa(=V3[ = 3V3), W3(V313V3).

J. Hellmich
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I.5.7 Beispiel (e)

3x3
h = —
() 3x?—4’

D¢ =R\(-3v3.3v3)

Durch Polynomdivision:
4x

3x2—4
Die Geradey(x) = x
ist also eine Asymptote.
h ist punktsymmetrisch
zum Ursprung (nur unge-
rade Hochzahlen fir den
Zahler und nur gerade
Hochzahlen fiir den Nen-
ner). In den Definitions-
liicken $v/3 und —3+/3

s befinden sich senkrechte
Abbildung 1.21 h(x) = 333 Asymptoten. Die Ablei-
tungen vonh bestimmen

h(x) =x +

wir mit der Quotientenregel:

3x%(3x2 —4) —x36x o 3xt —4x? — 2x*
(3x? —4)2 (3x? —4)2

o x* — 4x? _9x2(x2—4)

(3x2 —4)2 (3x2 —4)2°

(4x3 — 8x)(3x? — 4)% — 2 - 6% - (x* — 4x?)(3x* — 4)

h/(x) =3

Rl =9 (3x2 —4)7
(3x* —4) ((4x> — 8x) (3x* —4) — 12x(x* — 4x?))
N (3x2 — 4)3
_o 12x° — 16x3 — 24x3 + 32x — 12x3 + 48x3
3x2_4)°
_o 8x3 4+ 32x _ 7 x(x% +4)
(3x2 —4)3 (3x2—4)3"

Die einzige Nullstelle befindet sich im Ursprung. Wegef0) = 0, h”(0) = 0 und dem
Vorzeichenwechsél”(—1) > 0, h”(1) < 0 liegt im Ursprung ein Sattelpuni§tvor. Als
Extremstellen ergeben sich aw§x) = 0 die weiteren Lésungexy = —2 undx; = 2 mit
den zugehoérigeg-Werteny; = h(—2) = —3 undy; = 3. Identifikation:h"(2) = % >0,
d.h., beix; liegt ein Tiefpunkt und wegen der Punktsymmetrie vom x; ein Hochpunkt

vor: T(2]3),H(=2| — 3).
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1.6 Umkehrfunktionen

In vielen Situationen ist es wiinschenswert, eine Funktions
vorschrift umkehren zu kénnen. Z.B. kann es fur eine Kosten- 4
funktion f, die der Stickzahk die Produktionskosterfi(x) p——
zuordnet, sinnvoll sein, bei einem gegebenen Kostenrahmen(x)
y nach der moglichen Stuckzaklzu fragen, die damit her-
gestellt werden kann. Es ist also nach demefragt, das die
Gleichungy = f(x) erfillt. Ein anderes Beispiel ist der Win-
kel in einem rechtwinkligen Dreieck. Wenn die Gegenkathete
a und die Hypothenuse bekannt sind, laist sich der Sings

x=f""(y) x17?

der die Gleichung six) = < erfllt.

berechnen. Gefragt ist dann nach dem zugehdrigen V\/inkel/

Wir sagen, eine Funktiofimit Definitionsbereici  und Wer-

tebereichW; seiinvertierbaroderumkehrbarwenn es fir je-

desy aus dem Wertebereich genau i D gibt, dasy als

Funktionswert hat, das alsg = f(x) erflllt.

Die Funktionsvorschrift, die jedemp € W; dasx € D¢ mit
= f(x) zuordnet, heil3tnverse oder Umkehrfunktionvon f. Sie wird Ublicherweise

durchf~! bezeichnetf~' : W; — Dy.

Bemerkungen
(@) Die Umkehrfunktionf~' vonf muf jedemy € W; dasx € Dy zuordnen, fiir das die
Gleichungy = f(x) erfllt ist: f ' (y) = x. Also gilt fur alley € W;

f(f '(y) =vy. (1.24)

Natirlich ist die Umkehrfunktion voifi' wiederf (man mache sich das klar!). Daher gilt
das oben Gesagte auch, wenn wir die Rollenfandf~' vertauschen:

Abbildung 1.22
Funktion und Umkehrfunktion

f1(f(x)) = x. (1.25)

Diese Gleichung driickt genau das aus, was wir von einer Urfikeittion f—' erwarten:
Sie hebt die Wirkung vofiwieder auf. Wenn wir von einemden Funktionswen = f(x)
berechnen und dann, mittefis’ nach demx-Wert fragen, der durchaufy abbildet wird,
so erhalten wir naturlick als Antwort.

(b) Der Definitionsbereic;: vonf~' ist der WertebereichV; von f und der Wertebe-
reichW;: vonf~! ist der Definitionsbereiclb; von f. Wertebereich und Definitionsbe-
reich vertauschen also ihre RolldD; 1+ = Wy, W1 = Dy

(c) Wenn wir den Graphen voft' in der Weise zeichnen, wig' wirkt, d.h., indem wir
jedem Punkt dey-Achse, der einen Funktionswert darstellt, waagrecht lbeameseinen
x-Wert zuordnen, so erhalten wir denselben Graphen wid.f&ine Funktion auf diese
Weise zu zeichnen ist nattrlich etwas ungewohnt. Da Umkektionen auch fur sich in-
teressante Funktionen darstellen, zeichnet man sie, W& gadere Funktion auch, von
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derx-Achse ausf~' : x — f~'(x). Das bedeutet also, daR sich dabei die Rollen von
y- undx-Achse vertauschen. Wir kdnnen uns das folgendermal3etellers Wir denken
uns das Koordinatensystem ufith zwei identischen Kopien auf zwei durchsichtige Foli-
en gezeichnet, die deckungsgleich Gbereinander liegeann&tiimen nun die obere Folie,
blattern sie um und bringen anschlie3end die Koordinatenac
sen wieder zur Deckung (auch in ihrem Durchlaufsinn von
links nach rechts bzw. von unten nach oben), wobei nun aber
diex-Achse auf detj-Achse und diej-Achse auf dek-Achse

des unteren Bildes zu liegen kommt. Wir erhalten dabei den
Graphen vorf~! durch Spiegelung an der ersten Winkelhal-
bierendeny(x) = x.

(d) Eine konkrete Umkehrfunktion erhalten wir, indem wir
die Gleichungy = f(x) nachx aufzulésen versuchem: =
f~'(y). Fur viele Funktionen, fur die eine Umkehrfunktion

N
zY

R existiert, wie etwa die exp-Funktion, ist das aber nichttsoeo
. weiteres moglich, weif ' nicht als geschlossener Ausdruck
ausgerechnet werden kann. Viele dieser Funktionen spélen
Abbildung 1.23 ne wichtige Rolle (weil sie eben bekannte Funktionen umkeh-

Umkehrfunktion durch Spiegelungafx) = x ren). Meist haben sie einen eigenen Namen erhalten (z.B. In
fur exp') und wurden eingehend untersucht. Wir werden in
Abschnittll.3.1 Techniken kennenlernen, mit denen es maoglich ist, Fungti@nte von
Umkehrfunktionen zu berechnen. Uberraschenderweises isfteeinfach, die Ableitung
einer Umkehrfunktion auszurechnen, auch wenn man die Urhkattion selbst gar nicht
so genau kennt (den Graphen vorl kennen wir aber immer, wenn wir den Graphen von
f kennen).

(e) Die Schreibweisé~' ist etwas miRverstandlich, hat sich aber internationajeiir-
gert. Unterf~! ist nicht die Funktion]lc zu verstehen, auch wenn die Schreibweise das
nahelegt. Z.B. ist die Umkehrfunktion vdifix) = x3 durchf~'(x) = 3/x und nicht etwa
durch; gegeben.

1.6.1 Bedingungen fiir die Existenz vonf~' Nicht jede Funktion besitzt eine Umkehr-
funktion. Z.B. hatf(x) = x? mit dem DefinitionsbereicR sicher keine Umkehrfunktion,
denn die Gleichung = f(x), alsoy = x?, hat fir positivesy immer die beiden Lo6-
sungenx; = ,/y undx, = —,/y. Damit lal3t sich die Frage nach dex\Wert, der zu
einem gegebenan-Wert gehort nicht eindeutig beantworten. Diese Einddagiigst aber

die notwendige Bedingung fur die Existenz der Umkehrfuorkti

Wir geben nun eine hinreichende Bedingungen an, die furdiffexenzierbare Funktioh
sicherstellt, daB~' existiert. Dazu machen wir uns zunachst klar, daR einegst&tinkti-
on auf einem Intervall dann und nur dann umkehrbar ist, wenergweder streng mono-
ton wachsend oder streng monoton fallend ist (fir unstétigektionen stimmt das nicht
mehr). Das bedeutet: Entweder gilt fir zwei Wexteund x, aus dem Definitionsbereich
D¢ mit x, > x; immerf(x;) > f(xq) oder immerf(x,) < f(x;). Ware sie namlich nicht
entweder streng monoton wachsend oder streng monotondae mufiite es;, x; € D¢
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geben, fur dief(xq) = f(x2) gilt. Dann ware abef, im Widerspruch zu unserer Annah-
me, nicht mehr umkehrbar. Umgekehrt ist eine streng moneshsende oder fallende
Funktion sicher umkehrbar, denn die Gleichung= f(x) kann keine zwei verschiedene
Ldésungernx; undx; haben. Sonst wiirde namlich, wenn etwa> x; gilt, aus der strengen
Monotonie sofortf(x,) > f(xq) bzw. f(x,) < f(x1), jedenfallsf(x;) # f(x,) folgen, im
Gegensatz zu unserer Annahfite;) =y = f(x;).

Mit Hilfe der Differentialrechnung kénnen wir nun leichine hinreichende Bedingung fur
die Umkehrbarkeit einer Funktion angeben:

Eine Funktionf auf einem Intervall ist sicher dann umkehrbar, wenn ihreeitbhg f’
entweder positiv, oder negativ ist und allenfalls isokeullstellen besitzt.

Im Fall f'(x) > 0 wéachst die Funktion permanent. An eventuell vorhandenarersen
Nullstellen vonf’ findet kein Vorzeichenwechsel statt, so daBort einen Sattelpunkt
besitzt (vergl. S30). f ist also streng monoton wachsend und daher umkehrbar. fentsp
chendes qilt furf’(x) < 0 mit eventuell vorhandenen isolierten Nullstellen viBnEin
einfaches Beispiel ist(x) = x3, mit f'(x) = 3x?> > 0 und der isolierten Nullstelle = 0
vonf’, die zum Sattelpunkt im Ursprung flhrt.

[.6.2 Ableitung der Umkehrfunktion Ist eine Funktiorf stetig differenzierbar und um-
kehrbar, so ist auch ihre Umkehrfunktién' differenzierbar (diesen Satz wollen wir hier
nicht beweisen). Uberraschenderweise IaRt sich eine Fdimdie Ableitung vonf—' an-
geben, obwohl diese Funktion selbst moglicherweise gdit miekannt ist. Das liegt an
Gleichung (.24):

f(f'(x)) =x.
Leiten wir diese Gleichung auf beiden Seiten ab, so entseadtits1, wahrend wir die
linke Seite mit der Kettenregel ableiten miissen und dabei

f(F10x) - (F)(x) =1

erhalten. In dieser Beziehung findet sich die Ableitung dakehrfunktion(f~')’, die wir
suchen — wir missen die Gleichung also nur noch nach ihr amfios

1
1)
Diese Gleichung sieht auf den ersten Blick etwas abschnecias. Bei ndherer Betrach-
tung gibt sie uns aber eine klare Anweisung dariiber, wasmweinzelnen zu tun haben,
umf~" abzuleiten. Wir miissen namlich nur die Ausgangsfunkfiahbleiten, dann in dem
Ausdruckf’(x) jedesx durchf~'(x) ersetzen und vom Ergebnis den Kehrwert bilden. Um
dabei zu einem Ausdruck zu gelangen, den man auswertenactit, man tblicherweise
nach einem algebraischen Zusammenhang zwis€tieh und f(x). Was damit gemeint
ist, machen wir uns am besten in den Beispielen klar.

(F1)'(x) = (1.26)

Wir haben jetzt ein leistungsstarkes Werkzeug in der Haricdem wir eine grof3e Klasse
von Funktionen auf Umkehrbarkeit untersuchen kénnen. Wissen dazu nur die Ablei-
tung ausrechnen und daraufhin untersuchen, ob sie entwedigiv oder negativ ist. Das
wollen wir nun an den wichtigsten Beispielen durchfiihren.

J. Hellmich 2.04.2008
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[.6.3 Die In-Funktion  Die Exponentialfunktiorx — exp(x) = €* hat die Ablei-
tung exp(x) = € > 0 und ist daher umkehrbar. Die Umkehrfunktion ekpnuR sich

A

A\

Abbildung .24 Die In-Funktion

aus der Losung der Gleichungy = e* ergeben. Es ist
also flr ein positivey (andere Werte kommen nicht als
Funktionswerte von exp vor) die Poternz/on e gesucht,
die beim Potenzieren geradeergibt. Das ist die Defini-
tion des Logarithmus zur Basis e vgnx = log,(y). Da
dieser Logarithmus die Umkehrfunktion einer der wich-
tigsten Funktionen ist, hat er ein eigenes Symbol erhalten:
log, = In. Die Umkehrfunktion der exp-Funktion ist al-
so durch In gegeben: exp = In. Der Definitionsbereich
von In ist der Wertebereich der e-Funktion, algb\ {0},
wahrend ihr WertebereidR ist. Die e-Funktion besitzt die
negativex-Achse als waagrechte Asymptote. Deshalb ist
die negativey-Achse die senkrechte Asymptote der In-
Funktion. Gleichungl(24) lautet fur exp:

exp(In(x)) = "™ = x| x>0.

Als Ableitung von In erhalten wir mit eXp= exp nach
Gleichung (.26):

1 1T
~expln(x)) @ x° (127)

In’(x)

Die In-Rechenregeln ergeben sich als Umkehrung der Paeimengesetze (vergl. Sei-

tel7) zu:

In(xy) = In(x) +In(y), In (5) —In(x) —In(y), In(x%) =aln(x).

Y

Insbesondere ist (i) =0 und In(e) = 1.

2.04.2008
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1.6.4 Die Arcus-Funktionen sin’ = cos. Die Cosinus-Funktion ist vorZ bis 7
gr('jBer oder gleich Null, d.h., die Ableitung von sin ist d@ubsitiv, oder hat fir
x = —% bzw.x = 7 isolierte Nullstellen (vergl. Abbil-

dungl. 8) Damit ist die Sinus-Funktion in diesem Bereich N
umkehrbar. Die Umkehrfunktion sith wird alsarcsinbe- ’ arcsin
zeichnet. Ihr Definitionsbereich ist der Wertebereich der
Sinus-Funktion, alsp-1, 1] und ihr Wertebereich-73, 7]. T
Es gilt arcsini+1) =

Bilden wir ihre Ableitung: Gemal GleichungZ6) muis-
sen wir in die Ableitung von sin (also in cos) die Umkehr-

A

funktion arcsin einsetzen und den Kehrwert bilden. Damlt ‘] ‘
ist die Ableitung von arcsin

1

arcsif(x) = ———
coqarcsir{x)) 14

Damit kénnen wir allerdings nicht viel anfangen. Wenn .-

es uns aber gelingt, den cos mittels einer algebraischen _
Beziehung durch sin auszudricken, dann kénnen wir
sin(arcsir(x)) = x ausnitzen (Gleichund.24)), um zu

einer handlichen Formel flir arc$inu gelangen. Der zen-Abbildung 1.25 Die arcsinFunktion
trale Zusammenhang $irx) + cog(x) = 1 zwischen ﬁj“
sin und cos (vergl.(3)) liefert uns diese Beziehung:!

cog(x) = 1 — sin’(x). Wir miissen nur noch die Wurzel

aus beiden Seiten ziehen. Allerdings wissen wir, daf3 es d

fur zwei Méglichkeiten gibt, namlichk-v'1 — sir?(x). Da

der Cosinus positive und negative Werte annimmt, missen

wir uns dartber klar werden, welches Vorzeichen gelten

muB Glucklicherweise gilt aber cos 0 in dem Bereich 14
[—3, 5], auf dem sin umkehrbar ist. Daher bendtigen wir
auf dem ganzen Bereich nur die positive Wurzel. Wir er-
halten

arccos

MR

\ i \
1 L 1

cogarcsir{x)) = V1 — sir?(arcsir(x))
— /1 — (sin(arcsinx)))? = V1 — x2

und daraus schlie3lich Abbildung .26 Die arccosFunktion
1
VI—x2'

Wenn wir genauso fir den Cosinus verfahren, der im Berich] umkehrbar ist, dann
erhalten wir fur die Ableitung der Umkehrfunkti@rccosvon cos:

1
V1I—x2'

arcsir(x) = (1.28)

arccos(x) = — (1.29)

J. Hellmich 2.04.2008
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Der Tangens istim Bereidh-7, 5) umkehrbar, denn tafx) = m ist dort positiv (man
beachte, dal nun die Randpunki§ nicht zum Intervall dazugehoren, denn an diesen

Stellen ist der Tangens gar nicht definiert). Verwenden \ivérBjaziehungﬁ(x) =1+

tar’(x) (nachrechnen), so erhalten wir fiir die Ableitung der Umkatktion arctan von
tan:

1

arctari(x) = T

(1.30)

[.6.5 Die Ableitung von f(x) =x™, n € R Mit Hilfe der In-Funktion und der Bezie-
hunga = €"@ (Gl. (1.24)) kbnnen wir den Ausdruck™ fiir positivex undalle n € R
definieren:

X" = et (1.31)

Solangen € N, n € Z odern € Q ist, brauchen wir diesen Trick nicht, denn in diesen
Fallen la3t sick™ mittels der bekannten Rechenoperationen biIdennF&r% € Qist

In diesen Fallen gilt aber auch die In-Rechenregét = nin(x), so dafd die rechte
Seite von [31) e*"™ wieder &*") = x™, also (.31) ergibt. Diese Gleichung liefert
demnach fir den Falh € Q wieder die alte Version vor™ zuriick. Anders ist es, wenn
wir n = v/2 wahlen.x"2 1ait sich so nicht mehr tiber die bekannten Rechenoperatione
Potenzieren und Wurzelziehen bilden, devid ist kein Bruch, gehért also nicht mehr
zu Q. Nun miissen wix¥2 durch &2"x) definieren Genauso macht e$.31) fur alle
n € R. Man kann zeigen, dal} die Potenzrechengesetze (vergt. IS@iauch fir diese
erweiterte Definition vorx™ gultig bleiben. Wir wollen uns nun davon tberzeugen, daf3
die Ableitungsregel(% x™ = nx™"! auch weiterhin gilt. Dafir missen wir nur nodts()
mit Hilfe der Kettenregel ableiten:

d d )1 n,—1 n—1

= enln(x) _ enln(x) . Tlln/(X) _ TLenln(x - =nx"x ' = nx
dx dx X
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[.6.6 Die Umkehrung der Hyperbelfunktionen
Bei den Hyperbelfunktionen handelt es sich um

den hyperbolischen SinusiQus hyperbolicus 8
shix) = 3 (e —e™), (1.32) e -
den hyperbolischen Cosinusosinus hyperboli- 6
cus
1/ | ax ‘ 5 -
ch(x) = j(e +e7), (1.33)
und den hyperbolischen Tangenarngens hyper- 4
bolicug 3 -
shix) e —e™
th(x) = = 1.34
M=t " erex 34 2
Offensichtlich gilt sh = ch, cH = sh und u s
th’ = cihz (vergl. Seite27). Ganz ahnlich wie bei —
den trigonometrischen Funktionen gibtes auch fur . . . .
die Hyperbelfunktionen eine zentrale algebraische 3 > _j 1 2
Beziehung: /]
ch?(x) —shP(x) =1. (1.35)
-2

Da sH(x) = ch(x) > 0 fir allex € R gilt, ist
sh umkehrbar. sH kénnen wir berechnen. Dazu =3 1
mussen wir die Gleichung

1 -
;(E—e7) =y
2 iy
nachx auflésen. Wir bringen alles auf eine Sei-
te und multiplizieren anschlie3end die Gleichung —6 1
mit e* durch:
h —7 1
e—2y—e*=0 S
(€)2—2yer—1=0 —38 1

Setzen wir darin &= u, so erhalten wir eine ein-

fache quadratische Gleichung
5 B Abbildung I.27 Die Hyperbelfunktionen
u —2yu—1=0

mit den beiden Losungen;,, = y + /y?+ 1. Dau = e* fur alley € R positiv
sein muf3, kommt nur diet’-Lésung in Frage {/y2 + 1 ist namlich gréRer alg, so daR

y — VY2 + 1 negativ ist):
u=y++\Vy:+1=¢"

J. Hellmich 2.04.2008
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Nun mussen wir nur noch auf beiden Seiten die In-Funktionesrd&n und erhalten:
x=In(y++vy2+1),
also

sh'y)=In(y+Vy2+1).

Da wir eine explizite Formel fur die Umkehrfunktion des hypaischen Sinus erhalten
haben, kdnnen wir die Ableitung direkt berechnen, indemdigr Kettenregel mehrfach
anwenden:

_ 1 ( Y —|—1>: 1 y+tVyr+1
Vit T4y Wyred VyitT+y  Vyitd
1

IV
Wir kénnen aber auch wieder Gleichurig?6) benutzen und dabei ck& /1 + st ver-
wenden (vergl. GL.1(35)):

1 1 1 1

st(sh'(x)) — ch(sh'(x)) ~ VI+s(sh'(x) Vitxd

Die Funktion ch kdnnen wir nur umkehren, wenn wir ihren Deiamisbereich aulR]
einschranken. Dann ergibt eine Rechnung, wie wir sie obege@hrt haben:

ch'(x) =In (x +Vx2—1).

Dabei ist der Definitionsbereidd -+ = [1, co). Als Ableitung erhalten wir fuk > 1:

1

2 -1

(sh™)'(y)

(sh™)'(x) =

(ch™)'(x) =

th ist umkehrbar, denn die Ableituncé% ist strikt positiv. Die Umkehrfunktion bestimmen
e—e* -1

wir wieder durch Auflosung der Gleichung= =
g W= = +e ™ e+

(dabei haben wir den

Bruch mit & erweitert). Wir erhalten zunachste= 1 +3 und daraus leicht
_ T+y
') = 1in (1Y),

Dy, = (—1,1). Die Ableitung ist

—1y/ _
() (y) = =3

2.04.2008 J. Hellmich
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|.7 Extremwertaufgaben

In vielen Gebieten der Technik, der Wirtschaft, der Natgsgnschaften usw. treten Pro-
bleme auf, die darauf hinauslaufen, eine Grof3e, in Abh&egigon einer Variablen zu
maximieren oder zu minimieren. Die Techniken, solche Maxbmw. Minima zu finden,
haben wir in der Differentialrechnung und dort besondersdbe Kurvendiskussion von
Funktionen bereits kennengelernt. Wir wollen nun an emiBeispielen kurz beleuchten,
wie solche Funktionen aus konkreten Beispielen gewonnedemekénnen. Wir bedienen
uns dabei geometrischer Beispiele, weil sie die geringSggerialkenntnisse aus einem
Gebiet erfordern. Die Aufgaben sind jeweils von demsellygn Wir suchen fir eine Figur
(Pyramide, Quader, Kegel, etc.) diejenige Geometrie, dieeimer gegebenen Oberflache
M (in der Fertigung z.B. eine gegebene Menge Material, did/editigung gestellt wird)
das grofdte Volumely umschlief3t. Wir kdnnten bei diesen Aufgaben auch das Votume
konstant halten und die Oberflache minimieren. Dabei egyibtimmer eine Annaherung
an das allgemeine Prinzip, demgemal die optimale Figurbeiiggegebenem Volumen
die kleinste Oberflache besitzt, die Kugel ist (mehr oderdairdeutlich, je nachdem, wie
stark die geforderte geometrische Figur von der Kugelfdomeacht).

[.7.1 Zylinder Zu gegebener Oberflache versuchen wir den Radius

und die HOheh eines Zylinders so zu bestimmen, daf das VoluMena- <
ximal wird. Dazu stellen wir zunéachst beide GréRen in Abhgkgt vonr h
undh dar:

Das VWolumen eines Zylinders ist durch ‘Grundfla¢h&he’ gegeben. Die
Grundflache ist eine Kreisscheibe, mit dem Flacheninhaft Also ist
V(r,h) = 7ir’h. Die Oberflache setzt sich aus zwei Kreisscheiben mit Fliiohalt 7tr?
und einem Mantel zusammen, der durch ein Rechteck gegeabé&is isat die H6hé und
eine Grundlinie mit der LaAnge des Kreisumfarlgs: des Grundkreises. Es besitzt dem-
nach die Flach@nrh. Damit ist die Oberflach®A(r, h) = 2nr? + 2ntrh.

Im Augenblick haben wir noch zwei Unbekannte, namlicnd h. Da wir aber davon
ausgehen, dal3 die Oberflache durch eine konstanteM dbstgelegt ist, lassen sictund

h nicht mehr unabhangig voneinander wahlen. Wenn wir einatitRa angeben, ish
bereits bestimmt. Wir brauchen namlich nur

T

M = 27r? + 2nrh
nachh auflésen, um das einzusehen:

- M- 27r?

h
27r

Setzen wir das in die Gleichung fiif{r, h) ein, so erhalten wir nun eine Volumenfunktion,
die nur noch von einer Variablen, namliclabhangt:

M =22 M
2 A M 3

V(r) =
(r) =7 27nr 2

J. Hellmich 2.04.2008
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Um den Radiusy maximalen Volumens zu finden, l6sen wir zunacWstr,) = ’\7/‘ —

3nr = 0 nachr, > 0 auf (der Radius muf natrlich eine positive Zahl sein). \Wiaéen

LM
°~ Vén-
WegenV”(ry) = —6mry < 0, und da inry die einzige positive Stelle mit waagrechter

Tangente ist, liegt imy ein Maximum vonV vor (vergl. Seite32).
Als maximales Volumen erhalten wir:
iM M 2nM

V(ro) = rO(% - m”(z)) = TO<T — ?> =To— = Zm"ogT = 27y

Aussagekraftiger ist aber das Verhéltﬁ;isweil das die Geometrie des Zylinders festlegt:

h M-2mr M-2n2 ™M
— = = T=——1=3-1=2.
To 2nr3 2nA LY

Bei maximalem Volumen ist der Zylinder also so hoch wie biei= 2ry = d (= Durch-
messer).

[.7.2 Ein zusammengesetzter Korper Der Korper besteht aus einem Zy-
linder der Hoheén und zwei aufgesetzten Halbkugeln mit Radiu®as Vo-
lumen ist demnacl(r, h) = 3mr® + 7ir?h. Dabei ist37r® das Volumen

einer Kugel mit Radius. 47tr? ist die Oberflache einer solchen Kugel, sa N

daf die Oberflache des Korpers dubdir, h) = 4nr? + 27trh gegeben ist.

Wir wahlen wiedeM = M(r, h) konstant und I6sen nadhauf: ~T
M —4mr? l

h
27nr

Das setzen wir itV(r, h) ein und erhalte’v/(r) und die Ableitungen zu

oM w2 ()
V(r)=mrP+ —r —2mrd = —r — Zmrd, ‘ '

3 2 2 3
M

V(1) = 5 - 2mr? |

V"(r) = —4nr.

Die GleichungV'(ro) = 0 besitzt die einzige positive Losung = /22, V" (1) ist
negativ, so daf} im, tatsachlich ein Maximum vol vorliegt. Wenn wirr, in die Formel
fur h einsetzen, erhalten wit = 0. D.h., der optimale Korper ist eine Kugel.
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gen Dreieck der Seitenlange als Grundflache (also mit dem Flachenir

[.7.3 Prisma Gegeben ist ein dreiseitiges Prisma mit einem gleichse‘iti-<7

halt < +/3) und der Hoheh. Dann istV(a,h) = <v/3h und M(a, h) =
2%2\/5 4 3ah. Fur feste Oberflach® erhalten wir also

M-%a2 M 3

=3y T3 ¢°
und damit ~ a
viw = (5 -]
V'(a) = — %a
Die einzige positive Extremstelle liegt also gy = 32—\7‘3 WegenV”(ay) < 0 handelt

es sich um ein Maximum. Bestimmen wir nogh

R_oM V3 M V3 V3 V3 V3T
ao 3a} 6_332—% 6 2 6 3 V3

Also gilt ap = v3h. V(ao) =1 ad.

J. Hellmich
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Il Integralrechnung

lI.1 Das Flachenproblem

Wir formulieren das Flachenproblem zun&chst in einer aligi@en, eher intuitiven Weise:
Finde ein Verfahren zur Bestimmung des Flacheninhalteslé@chen, die

durch Kurven berandet sind. TN ;
In dieser allgemeinen Form wollen wir das Flachenproblechtriintersu- / \
chen. Fur die meisten Falle laf3t sich eine Flachenbestirgrdurch geeig-

nete Zerlegung der betrachteten Figur (siehe z.B. neldezrsde Skizze)
auf des folgende Problem reduzieren:

Finde ein Verfahren zur Bestimmung einer Flache, die dureh Aus- K
schnitt des Graphen einer Funktiérund derx-Achse begrenzt wird. ~_

[1.1.1 Flacheninhalte geometrischer Figuren Welche Flachen kdnne
wir bisher berechnen?

Rechtecke:

Dreiecke:

Trapez:

Kreis:

X

2

f3

b F=a-b
; 2
b
el F=l(a+b)-h,
x a y

dennc = a— (x+y) = b+ (x +y), alsox +y = ¢ — b und damit
c=a—c+b,oderc =1(a+Db).

F=m-1v2. (Wieso eigentlich?)

f(x)=vrZ—xZ
Reduktion auf eine Funktion' (Vergleiche Seit&6.)

Den Kreis ausgenommen, kdnnen wir bisher eigentlich nud&rheninhalt von Figuren
berechnen, die sich auf Rechtecke reduzieren lassen.

51
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[1.1.2 Die Flache unter einer Kurve (Methode deRiemann-Summén
Eingedenk unserer erntichternden Beobachtung, dal? werestpentlich nur in der La-
ge sind, den Flacheninhalt von Figuren auszurechnen, dre (8/as ihren Flachenin-
halt angeht) auf Rechtecke reduzieren lassen, machen wideu Not eine Tugend
und bestimmen zunachst nur einen Nahe-
y rungswert fur die Flache unter einer Kur-
ve, indem wir sie durch Rechtecke anné&-
hern. Wie schon beim Tangentenproblem
: A nehmen wir dabei einen Fehler in Kauf, in
AN ) 10 der Hoffnung, daR wir ihn im Nachhinein
beliebig klein machen kénnen und daf3 er
nach einem Grenzlibergang vollstandig ver-
schwindet.
Dazu unterteilen wir das betrachtete Fl&-
chenstiick unter der Funktiofi in mog-
lichst viele kleine Rechtecke der Basisbrei-
te Ax; = xi41 — x¢ und der Hohef(x;).
Dabei bilden die Punktea = xo < x1 <
X2 < o0 <X < Xip < cor < X <
Abbildung 1.2 Methode der Riemann-Summen Xny1 = b eine ZerlegungZ fir das Ba-
sisintervall [a, b] des Flachenstlicks. Die
Feinheitvon Z ist die Lange der grof3ten Basisbres;. Wir bezeichnen sie mifZ|.
Wenn wir die FeinheitZ| kleiner machen, werden also alle Langen kleiner. Gleichzei-
tig wird aber die Anzahh der Unterteilungspunkte gréf3er, denn bei kleineren Besiign
brauchen wir mehr von ihnen, um die Strecke vobis b zu Uberdecken.

Der Fehler, den wir bei der Uberdeckung mit Rechtecken gégmmdem vermuteten
=] wirklichen Flacheninhalt machen wird normalerweise kéejrwenn wir die Zerle-
gung feiner wahlen. Das ist fiur das Intervalb, x3] angedeutet. Es wird also ein
Grenzubergang durchzufuhren sein, und zwar der Grenzahg|/g| — 0, um die
f(xi) ‘wirkliche’ Flache zu erhalten. Diese wollen wir vorlaufigrth F, ,, bezeichnen.
Bestimmen wir also den Flacheninhalt der Naherung. Dazwseriwir nur die Fla-
chen der Rechtecke mit der Basisbrette; und der Hohef(x;), alsof(x;)Ax; von
i1 = 0 bisi = n addieren (Bildung deRiemann-Sumnye

F_(_ehler

X

a x; x2 X3 Xi Xit1 x

e e fe—rle——te—-- - e
Axn

Fap = f(x0) Axo+f(x1)Axi+f(x2) Axa - - (%) AxiHf (Xi1) Axigr - - (X)) Ay

Um diesen etwas schwerfalligen Vorgang, der das Aufsurmanieler Ausdriicke

P f(xi)Ax; voni = 0 bisi = n beschreibt, etwas Ubersichtlicher zu gestalten, hat
A es sich bewahrt, die soummenschreibweig®l benutzen: Statt der rechten Seite
schreiben wir dabei N
Z f(Xi)AXi .
i=0
Dabei meint das Summenzeichgn, dal3 in dem folgenden Ausdruckx;)Ax; der Sum-
i=0
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mationsindex durch die Zahlen zwischen den angegebenen Grenzehxdhbisi =n
(jeweils einschlieBlich) zu ersetzen ist und die dabeitehenden Ausdrické xo)Ax,,
f(x7)Axq, f(x2)Axsz usw. bisf(x,,)Ax,, aufzusummieren sind.

Nun konnen wir die Idee zur Berechnung der FlaEhg unter dem Graphen vairgenauer
fassen¥, y, sollte der Grenzwert voi .-, f(xi)Ax, fur |Z| — 0 sein:

Fop = Ilim Z f(xi)Axq.

|Z|~>O

Schreibweise: StattF, , schreiben wir

x=Db b f
J f(x) dx, oder meist Jf(x)dx. I

a b
Dabei ist das Integralzeichdrals stilisiertes ‘S’ (fur ‘Summe’) anzusehen und

f(x) dx soll an die Herkunftf(x;)Ax; in der Riemann-Summg_' ; f(x;)Ax;
erinnern:

b
J f(x)dx = lim Z f(x) Ax; . (1.2)

a |Z|~>O

jzf(x) dx heifldtbestimmtes (Riemann-)Integral vbm den Grenzen vox = a bisx = b
und gibt (fur positive Funktioner) die Flache zwischen dem Graphen viound derx-
Achse, in den Grenzen und b wieder.f heil3tintegrand Funktionen, fir die das In-
tegral in den Grenzen undb existiert, nennen wi(Riemann-)integrierbatiber [a, b].
Wenn eine Funktion Uber jedes endliche Interyallb] integrierbar ist, nennen wir sie
(Riemann-)integrierbarMitunter verwenden wir statt fir die Integrationsvariable auch
andere Zeichen, wig, s, etc.. Das ist natirlich ohne weiteres mdglich, denn ihrerid
tion nach ist die Integrationsvariable eine Summationatbe, die nach Ausfihrung des
Integrals verschwunden ist:

be(x) dx = be(t) dt.

a a

Fur welche Funktionefilaldt sich dieser Grenzwert denn nun prinzipiell bestimmen?

Satz. jzf(x) dx existiert fur alle stetigen Funktionen und alle Funktionéie sich sttick-
weise aus stetigen Funktionen zusammensetzen.

Diesen Satz nehmen wir zur Kenntnis, wir werden ihn abertrbelweisen kbnnen. Fur
unsere Zwecke ist das auch gar nicht nétig. Seine Aufgabielttefir uns einfach nur
darin, sicherzustellen, daf? es geniigend viele Funktioit#n fgr die das Flachenpro-
blem I6sbar ist (tats&chlich gibt es noch mehr Funktionensith nach der Methode der
Riemann-Summen integrieren lassen). Als Methode, um letekflacheninhalte auszu-
rechnen, eignet sie sich allenfalls fur numerische Flasestimmungen mit Hilfe eines
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Computers. Selbst fur einfachste Funktionen fuhrt die Méeéder Riemann-Summen nur
sehr schwer zu Ergebnissen, da die auftretenden SummenGdmputerunterstiitzung
im Allgemeinen keine auswertbaren Ausdrticken ergebenwdien uns daher méglichst
schnell nach einer alternativen Methode umsehen, die esnuislen Fallen gestatten
wird, die Flache unter einer Kurve formelméaRig zu bestimn@merhin kbnnen wir bei
unserer Suche nach dieser Methode nun das OBjékhe unter einer Kurveinsetzen,
denn obiger Satz stellt uns dieses Objekt zur VerfligungoBeir das tun, stellen wir
noch die elementaren Eigenschaften des Riemann-Inteysdsnmen:

rb

(1) f(x) dx + ch(x) dx = JC f(x) dx. (Additionsregel)
dn(; b . a

(2) k-f(x)dx =k- J f(x) dx. (Faktorregel)
uﬁa b : b

(3) f(x) dx +J g(x)dx = J (f(x) + g(x)) dx. (Summenregel)

(4) f>0= Jb f(x) dx > 0. (Positivitat)

[1.1.3 Stammfunktionen
Eine FunktionF heif3t Stammfunktionvon f, falls sie differenzierbar und ihre Ableitung
durchf gegeben istF’ = f.

Satz. Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich nur um eine Kotesta

Beweis.F und G seien zwei Stammfunktionen vanEs gilt also

oder
F(x) - G'(x) = (F-G)'(x) =0.

Also ist F — G eine Funktion, deren Ableitung uberall verschwindet. Sasitat daher
uberall die Steigung Null. Da nur eine konstante FunktiogsdiEigenschaft hat, folgt

F(x) — G(x) = ¢ = konst, d.h.F(x) = G(x) + ¢, was zu zeigen watr. O
B f(x) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x)
X" L (n#£ 1) J—( In(jx) | | e &
. . 1 .
sin(x) | —co9x) coqx) | sin(x) T arcsinx)
] —|]x2 arctarix) ] _]Xz % In (H jzl)

Tabelle 11.1: Einige Stammfunktionen

2.04.2008 J. Hellmich



[I.1 Das Flachenproblem 55

Um uns davon zu Uiberzeugen, dal3 diese Tabelle stimmt, missgeweils nur die Eintra-
ge in derF(x)-Spalte ableiten und nachrechnen, dafd die Eintragf{ggiSpalte entstehen:

d—‘in‘ﬂx*‘“ = Qfx““ ~! = x™ nach (.31). F(x) = —5x™ ist nattirlich nur fir dieje-
nigenn € R eine Stammfunktion vori(x) = x™, fUr die sich diese Formel Uberhaupt
hinschreiben lalt. Fin = —1 ist das offensichtlich nicht mehr der Fall. Die Funktion

f(x) =x7' = % hat daher auch ihre eigene Regel zur Bildung der Stammfomkiilan
beachte, dal3 sie nicht durch(A) gegeben ist, wiel 27) nahelegen kdnnte, denn in die
In-Funktion lassen sich nur positive Werte einsetzerﬂe aber auch negative. Um nach-
zuweisen, dalF(x) = In(|x|) die gesuchte Stammfunktion ist, missen wir Rtur= f
nachrechnen. Nun kénnte man denken, dal’ diese Funktiondajdrdifferenzierbar ist,
denn|x| ist nicht differenzierbar. Abei| ist nur an der Stelle = 0 nicht ableitbar, sonst
jedoch uberall0 ist auch derx-Wert, der die Definitionslicke von In markiert — es be-
steht mithin gar keine Veranlassung, nach der Differebaigeit vonF an dieser Stelle zu
fragen. Verwenden wir die Definition d&etragsfunktion

| = x fur x>0,
= fur x<0,

so erhalten wir

In(lx) — {In(x) fiir x > 0,

In(—x) flr x < 0.

Furx > 0 zeigt (.27) die Beziehungd%ln(!xl) = }( Furx < 0 mussen wir sie noch
zeigen. Dazu benutzen wir die Kettenregel:

d d 1 1

— =—In(—x)=—- (—1)=-.

o M) = In(=) = — - (=1) =~
Die Stammfunktionen flr exp, sin und cos ergeben sich dinfas den Ableitungsregeln
(1.23), (1.21) und (.22) dieser Funktionen, und die letzte Zeile der Spalte folfprts@us

(1.28) und (.30).

Damit kennen wir fur einige wenige Funktionen eine Stamrkfiom. Wir werden spéater

Techniken kennenlernen, mit deren Hilfe wir auch fir kormilitere Funktionen Stamm-
funktionen finden kdnnen. Vorerst aber wollen wir den zdatreBatz formulieren und

beweisen, der den Begriff Stammfunktion mit dem Flachebigrm in Beziehung setzt

und so die Aufmerksamkeit rechtfertigt, die wir den Stammitionen bisher entgegenge-
bracht haben.
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Satz. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Fur eine stetige Funktiofist

eine Stammfunktion vai d.h., es giltF’ = f.

BeweisDen Beweis kdnnen wir in zwei Schritten fuhren. Im erstenriBcstellen wir die
Idee vor und kiimmern uns nicht um die Details. Im zweiten @ahen wir etwas mehr
in die Tiefe.

Erster Schritt:Wir missen zeigen, daRdifferenzierbar ist und’ = f gilt.
Da wir vorerst noch keine Ableitungsregel fir die Funkttonur Verfiigung
haben, missen wir uns auf die Definition der Ableitung zurietken. D.h.,
wir mussen versuchen, den Grenzwert des Differenzenqueti@uszurech-

nen:
£(x) il f(x+h) im F(x +h) — F(x)

h—0 h

Das machen wir zunachst etwas informell, um die Idee zu eleestF(x)
ist die Flache voru bis zu der variablen oberen GrenzealsoF(x + h) die Flache bis zu
der (bei kleinermh) nah benachbarten Steltet h. Also istF(x + h) — F(x) die Flache in
dem schmalen Streifen vonbis x + h (siehe nebenstehende Skizze). Fir sehr kldines
(und wir wollen ja schlieflichh gegen Null streben lassen) sifick) undf(x + h) kaum
noch verschieden, da wirals stetig angenommen haben. Damit machen wir keinen grof3en
Fehler, wenn wir die tatsachliche FlackHex+ h) — F(x) durch das Rechteck mit der Hohe
f(x) und der Breiteh ersetzen. Dieser Fehler wird tatsachlich beliebig kleienmwwirh
gegen Null streben lassen. Also gilt

F(x+h)—F(x) f(x)-h

h T h

Nun kdnnen wir verstehen, wieso man uberhaupt auf die Ideeven kann, in der Fla-
chenfunktionF(x) die Stammfunktion vor zu vermuten.

x x+h X

2. Schritt: Nachdem wir die Idee verstanden haben, kdnnen wir uns jatzt formalen
Absicherung zuwenden. Wir benutzen dafir einen Satz tb#&gstFunktionen, den wir
zwar nicht bewiesen haben, der aber anschaulich gut ziebhersist.Jede ste-

tige Funktion nimmt auf einem endlichen Intervall ein Maxmund ein Mi- -/
nimum anFir uns ist natlirlich das Intervait, x 4 h] von Interessex sei die [ 1
Stelle, an deff ein Minimum annimmt unc die Stelle des Maximums. Dann '
verkleinern wir den tatsachlichen Flacheninhalt Gber detarvvall [x, x + h], )
wenn wir ihn durch den Flacheninhdltx) - h des einbeschriebenen Rechtecks
mit der H6he des minimalen Funktionswerfés) ersetzen, und wir vergréRern -
ihn, wenn wirf(8) - h, den Flacheninhalt des umfassenden Rechtecks mit der
Hohe des Maximum§(X) nehmen. Es gilt demnach:

f(%)-h _ Fx+h) —Fx) _f(&)h
R n =T h

% R x+h
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Links steht natirlich einfacf(x) und rechts (%), also

F(x +h) — F(x)
h

Lassen wir nurh gegen Null streben, so wandert die rechte Seite h des Intervalls
[x,x + h] gegenx und alle Punkte, die sich in diesem Intervall befinden, eddenfAlso
streben auck undxk gegenx, und daf stetig ist, streben die Funktionswefie) undf(X)
gegenf(x). Damit wird der Differenzenquotienw von zwei Ausdricken nach
unten und oben eingegrenzt, die beide geffen streben. Dann mul} er also ebenfalls
gegenf(x) streben:

f(x) < < f(®).

im F(x+h})L—F(x) — ).

h—0
Das wollten wir zeigen. O

[1.1.4 Flachenberechnung mittels Stammfunktionen Die Methode der Riemann-
Summen ist eine ziemlich schwerfallige Methode, um kor&kFécheninhalte auszurech-
nen. Das trifft nattirlich um so mehr auf die Flachenfunkfi¢x) = jzf(t) dt zu. Um sie
namlich zu kennen, muf3ten wir fur jedesdie Methode der Riemann-Summen anwenden.
Allerdings wiirde sie es uns ermdglichen, den Flacheninbafien wir vonx = b bis

x = ¢, einfach als Differenz der Funktionsweitec) undF(b) zu erhalten:

al b ¢ el b < L

F(c) — F(b) = [ f(t)adt.

Es lohnt sich also, nach einer alternativen Berechnundsidet fir F (genauer: fur
F(c) — F(b)) zu suchen. Inzwischen haben wir den Hauptsatz der Diffederund In-
tegralrechnung zu unserer Verfigung. Wir wissen also, dalFléchenfunktionF eine
Stammfunktion vorf ist. Darlberhinaus wissen wir auch, dal3 sich zwei Stamntifoink
nen allenfalls um eine Konstante unterscheiden. Fur einereStammfunktiorG von f
giltalsoF(x) = G(x) +k, mit einer Konstantek. Diese Konstante kennen wir nicht, denn
wir kennen ja die Flachenfunktion nicht. Die entscheideBdebachtung ist nun aber, daf}
wir sie auch gar nicht kennen missen, denn in der DiffeF¢nz— F(b) fallt sie heraus:

F(c) —F(b) = (G(c) + k) — (G(b) + k) = G(c) + k— G(b) — k = G(c) — G(b).

In der Formel

ch(t) dt = F(c) — F(b) (11.2)
b

konnen wir dahefede StammfunktionF von f nehmen, wir missen nicht die schwer er-
reichbare Flachenfunktion wahlen.
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Damit haben wir die Berechnung von Flachen auf die Bestingwam Stammfunktionen
zuruckgefihrt.

Unsere mathematische Analyse hat uns dabei folgenden Wiggktegen lassen: Im ersten
Schritt haben wir uns durch die Einfiihrung der Riemann-Sempur Approximation von
Flachen und anschlieiendem Grenzibergang flur eine gradséizon Funktionen den
Flachenbegriff verschafft. Damit hatten wir ein Werkzeongler Hand, das zwar zu kon-
kreten Rechnungen schwer zu gebrauchen war (auf3er fur Reekehinen natirlich), das
sich fiir theoretische Uberlegungen aber sehr gut eignetge®appnet konnten wir uns in
einem zweiten Schritt auf die Suche nach einer Alternativeszhwerfalligen Riemann-
Methode machen, die wir mit Hilfe der Stammfunktionen auefugden haben: Wir mus-
sen zur Berechnung einer Flache zwischen dem Graphen einktiénf und derx-Achse
in den Grenzen voh bisc zunachst eine Stammfunktiérvon f finden, dann lediglich die
beiden Grenzen einsetzen, und schlie3lich die DiffefFénz— F(b) bilden. Das schreiben
wir in folgender Weise:

C

ch(t) dt = [F(t)] = F(c) — F(b). (11.3)

b b

D.h., wir setzen inl(.2) die Integrationsgrenzen nicht sofort ein, denn auf diesesgV
hatten wir bei konkreten Funktionen nur die wenig ansclheliZahlF(c) — F(b) vor-
zuweisen, der man keine Information tUber die Stammfunktn@inr ansieht. Durch die
SchreibweiséF(t)];, haben wir die volle Information, namlich die uber die Staraniti-
on und die Grenzen.

Der enge Zusammenhang zwischen Integral und Stammfunétiockt sich auch in der
oft bequem einsetzbaren Schreibweise

Jf(x) dx

fur die Stammfunktiorf von f aus. Diesen Ausdruck nennt man augtbestimmtes Inte-
gral vonf. Insbesondere gilt also

Jf’(x) dx = f(x), (11.4)

denn die Stammfunktion vofi ist natirlich wiedeff.

B Wir wenden unsere Erkenntnisse auf ein paar FunktionenateIEll.1 an:

(1) x> dx = [lx4]2 —ly_y

@ | eax=|e 22 e,

I
—
|
(@]
@)
L0
—+
e

N
A
I

(3) sin(t) dt —cog2n)+coq0) =—1+1=0.
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1—e B
4) J—ue \/1]_7 dx = [arcsirix)L1+£ = arcsir{1 — ¢) — arcsif—1 + ¢) =

e—0

2arcsin 1 —s)—»zf =T.

Wir haben die Grenzen-1 und 1, an denen wir eigentlich interessiert sind,
nicht direkt einsetzen kénnen, weil der Integrand= an diesen Stellen nicht
definiert ist. Daher haben wir uns mit der Zahi> 0 einen respektvollen Ab-
stand zu dieser Definitionsliicke verschafft und versucgbseh nach der Inte-
gration durch den Grenziubergang- 0 wieder zum Verschwinden zu bringen
(die Funktion arcsin ist stetig). Dabei haben wir den Flaahiealt bestimmt,
der von der Funktionﬁ, derx-Achse und den senkrechten Asymptoten
bei—1 und1 begrenzt wird. D.h., wir haben einen endlichen Flachediritia
die unendlich ausgedehnte Flache zwischen Kurve und sertkreAsymptote

erhalten (zeichnen!).

Wie wir sehen, liefert Beispiel (3) nicht gerade das gewhtes&rgebnis. Die Flache, die
die Sinus-Funktion mit det-Achse in den Grenzen vdhbis 27t einschliel3t, ist sicherlich
nicht0. Was ist falsch gelaufen?

Wir haben uns von einer Idee zur Flachenberechnung mittéésn&n-Summen
> o f(xi) Ax; leiten lassen. Dabei tragen die einzelnen Flachenstiick¢Ax; mehr
Information, als nur den Flacheninhalt. Mit dem Vorzeicken f(x;) wird auch noch an-
gezeigt, ob sich die Flache oberhalb, oder unterhalbxd&chse befindet. Deshalb wird
eine Flache, die unterhalb derAchse liegt mit einem negativen Vorzeichen auftreten.
Das mussen wir beriicksichtigen, wenn wir an der Flache &nektion interessiert sind,
die Anteile oberhalb und unterhalb defAchse hat. Am einfachsten geschieht das, indem
wir nicht Uber Nullstellen von Funktionen hinwegintegeer sondern uns sozusagen von
Nullstelle zu Nullstelle hangeln und dBetrageder dabei entstehenden positiv und negativ
gerechneten Flacheninhalte addieren. Fiur das SinusiBekgmnte das folgendermal3en
aussehen:
7T 2 T 27
‘ J sin(t) dt} + ‘ J sin(t) dt} = ‘ [— cos(t)]o} + } [— cos(t)] ‘
0 4
= | — cogm) + coq0) | + | — cog2m) 4 cogm)|
= 2|+ |-2]|=4.

7T

Nachdem wir die Flachenberechnung im Wesentlichen auf daseR von Stammfunk-
tionen zurtickgefuhrt haben, bendtigen wir jetzt leistdiégigie Integrationstechniken, um
unseren Bestand an integrierbaren Funktionen aufzustocke
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II.2 Integrationstechniken

Zu der Produkt- und der Kettenregel gibt es eine korresmwadde Integrationsregel, nam-
lich die Produktiontegratiorund dieSubstitution

[1.2.1 Die Produktiontegration Die Produktegel der Ableitung lautet
(w-v) =u"-v+u-v'. (11.5)

Wenden wir darauf die einfache Beobachtung, dal3 die Stanktifun vonf’ geradef ist
an, dal3 also das Integral véhdie Ausgangsfunktiofi liefert,

Jf’(x) dx = f(x),
so ergibt sich audi(5) durch Integration auf beiden Seiten:
u(x)-v(x) = Ju’(x) -v(x) dx + Ju(x) v (x) dx.

Wir stellen das nach einem der Integrale um und erhalteritbetie Formel fur diePro-
duktintegration(auch algartielle Integrationbezeichnet)

Ju’(x) v(x) dx = u(x) - v(x) — Ju(x) v/ (x) dx, (11.6)
oder, in etwas Ubersichtlicherer Schreibweise:

Ju’-v:u-v—Ju-v’. (1.7)

Was fangen wir nun mit dieser Formel an? Am besten erlerntdiese Integrationstechnik
an konkreten Anwendungsbeispielen.

Wir fangen mit einem Standardbeispiel an:
stin(x) dx.

Wenn wir (1.7) anwenden wollen, missen wir eine der beiden Faktoreder sirix) als

u’ deklarieren. Dal(.7) auf der rechten Seite die Angabe worv verlangt, miissen wir die
Stammfunktiont vonu’ angeben kénnen. Das missen wir bei unserer Wahl bertiaksicht
gen. Im vorliegenden Beispiel ist das aber kein Problemnaenkdnnen beide Faktoren
problemlos integrierenx(liefert %xz und sir{x) ergibt— cogx)). Wir entscheiden uns fur
u’(x) = sin(x). Dann erhalten wir
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stin(x) dx = x(—cogx)) —J1 -(—co9x))dx =-—xco9x)+ Jcoix) dx.

Jv u’ = v u —Jv’ u

Erfolg haben wir mit unserer Wahl, wenn wir das Integral aafigechten Seite |6sen kon-
nen. Das ist hier der Fall, derfrcogx) dx = sin(x). Damit haben wir die Stammfunktion
vonx — xsin(x) gefunden:

stin(x) dx = —xcogx) + sin(x) .
Wir kdnnen uns immer davon Uberzeugen, dafl? wir richtig derechaben:

d . : ,
d—(—x cogx) +sin(x)) = —cogx) + xsin(x) + cogx) = x sin(x)

X
(nattrlich unter Verwendung der Produktregel). Die Fumki — —x cogx) + sin(x) ist
also tatséchlich eine Stammfunktion van— xsin(x). Wir wollen an diesem Beispiel
auch demonstrieren, wie eine schlechte Wahl wound v ausgesehen héatte und woran
man das erkennt: Fit’(x) = x undv(x) = sin(x) erhalten wir

stin(x) dx = %xz sin(x) — %sz cogx) dx.

Jetzt ist das zweite Integral durch den Faktérstattx noch schwerer zu losen, als das
Ausgangsintegral.

B (1) xe"dx:xe"—Je"dx:xe"—e":(x—1)e".

J

Dabei haben witt/(x) = € undv(x) = x gewahlt.
(2) | x%edx =x*e — 2JxeX dx = x?e*—2(x — 1)e* = (x> — 2x + 2)€*.

(uw'(x) = €, v(x) =x?)

(3) ~ e*sin(x) dx = €*sin(x) — Jex cogx) dx
= e*sin(x) — ecogx) — Je" sin(x) dx.

Wir haben die Produktintegration zweimal angewendet: Dageemal mit
u’(x) = e undv(x) = sin(x) und das zweite mal mit./(x) = € und
v(x) = cogx). Damit haben wir scheinbar nichts gewonnen, weil sich un-
ser gesuchtes Integral reproduziert hat. Entscheideatiést dald es mit einem
negativervorzeichen entstanden ist, denn so kdnnen wir die Gleiclkiurfgch
nach dem gewinschten Integral auflésen:

2 J e*sin(x) dx = (sin(x) — cogx))e",
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(4)

()

(6)

(7)

2.04.2008

also

Je"sin(x) dx (sin(x) — coqx))e*

NI—‘

Jsinz(x) dx = Jsin(x) sin(x) dx
— _ cogx) sin(x) + Jcosz(x) dx
= —cogx) sin(x) + J(l — sin?(x)) dx
— _cogx) sin(x) +x — Jsinz(x) dx

Wir habenu’(x) = sin(x) undv(x) = cogx) gesetzt. In der zweiten Gleichung
machen wir dann von der zentralen Beziehuh8)( sir’(x) + cog(x) = 1
Gebrauch. Dabei reproduziert sich unser Ausgangsintegrelh dem wir (wie
oben) auflésen:

[ sir2(x) dx = %(x — sin(x) cogx)) .

Daraus folgt nun leicht

p cos(x) dx = %(x + sin(x) cogx)).

r

xIn(x) dx:%len( ) — H 21 4y
:%len( ) — ;dex
_ 1.2 1.2
= bin(x) - Ix

Hier haben wir, anders als bisher,(x) = x undv(x) = In(x) gesetzt. Dann
taucht im zweiten Integral natirlich(x) = %xz auf, was wir bisher immer
vermeiden wollten. Aber, da die Ableitung vor(i) ja einfach)lc ist, entsteht
auf diese Weise trotzdem ein leicht zu berechnendes Integra

Jln(x) dx = J] -In(x) dx
=xIn(x) — Jxl dx
X
=xIn(x) —J dx =xIn(x) — x.
Wir haben den Trick angewandt,(x) = 1 undv(x) = In(x) zu setzen.

Jlnz(x) dx = Jln(x) -In(x) dx
= (xIn(x) —x) In(x) — J(xln(x) — X)J—( dx
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= (xIn(x) —x) In(x) — J(In(x) —1)dx
= (xIn(x) —x)In(x) —xIn(x) +x + x

= xIn?(x) — 2xIn(x) + 2x.

U Uberzeugen Sie sich durch Ableiten, daf in den Beispielts@chlich die
Stammfunktionen gefunden wurden.

Die Produktintegration laf3t sich nattrlich auch fur bestit@ Integrale formulieren:

b b
J u'(x) - v(x) dx = [u(x) -v(x)]z—J u(x) - v/(x) dx. (11.8)

1 1
B JO x€ dx = [xe"]:)—JO e dx = [xex}:)— [e"]:) —e—(e—1)=1.
Normalerweise sollte man aber so vorgehen, da3 man zurdahsinbestimmte Integral
|6st, also die Stammfunktion angibt und dann die Grenzesetm. Auf diese Weise hat
man Integrationsfehlern gegentber mehr Kontrolle. Dena eermeintliche Stammfunk-
tion kann einfach durch Ableiten auf ihre Richtigkeit hineiipruft werden.

In unseren Beispielen haben wir gesehen, dald man mitunatas @robieren muf3, bis man
den richtigen Ansatz zur L6sung des Integrals gefundenfinatizdem kann es passieren,
daid ein Integral, dessen Integrand als Produkt auftrithtrmit der Produktintegration
geldst werden kann. Ein Beispiel iﬁ’xe—XZ dx, das sich der Produktintegration gegenuber
als resistent erweist, jedoch mit der Substitutionsmeglgedost werden kann.

[1.2.2 Die Substitutionsmethode ist die Integrationsmethode, die zur Kettenregel korre-
spondiert. Sie beruht auf folgender einfachen Beobachtung

Ist F die Stammfunktion vorf, also giltF’ = f, dann istF o u die Stammfunktion von
(f ou) - u'. Denn nach der Kettenregel gilt

aFoux) = LFux) = Fux) w(x) = flux) - w'(x).

Also folgt

Jf(u(x)) ~u/(x) dx = F(u(x)). (11.9)

Flr das bestimmte Integral erhalten wir:

b b d b
| futan - wo dx = | F(0) dx = [Flubx)?
a a - o)
— Flufb) ~ Flu(a)) = [F]33 = | o,
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also

b u(b)
J flu(x)) -u'(x) dx = J f(t) dt. (11.10)

a u(a)

B | wir machen den Gebrauch dieser Methode wieder an einemiBedsutlich: Wir
suchen die Stammfunktion

3x
2x2 +4 dx
Um Gleichung (.9) anwenden zu kdnnen, mussen Wiund w bestimmen Wir wahlen
f(t) = { (alsoF(t) = In(|t])) undu(x) = 2x* + 4. Es istf(u(x)) = 55—, also bis auf

den FaktoBx der Integrand unseres Integrals(x) = 4x, so daf¥(u(x))u'(x) = in):‘—él'

Das ist nicht genau unser Integrand, denn der Faktor Zahler stimmt nicht. Aber das
l&R3t sich reparieren:

3x 3 4x 3 , 3 3
i =] g 0= b = 3Fu) = e 4).

Das Betragszeichen in(n .) ist hier weger2x? + 4 > 0 tberflissig.

Ublicherweise geschieht die Anwendung der Substitutietbode in formalerer Weise.
Der Leitfaden dafur ist die folgende formale Rechnung:

Jf(u(x))u’(x) dx = Jf( )% dx = Jf(u) du.

D.h., wir versuchen in unserem Ausgangsintegral einerirbegem Ausdruck durch die
Variableu zu ersetzen, also aus dem Integral in der Variakleim Integral in der Variablen
u zu machen. Dabei mul3 insbesondéxen du umgerechnet werden. Vergleichen wir die
linke und die rechte Seite in obiger Gleichung, dann mfk) dx durchdu ersetzt wer-
den. Das formalisiert man, indem man filrden Ausdruck%L verwendet und diesen nach
du ‘auflést’ (dieser Vorgang ist der eigentlich formale, dehvwund dy sind symbolische
Objekte, keine Zahlen, mit denen wir so ohne weiteres ratkianen — trotzdem liefert
der beschriebene Vorgang die ‘richtige’ Merkregel). Fis daen angefiihrte Beispiel sieht
das foIgendermaBen aus:

In [ 33 dx substituieren wi = 2x* +4. Dann istg! = 4x, also4x dx = du. Verglei-
chen wir mit unserem Integral, so sehen wir, daldlx schon vorgebildet ist. Das kdnnen
wir durch%L du ersetzen. Damit haben wir insgesamt

% =3 1gu 3 3 3
szz+4dx—4judu—4 n(ful) = 7In(12x* +4)) = 2In(2x* + 4).

Ist unser Ausgangsintegral ein bestimmtes Integral, disa ﬁo 7252 dx, so stehen uns
zwei Wege zur Losung offen. Der erste besteht darin, wie dieschrieben die Stamm-
funktion auszurechnen und danach die Grenzen einzus@asiist Ublicherweise zu emp-
fehlen, denn man hat dabei Rechenfehlern gegeniber dierbd&sntrolle. Man kann aber
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auch gleich das bestimmte Integral berechnen. Dabei migselann jedoch auch die-
Grenzen des Ausgangsintegrals in di€srenzen der substituierten Version umrechnen.
Das ist nicht schwer, denn wenn= 0 ist, istu einfach durch Einsetzen zu erhalten:
u(0) = 4. Genauso gehort 2u= 2 die Grenzew(2) =2 - 2% +4 = 12. Also

4 12
| srrade=3], dau=3[n0u], = Fun12-na) = 2in) = 33

Das ist die Rechenmethode, die #ul(0) gehort.

B| (1) |[xe™ dx: Wir substituierenu = —x2. Dann gilt: u’ = qu — _2x, also
;cdx:—%du:
I I IDVRS S PRTRNN,
dxe dx = ZJe du = 2e = 2e :

@) %In(t) dt: Wir setzenu = In(t) und erhalten mit¥ =

das Integral

% In(t) dt = Judu — 12— T2,

N[—

1
2

(3) 7”‘1_1 dx : Nach einigem Probieren findet man eine gunstige Subsfituti

namlichu = v/x? — 1. Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wi* = —~— also
dx = ¥ du. Fur unser Integral bendtigen ng(rdx = -7 du. Quadrieren wir
u = v/x2— 1 und lésen nack? auf: x> = u? + 1. Damit ist! dx = —*~ du,
und unser Integral wird zu

N 2 2411
J%dx:Ju s du:J s d JLdu

uz+1 w21 YT T

= J du— J 21 du =u—arctarfu) (siehe Tabellél.1)
u?+1

=VxZ—T1—arctan(vx2—1) .

Es ist eine gute Ubung, durch Ableiten nachzurechnen, daRlesierbei tat-
sachlich um eine Stammfunktion van— —“‘if‘ handelt.

[1.2.3 Die Logarithmus-Regel

fiix) .~
J ) dx =1In (If(x)I) .
Wir bestatigen sie, indem wir die rechte Seite mit Hilfe dett€nregel ableiten. Fir alle
x € Rmitf(x) < 0gilt: In (|f(x)|) = In (— f(x)). Die Ableitung ist

d 1 5 _ flx)

(1) = —f(x) T

J. Hellmich 2.04.2008



66 Il Integralrechnung

Dieses Ergebnis erhalten wir auch fur alle R mit f(x) > 0.
Die Moglichkeiten dieser Formel sieht man wieder am besteties Beispielen.
3x 3 8x 3 2

Bl @ J4X2_2dX=EJ4X2_2dx:gln(]4x —2]).
Der Zahler3x des Bruchs war nicht genau die Ableitud8g des Nenners
4x? — 2. Allerdings haben wir das entscheidendegorgefunden, so daR wir
den Vorfaktor korrigieren konnten, indem wir die Za@hérgénzten.

ec—e*

e+ e

dx =In(e*+e™).

(2) ptanf(x) dx = J

[ L —sin(x) L 1
(3) u tan(x) dx = J cosx) dx = —In(| cogx)|) = 2In(cosz(x)).
(5 B 5 e [ 5e™ 5[ 8™
@ 2—4e—4de_J2—4e—4x'@dx_Jzeé‘x—ztdx_ngeM—ztdx

:%In (]2e4x—4]).

Dieses Integral haben wir in zwei Schritten angepal3t. IneerSchritt haben
wir durch Erweitern mit & daflr gesorgt, daR im Zahler bis auf einen Vor-
faktor die Ableitung des Nenners steht. Im zweiten Schatidn wir auf die
Ubliche Weise, also wie in (1), den Vorfaktor korrigiert.

In manchen Situationen ist es vorteilhaft, wenn man in eitreegral [ f(x) dx nicht einen
Ausdruck durch eine Variabhke, sondernx durch einen Ausdruck ersetzt, um so z.B. eine
bestimmte algebraische Relation auszunutzen. Wir velideeh das an einem Beispiel.

I f(x)=v12—xZ
‘ ‘ Die Berechnung der Kreisflache fuhrt auf das Integral

ZJ V12 —x2dx.

Die algebraische Relation, die wir ausnutzen wollen, istadintrale Beziehund.8) zwi-
schen Sinus und Cosinus: §in) + cos(u) = 1. Dafiir setzen wik = rsin(u). Dann ist

V12 —x% = V12 —r?sinf(u) = rvV1 —sirf(u) = rvcos(x). Betrachten wir die Gren-
zen: Flrx = —r mul3—r = rsin(u), also—1 = sin(u) gelten, d.h.u = arcsif—1) = -5
(vergl. Abbildungl.8). Furx = r folgt die u-Grenze ebensat = 7. In dem Bereich von

u = —7J bisu = Z ist cogu) positiv, so daf’ wir aus cos'(u) die positive Wurzel cast)
ziehen kénnen. Nun missen wir nogk in du umrechnen. Dazu leiten wir nachu ab:

& — rcogqu), alsodx = rcoqu) du. Jetzt haben wir alles beisammen und kénnen die

du
Substitution durchfiihren und damit die Flache des Kreisstitlmmen:

rcodu) - rcoqu) du = 21‘2J2 cos(u) du

jud

ZJ \/rZ—Xde:zr

NIE
SIE|
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=12 [u—i—sin(u) COS(LL)] T Tz(g — (- %)) = mr?.

_
2

11.3 Anwendungen

11.3.1 Taylor-Entwicklung Die Taylor-Entwicklung stellt eine Methode dar, mit deren
Hilfe es moglich ist, die Funktionswerte vieler Funktionere sin, cos, exp,. . in belie-
biger Genauigkeit zu berechnen. Wir verschaffen uns diéTrdyormel mittels Produktin-
tegration. Unser Ziel ist es dabei, die Funktionswéftg einer Funktiorf in einer Umge-
bung eines geeigneten Punkigdeliebig genau durch Summen von Potenger- xo)™
auszudrucken. Wir starten mit der Formel

X

() — f(xo) zj £(1) at,

X0

also

X

f(x) = f(xo) +J f'(t) dt. (1.11)

X0

Nun formen wir das Integra‘\ﬂ;‘0 f'(t) dt = j;‘o 1-f/(t) dt mittels Produktintegration um.
Dabei wahlen wir finu/(t) die Zahl1 und fur die von [1.7) geforderten Stammfunktion
u die Funktiont — x. v(t) ist dann nattrlichf’(t). Dabei machen wir uns noch einmal
klar, dal’ wir bzgl. der Variabletiintegrieren, so da8 wie eine gewohnliche Konstante
behandelt wird. Hier haben wir sie als die Zahl genommenyiieu jeder Stammfunktion
hinzuaddieren durfen:

JX () dt = [(t—x)f’(t)r —JX (t —x)f"(t) dt

X0 xo X0
X

= —(xo — x)f"(x0) — J (t—x)f"(t) dt.

X0

In der nachsten Runde wahlen wit(t) = (t —x), u(t) = %(t—x)2 (nachrechnen mittels
Kettenregel) und(t) = f”(t). Wir setzen alles inl(.11) ein und erhalten

f(x) = f(xo) + (x —x0)f'(x0)
~ [Jie- x)zf”(t)Ko +

= (x0) + (x = x0)f’(Xo) + Jx0 = X)*" (x0)

JX (t—x)%f"(t) dt

1
2

+ Jx (t —x)2"(t) dt.

X0

N[—
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Wir fahren auf diese Weise fort: Jetzt ist(t) = %(t —x)?undu(t) = 21f3(t —x)3. Wir
erhalten damit bereits
) = f(xo) + (x = x0)F’ (x0) + 3 (x = x0) (o)
T . [(t — x)3f”’(t)} R (t—x)3F@(t) dt
2 * 3 X0 2 * 3 X0
= f(x0) + (x = x0)f’(Xo) + 3 (x = x0)*" (x0) — 375 (X0 — %)*""(xo)

X

- 513 J (t—x)3 W (t) dt.

X0

Die nachste Runde wird uns das Gesetz verraten, nach denmederem Summanden zu

bilden sind. Wir wéhlen wiedar'(t) = %(t—xﬁ undu(t) = %(t—x)“. Dabei benutzen

wir die Schreibweis@! =2-3,4'=2-3-4,...,nl=2-3-4....(n— 1) -nflrdie
Fakutlatn! einer natirlichen Zahh. Wir vereinbarerd! = 1. v(t) ist inzwischen die 4.te
Ableitungf™®(t). Wir erhalten:

() = fxo) + (x = x0)f'(x0) + 3 (x = X0 (x0) + 35 (x = x0)*""(xo)

41 w ALJ
= f{x0) + (x = Xo)'(x0) + 3 (x = x0) " (xo) + 31 (x = x0)*"(xo)
+ 1 (x = x0)* ¥ x0) + 4 J (t— %)) (1) dt
! L),
(n)
Der n-te Summand wird also durcﬂq(x — xo)MfMW(xg) = fT('XO)(x — xo)™ gegeben
sein und das letzte Integral durch
Ru(x0,%) = (_T:,)n J (t—x)™ () dt.
L)

Dabei bewirktf —1)™ das abwechselnde Vorzeichen des Integrals. Fir geraeregbt sich
das+Zeichen und fiir ungerades das—Zeichen. Das Ergebnis unserer Uberlegungen
besteht nun in der folgenden Formel:

f gléo)(x_x())z_i_f ?S(O)(X—Xof—i—---—i—

f(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) +

£ (x0)

- (x —x0)™+ Ru(xo0, %) . (11.12)

Das ist dieTaylor-Entwicklung der Funktiofium den Punkk, herum bis zur n-ten Ord-

nung Das Polynom

™ (x0)
n!

7 (x0)

51 (x —xo)™ (11.13)

(x—x0)*+ -+

tn(x) = f(xo0) + f'(x0) (x — x0) +
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ist dasTaylor-Polynomm-ter Ordnung.

Der AusdruckR,(xo,x) wird Restgliedder Entwicklung genannt. Fir die uns interes-
sierenden Funktionen hat es die Eigenschaft, beliebign leiwerden, wenn win nur
genugend grof3 machen. Daher erhalt man bei graReme gute Naherung fur den Funk-
tionswertf(x), wenn man das Restglied einfach weglaft:

(o)
2!

M (x0)

(x —x0)*+---+ ]

f(x) ~ f(xo) + f'(x0) (x — x0) +

(x —x0)™.

Die meisten Funktionen werden um die Stedlje= 0 herum entwickelt. Dann lautet die
Taylor-Formel etwas einfacher:

f(x) = £(0) + '(0)x + f"z(f))xz + f";(!o)x3 T f(igo)xn FRL0.%),  (11.14)
bzw.
f(x) =~ f(0) + f'(0)x + fnz(!o)xz + f";(lo)ﬁ + -+ f(z(lo)x“. (11.15)

Wie wendet man diese Formel an? Fir eine konkrete Funkti@nlangt sie von uns, daf3
wir die Ableitungen bis zu der Ordnung bestimmen, bis zu dedieg Funktion entwickeln
wollen. Dann haben wir nur noch die Stedgin die Ableitungen einzusetzen. Wenn wir
in der Lage sind, die allgemeine Form desten Summanden zu bestimmen, dann kdnnen
wir die Taylor-Entwicklung bequem auf jede Ordnung auseehn

Bl (1) f(x) = e Wir wissen bereitsf’(x) = f"(x) = ... = fM(x) = e, so daR
f(0) = f'(0) = ... = f™(0) = €® = 1 gilt. Nun miissen wir nur noch in
(11.15) einsetzen und erhalten:
1 1 1.n

XN —2 —3 .« e —_—
e~1—|—x—|—2x —1—3!7(—}— —i—n!x.

(2) f(x) = sin(x). Dannistf’(x) = cogx), f”(x) = —sin(x), f”(x) = —cogx)
undf®(x) = sin(x). Ab hier wiederholen sich die Ableitungen in genau der-
selben Reihenfolge, wie die ersten vier. Wir erhalten:

f(0) = 0, f'(0) = 1, f"(0) = 0, f”(0) = —1, f¥(0) = 0, f5(0) = 1,
f(0) =0, f7(0) = —1,....

Versuchen wir das Bildungsgesetz aufzustellen: Offetisathverschwinden
alle geraden Ableitungen an der StelleDie ungeraden Ableitungen sind ab-
wechselndl und —1. Zunachst benétigen wir eine Formel fur die ungeraden
Zahlen. Das ist einfach, denn dieradenZahlen lassen sich leicht bestimmen:
Sie mussen von der Form = 2k sein, weil sie durcl2 teilbar sein missen.
Da neben jeder geraden Zahl eine ungerade Zahl steht, maiwdie der Form

n = 2k — 1 odern = 2k + 1 sein (je nachdem, ob wir b&i = 1 oderk = 0

zu zahlen anfangen). Nun missen wir den &gzeichen-Flip(—1)™ richtig
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3)

(4)

2.04.2008

justieren. Er kann nur von der Forfa-1)* oder (—1)**! sein ( ist die Va-
riable, mit deren Hilfe wir die ungeraden Zahlen abzahlen; 0,1,...). Es
ist normalerweise ausreichend, wenn wir den FlipeamemSummanden der
Entwicklung justieren. Fiin = 1, alsok = 0 (1 = 2- 0 + 1), haben wir das
Vorzeichen+1, das von(—1)* fiir k = 0 ebenfalls geliefert wird. Fik = 1
erhalten wir(—1)" = —1. k = 1 entsprichtn = 2 -1+ 1 = 3. Das Vorzei-
chen vonf”’(0) ist tatsachlich-1. Also ist der Vorzeichen-Flip einfach-1)¥,
k=0,1,.... Setzen wir in die Taylor-Formel ein, so erhalten wir
k

sin(x )Nx—%x —|—lx —+. +(2(k7—p1)x2kﬂ'
Die Approximation von sin durch die Taylor-Polynomg bis zur Ordnung
n = 21 ist auf Seite72 wiedergegeben.

f(x) = cogx). Dasselbe Verfahren ergibt hier

~l_Jdy 2 14
cogx) ~ 1 * +4|x +. +(2k)!

f(x) = In(x + 1) . Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir:

/ 1 " _ 1 n _ 2 _ 23
f'(x) = x+1’ (x) = —m, 7 (x) = m f(‘”(x) = —m,
£ (x) = 2-3-4 _ 4!

(x+1)°  (x+1)°
f"(0) 1 f700) _ 2 _ 1

Damitistf(0) = In(1) = 0, f(0) =1, 5= = =3, 5~ = 3 = 3

(4) (5)
f 450) = —24"3 = zll f 550) g: = l. Eingesetzt erhalten wir die Ent-

wicklung bis zur 5. Ordnung

(&)

1Xz+1x3 ]x4+ 1)(5+

Nx A1) x— X"+ 3% — X + 3

Die Summanden 6. und 7. Ordnung werden vve%le und%x7 lauten. Daraus

konnen wir den Summandenter Ordnung leicht z¢—1)"*! %x” bestimmen.

Wir erhalten also fur die Entwicklung des nattrlichen Lotjenus:

v 12, 1.3 1.4, 1.5 1 1n
In(x+1)~x 7% —|—3x 1% +5x+ 4 (=1) X

An diesem Beispiel sehen wir auch, dal® diese Entwicklung ilgefeinen
nicht fir allex € R sinnvoll ist. Offensichtlich istk = —1 auf der linken
Seite nicht erlaubt, denhliegt nicht im Definitionsbereich von In. Fir diesen
Wert kann also auch die rechte Seite keine Annaherung an agktienswert
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(5)

J. Hellmich

ergeben, da dieser ja gar nicht vorhanden ist. Tatséchijthtelie rechte Seite
fur x = —1 (bis auf ein gemeinsames Vorzeichen) eine berihmte Reihe,
1. 1.,1.,1.,1

T+ 45+ 1+s+-+ -+

1., ...
2t3Tytstg nto

die sog.harmonische Reihalie gegemnt-co divergiert, die sich also nicht zu
einer endlichen Zahl zusammenzahlen laf3t. Haben wir eindfert gefunden,
fur den sich die rechte Seite einer Entwicklung nicht memmieren laft
(wenn wir also versuchen, den Grenzwert fli— oo durchzuflhren), dann
l&Rt sie sich auch fir keine andere Zahl mehr summierenndéatrag grofier
ist. In unserem Beispiel heil3t das, daf’ sich die rechte Seitecine Zahlx
mit |x| > 1 aufsummieren |aRt. Fir = 1 dagegen konvergiert die Reihe noch,
und zwar, wie unsere Entwicklung vermuten laf3t, gegén)in

1

L T L A
gt DM

1_
3
Allerdings konvergiert diese Reihe nur sehr langsam. ZsBfir n = 26

der genéherte Wert der Reihenentwickluhg74285961081290, gegeniber
In(2) = 0.693147180559945 ... ..

f(x) = e . Die Taylor-Entwicklung fur diese Funktion erhalten winfgich
dadurch, daR wir-x? stattx in die Taylor-Entwicklung von eeinsetzen. Das
ergibt:

e a1 —xz—l—zl!x4—%x6—|—4l!x8—---—i—(—1)“ix2“.
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Abbildung 1.3 Approximation vorsin durch Taylor-Polynomey, ts, ..., t21
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[1.3.2 Das Volumen eines RotationskdrpersBisher haben
wir das Integral dazu benutzt, Flacheninhalte zu bestimmen
Tatsachlich hat es aber viel weiterreichende Anwendungsmo
lichkeiten. Um flr eine gegebenes Problem den richtiges In;7
gralausdruck zu finden, gehen wir den Weg tber die Riemarin-
Summen. Wir fuhren das hier am Beispiel des Volumens eines
Rotationskdrpers vor. Dazu denken wir uns den Graphen einer
Funktionf um diex-Achse rotierend. Dabei beschreibt er die
Oberflache eines Rotationskoérpers (siehe nebensteheime 8Rbildung 11.4

ze). Das Volumen bestimmen wir naherungsweise, indem g Volumen eines Rotationskérpers
den Korper in Scheiben mit der Breitex; und dem Radius

f(xi) zerlegen. Dabeiisth = xg < X1 < X2 < -+ <X < X411 < -+ < Xp < Xng1 =D

eine Zerlegung. des Basisintervallgl, b] mit der FeinheitZ| (vergl. Seite52). Das Volu-

men einer solchen Scheibe ist dann at$tx;)?Ax;, namlich Grundflachef(x;)? - Hohe

Ax;. Zahlen wir die Volumina aller dieser Scheibchen zusamrmserrhalten wir den Na-
herungswert

V =~ ﬂ(f(xo)zAxo + f(x1)%Ax7 + f(x2)?Axz + - - + f(xn)zAxn> =7 Z 2(x1)Ax; .
i=0

Um den genauen Wert des Volumens zu erhalten, fihren wir denz@&ert|Z| — 0
beliebig feiner Zerlegungen durch:

= lim = Zfz Xi)AXy .
|Z|—0

Wenn wir das mit(.1) vergleichen, so sehen wir, dal’ das Volunveder Grenzwert von

Riemann-Summen ist, allerdings nicht fiir die Funktforsondern fiirr 2. Also ist das
Volumen des Rotationskoérpers durch das Integral

b
vsz 2(x) dx (11.16)

gegeben. Zur Berechnung kénnen wir daher wieder auf uneegrationstechniken zu-
riickgreifen, nun eben atif angewandt.
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B | wir berechnen das Volumen einer Kugel. Dafir lassen
wir einen Halbkreis um die-Achse rotieren. Seine Gleichung
ist f(x) = V1% — x2. Damit ergibt sich fir das Kugelvolumen: p

f(x)=v12 —x2

<
I

ﬂJTr f2(x) dx = nJrr(rz —x2) dx

= n[rzx — %xﬂ ; = n(r3 — %rg’) — 71( 4+ ;15) = %m3 + %m3 = %7[1"3.

Das VWolumen eines Kegels erhalten wir, indem wir eine Ur-
sprungsgeradé x) = mx um diex-Achse rotieren lassen.

h h
V:T[J f2(x) dx :ﬂJ m?x?% dx
0 0

o121 23 1 2y,
—n[gmx}o—gmnh —371(mh) h =

denn der Radius des Grundkreises ist= mh.

[1.3.3 Die Lange einer Kurve Die Lange des Bogens eines
Funktionsgraphen bestimmen wir zundchst ndherungsweise, |
dem wir ihn durch aneinanderstol3ende Geradenstiicke, sdgen
Polygonzugersetzen. Dazu fuhren wir wieder die Zerlegung
Q=X <X <X < - <X < Xip1 < - <Xp<Xny1 =D,
des Basisintervallga, b] mit der Fe|nhe|ﬂZ| ein. Dann ersetzen
wir den tatsachlichen Kurvenverlauf auf jedem der kleinei-T ¢
intervalle [xi, x;,1] durch ein Geradenstlck, das die Randpunk-
te (xi/f(xi)) und (xi11/f(xip1)) des Kurvenbogens Uber;, x;, ]  (alfxi))

miteinander verbindet. Die Lange eines solchen Geradekstst Af(Xi]‘L“(AX”ZHM(X”)Z
nach dem Satz von Pythagoras: Rt

2
(Zi = \/(Axi)z + (Af(Xl))z = \/] + (Af(XJ) . AXi .

AXi

- Xj b

Ax;

Die Langel des Kurvenbogens zwischenundb erhalten wir dann ungefahr, wenn wir
die Langen(; aufsummieren:

n n Af . 2
Lalot b+t -+t Fla=) =) 1+(A(;)) P A
i=0 i=0 i

Den genauen Wert flr hoffen wir wieder durch den Grenzwe#t| — 0 verschwindender
Feinheit der Zerlegun@ zu gewinnen. Daflr missen wir die richtige Riemann-Summe
finden, die uns verrat, welches Integral wir zur Berechnuaig lv benutzen kénnen. In
obiger Summe steht unter der Wurzel der Differenzenqubﬁggﬁ, der fur|Z| — 0, also
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fur kleinesAx;, durch die Ableitung’(x;) ersetzt werden kann. Dadurch erhalten wir nun
tatsachlich eine Riemann-Summe flr die Approximation kzon

L~ Z V14 (%)) Ax; .
i=0
Wir vergleichen das wieder mitl(1) und sehen, dal? die Langedurch das Integral

L:beﬂ + (f'(x))%dx (1.17)

gegeben sein mul3.

Bl als Anwendung bestimmen wir die L&nge der sé@ttenlinie die
durch die Funktion ch gegeben ist (verdI38)):

ch(x) = %(eX +e7).

Sie besitzt die Ableitung und die Stammfunktiorixsh= %(eX —e ™). Der

NameKettenliniefiir ch stammt daher, dafd diese Funktion den Verlauf einer

Kette beschreibt, die zwischen zwei Punkten lose aufgehsing T SR

Jetzt kdnnen wir die Langk(x) der Kettenlinie im Bereich vol bis x 71 -
berechnen (dabei verwenden Wig- st¥ = ch?, vergl. (.35)):

L(x) = JX 1+ (ch'(t))2dt = JX\H + shP(t) dt sh 3

0 0

= Jx \/ch(t) dt = Jtch(t) dt = [sh(t)}: =sh(x) .
0

0

Die Funktionx — sh(x) gibt also nicht nur die Ableitung und die Stammfunktion von
ch wieder, sondern auch die Lange des Kurvenbogens dies&tié iber dem Intervall
[0, x].
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