2.1.8 Mohrscher Spannungskreis
(Mohr 1882)
Drehung des Koordinatensystems (2D):
, (on T (cos@ sinb)o, 7, |cosfd —sinb
i~ (2'1'2 ngj - (— sinf  cos H]( T, 0'221 sinf  cosé ]

Ergebnis (allgemein):

= Gleichung der Form (x-x,)’ +y* =17
—> alle Aquivalenten Kombinationen aus Normal - und

Schubspannungen liegen auf einem Kreis

im o, — 7/, — Koordinatensystem




Konstruktion des Mohrschen Spannungskreises (2D):




Mohrscher Spannungskreis im Dreidimensionalen

Mit Hilfe von den drei gegebenen Hauptnormalspannungen (o, > 6, > G;)
werden drei Mohrsche Spannungskreise konstruiert, deren Radien den drei
moglichen Hauptscherspannungen entsprechen:

O, —O O, — O O, —O
rlzflz 2 3 r2:T2:—1 3 r3:’Z'3: 1 2
2 2 2

Die Mittelpunkte der Kreise liegen auf der Hauptspannungsachse:

_02+G3 M _01+G3 M _01+02
= , = ;=

2 2 2

Ml

Beachte: Im Dreidimensionalen ersetzt die Konstruktion des
Mohrschen Spannungskreises nicht die
Hauptachsentransformation!!!



Konstruktion der Mohrschen Spannungskreise (3D):




Darstellung eines Spannungsvektors S(e) mit Hilfe der Mohrschen
Spannungskreise:

el

Flachenelement df(e) definiert durch:

@ Meridianwinkel

9 Breitenkreiswinkel

und fiir das entsprechende
Koordinatensystem ergibt sich :

) = {sin F Ccos @;sin Fsin @; cos 9},
{ SIn (; COS gp;O},
{cos FCos @; cos Jsin @;—sin 9}

e, (¢.9)=
ey (0. 9)
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2.2 Verzerrungstensor
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2.2.1 Definition

Der Verzerrungstensor beschreibt den Verzerrungszustand in einem Punkt des

Festkorpers vollstindig. Er ist in dieser Form nur fiir kleine Verschiebungen
definiert.

1{ ou; Ouj L .
&jj :2[8X' + I j mit u;: 1-Komponente der Verschiebung
J I
uy 1(8u1+8u2j 1(up , dug
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2.2.2 Besondere Verzerrungszustande

ebene Dehnung reine Scherung Dilatation

(e11 €12 0) 0 ¢ 0y (¢ 0 0 (e 0 0)

Er; & 0 g 0 0[,]0 —¢ O 0 ¢ 0
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Technische Scherung <» Scherkomponente

Yij = 23@;‘ (kein Tensor!)




2.2.3 Eigenschaften des Verzerrungstensors

1) |symmetrisch: g; = g; — 6 Komponenten

2) zerlegbar:

em 0 0 £11—€m £12

&j=| 0 em 0 |+ €12 £99 — &M
0 0 eén €13 £23
Dilatator Deviator

1
wobel  &m =§(€11 +&9292 +<933)

,,Dilatation® (relative Volumenanderung):

AV
A=e+ep +e3=- -

€13
€23

€33~ €m



3) Deviator ist immer zerlegbar in| 5 reine Scherungen

£11 €12 €13 0 €2 O 0 0 &3
&2 €92 &€x3|=le2 0 0|+ O O O |+
£13 €23 £33 0 0 O &3 0 O

0 O 0 &7 0 0y (0O O 0
+0 0 &3+ 0 —-&11 O[+|0 —&33 O
0 &3 O 0 0 0) (0 0 &33

Folge:

Fiir beliebige Verformung sind 5 unabhiangige Gleitsysteme notig.



4) Ermittlung der Hauptdehnungen
analog Ermittlung der Hauptspannungen,
d.h. Losung des Eigenwertproblems.
det(gij — iE) =0
Die Wurzeln A; des Polynoms entsprechen den drei
Hauptdehnungen ¢, €,, und ;.

£11 €12 €13 e 0 0
g1 €22 €23|—>| 0 & O
£31 €32 £33 0 0 &3

Im elastisch isotropen Feskorper fallen die
Hauptspannungs- und die Hauptdehnungsachsen
zusammen!



2.3 Allgemeines Hookesches Gesetz
2.3.1 Tensorschreibweise des Allgemeinen
Hookeschen Gesetzes

Das Allgemeine Hookesche Gesetz beschreibt den allgemeinsten
linearen Zusammenhang zwischen Spannung (Spannungstensor) und
Verzerrung (Verzerrungstensor):

O'- - — - c g =g .

ij = Cijkl -k ij = Sijkl Okl
Gjj: Spannungstensor (Tensor 2. Stufe)

€’ Verzerrungstensor (Tensor 2. Stufe)

Cija’ Steifigkeitstensor (Tensor 4. Stufe)

(auch: Elastizitatstensor)
Sk’ Nachgiebigkeitstensor (Tensor 4. Stufe)



Vollstandige Darstellung in Komponentenschreibweise:
(9x9 Hypermatrix mi 81 Komponenten)

011
021
031

€11
€21
31

012
022
032

€12
€22
€32

013
023
033

€13
€23
€33

Ci111
C1121
C1131

Ci112
C1122
C1132

C1113
C1123
C1133

Cionn
Cio21
C1231

C1212
C1222
C1232

C1213
C1223
C1233

Ci311
Ci321
C1331

Ci312
C1322
C1332

C1313
C1323
C1333

Co111
Co121
Coia1

Co112
Co122
Co132

Co123
Co123
Co133

Coo11
Cooo1
Cooa1

Coo12
Co222
Co32

Co013
Co223
Co233

Cos11
Coso1
Coz31

Co312
Co322
C2332

Coa13
Co323
Co333

Cs111
C3121
C3131

S1111
S1121
S1131

C3112
C3122
Ca132

S1112
S1122
S1132

C3113
C3123
C3133

S1113
S1123
S1133

Cs211
C3201
C3231

S1211
S1221
S1231

C3212
C3222
C3232

S1212
S1222
S1232

C3213
C3203
C3233

S1213
S1223
S1233

C3311
C3321
C3331

S1311
S1321
S1331

C3312
C3322
C3332

S1312
S1322
S1332

C3313
C3323
C3333

S1313
S1323
S1333

So111
S2121
S2131

S2112
S2122
S2132

S2113
S2123
S2133

S2211
So221
S2231

S2212
S2222
S2932

S2213
S2223
S2233

S2311
S2321
S2331

S2312
S2322
S2332

S2313
S2323
S2333

S3111
S3121
S3131

S3112
S3122
S3132

S3113
S3123
S3133

S3211
S3221
S3231

S3212
S3222
S3232

S3213
S3223
S3233

S3311
S3321
S3331

S3312
S3322
S3332

S3313
S3323
S3333

€11

| €21

€31

011

1021

031

€12
€22
€32

012
022
032

€13
€23
€33

013
023
033



Spannungstensor und Verzerrungstensor sind symmetrisch. Deshalb gilt fiir die

Komponenten des Steifigkeitstensors und des Nachgiebigkeitstensors

Cijki = Cjiki =Cijik =Cjilk

Ci311

Co311

bzw.
Sijkl = S jikl = Sijlk = jilk
Ci111 Ci112 Ci113) (Ci211 Cio12
Ci122 Ci123 Ci222
Cddﬁn
1190
011 012 013 Coo11 Coo12
O 023 |= Co222

033

Ca311

Ci312
C1322

Co312
Co322

Ca312
Ca322

€11

€12
€22

€13
€23
€33



Die Tensormultiplikation fiihrt zu neun linearen Gleichungen der folgenden Form:

011 =C1111611 + C1112€612 +C1113€13 + C1121621 + C1120622 +
+C1123623 +C1131631 +C1132632 +C1133£33

012 =C1211611 +C1212612 +C1213613 +C1221621 +C1200820 +
+C1223623 +C1231631 +C1232632 +C1233£33

Usw.

Unter Beriicksichtigung der Symmetriebedingungen ergibt sich fiir die sechs
unabhangigen Komponenten des Spannungstensors:

011 = Cr111611 + C1122622 + C1133633 + C1123(2623) + C1113(2613) + C1112(2212)
022 =Co211611 + C2202622 + C2233833 + C2223(2623 ) + C2213(2613) + C2212(2212)
033 = C3311611 + C3322622 +C3333¢33 + C3323(2623) + C3313(2613) + C3312(2212)
023 = Co311611 + C2322622 + C2333633 + C2323(2623) + C2313(2613) + C2312(2¢12)
013 = C1311611 + C1322622 + C1333¢33 + C1323(2623) + C1313(2£13) + C1312(2512)
012 = C1211611 +C1220622 + C1233¢33 + C1223(2623) + C1213(2613) + C1212(2512)



2.3.2 Kontrahierte Notation nach Voigt

X7

(,,Voigtsche Vereinfachung®)

Der Spannungstensor ldsst sich durch einen sechskomponentigen Vektor
reprasentieren (dabei geht keine Information verloren).

/0-11\ /0-1\
o o o) Oy O,
11 12 13
O3 | | O3
O, Oy Oy | =
O3 Oy
\O31 O3 O33)
O3 oF




In dhnlicher Weise wird ein sechskomponentiger Verzerrungsvektor
definiert:

€11 €1
€22 €2
€11 €12 €13 £33 £
€21 622 €23 |7 2693 = &4
€31 €32 €33 2613 e

2812 &6



Das Allgemeine Hookesche Gesetz erhélt mit der Voigtschen Notation
folgende Form:

bzw.

o1 =C1161 +C1062 +C1363 +C1g464 +C1565 +C1p 65
o9 =Cp161 +Cposp +Co363 +Cpge4 + Cores +Copep
03 =C3161 +C3262 +C3363 +C3464 +C3565 +C3666
o4 =Cy161 +Cyppep +Cy363 +Cype4 +Cyses +Cypep
o5 =Cr161 +Crp6p +Cr363 +Crq64 +Crré5 + Crpép
op =Cg161 +Cpo62 +Cp363 +Cpaés +Copes + Cap 6

o1) (C11 C12 C13 Cig Ci5 Cip) (&1
op | |Co1 Coo Cp3z Copg Co5 Cop || &2
o3| |Ca1 C32 C33 C3zq Cz5 Cg6 | |é3
o4 | |Ca1 Cap Cy3 Cya Cyas Cyp | | €4
o5| |Cs1 Cs2 Cs3 Csq4 Css Cogp | | &5
o6) \Ce1 Ce2 Ce3 Cea Cos5 Cep,) \ 8




Durch Koeffizientenvergleich erkennt man

Cunn=Cu , Cpu=Cy , Cun=Cs , Cun=Cy

usw.

Die Voigtsche Steifigkeitsmatrix C;; enthélt die gleiche Information tiber die
elastischen Eigenschaften des Festkorpers wie der Steifigkeitstensor.

Die Steifigkeitsmatrix besitzt jedoch keine Tensoreigenschaften.

Die Steifigkeitsmatrix enthilt 36 Komponenten.

Auch die Steifigkeitsmatrix ist symmetrisch, d.h. es giit: C;; = C;;.

Dadurch vermindert sich die Anzahl der unabhingigen Komponenten der
Matrix auf 21.

— Im allgemeinsten Fall werden zur Beschreibung des linear-elastischen
Verhaltens eines Festkorpers 21 elastische Konstanten benotigt.
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Form der Matrix fiir die Elastizititakonstanten bzw. -moduln der verschiedenen Kristall-
klassen. Die zur Hauptdiagonale symmetrischen Elemente wurden weggelassen.



2.3.3 Elastische Konstanten be1 kubischer Symmetrie

Bei kubischer Symmetrie gilt:
C11=C22=C3z3
C44 =Cs5 =Cgp
C10 =C13=Cp3
Die restlichen Komponenten der Steifigkeitsmatrix sind alle gleich null.
C11 C12—C|312 o 0 0
Cio Cpp C2 0 0
Cij‘ _ 12—C12 C11 0 0
kub. 0 0 0 Cy 0
0 0 0 0 u O
0 0 0 0 0  Cu

o O O




Beziehungen zwischen C;; und Sy
C. = S11"‘812 S = C11+C12
11 s Y11
(811 B S12 )(811 + 2812) (Cn _ CIZ )(Cn + 2C12)
_ — S, S . = -Cp
12 s D12
(811 B 812 )(811 + 2812) (Cll B C12 )(Cn + 2C12)
1 1
Cp=— , Sy =—
44 844 44 C44
C,.—-C, = 1
11 12 811 B 312
1
C11 + 2C12 —




Das linear-elastische Verhalten eines kubischen Kristalls
lasst sich somit durch die Angabe von dre1 unabhiangigen
Konstanten (z.B. C4; , C, und C,,) vollstandig beschreiben.

Ein Mab fiir die Anisotropie eines kubischen Kristalls ist der
Anisotropiefaktor A, der wie folgt definiert ist:

A= 2C44 _ 2(811 _ S12)
C11 - C12 S44

Je weiter A vom Wert 1 abweicht, umso ausgepragter ist die
Anisotropie des Kristalls.



Material Epﬂl_fcrystnl E<11>  E<i00> E{IUUJE{III}

Al 70 76 64 0.84
Au 78 117 43" 0.37
Cu 121 192 67 0.35
Fe(a) 209 276 129 0.47
W 411 411 411 1.00
Diamant — 1200 1050 0.88
TiC — 429 476 1.11
MgO 310 343 247 0.72
NaCl 37 32 44 1.38

T

=1/A



Elastische Konstanten und Anisotropiefaktoren verschiedener kubischer Kristalle
Zahlenwerte in GPa (ermittelt an Einkristallen)

‘Anisotropie des Elastizitdtsmodul in einem Au-Kristall (Schematisch),

Material Cu Crz Cu A
[GFa] [GPa] [GPa]
Ag 124 93 46 2,9
Al 108 61 29 1,2
Au 186 157 42 2,9
Cu 168 121 75 3,2
o -Fe 233 124 117 2,1
Mo 460 176 110 0,8
Na 7.3 6,3 42 8,3
Ni 247 147 125 2,5
Pb 50 42 15 3,7
W 501 198 151 1,0
Si 166 64 80 1,6
C (Diamant) |1076 125 576 1,2
TiC 512 110 177 0,9
LiF 112 46 63 1,9
MgO 291 90 155 1,5
NaCl 49 13 13 0,7

A=E11/Eq




Bestimmung des E-Moduls in eine beliebige Richtung d:

Einachsiger Zug in Richtung d: o

@ Transformation in Kristallachsen

Spannungszustand in Kristallachsen: o; — o

@ Hookesches Gesetz: & = §;6;

Dehnungszustand in Kristallachsen: g — &;

@ Riicktransformation

Dehnung in Richtung d: &,

~ >

E-Modul in Richtung d: E; = o/ ;4




Anisotropie des E-Moduls:

|
_:Su_[2(811_812)_844]'(a2182+a27/2+’827/2)

hkl

mit ¢ = cos([hkl][100]), £ = cos([hkI],[010]), » = cos([hkl][001])

(111

Standardorientierungsdreieck Beispiel Ni-basis-Superlegierung (PWA 1480)



Stereographische Projektion
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Anisotropie des E-Moduls:

|
_:Su_[2(811_812)_844]'(a2182+a27/2+’827/2)

hkl

mit ¢ = cos([hkl][100]), £ = cos([hkI],[010]), » = cos([hkl][001])

(111

Standardorientierungsdreieck Beispiel Ni-basis-Superlegierung (PWA 1480)



2.3.4 Elastische Konstanten be1 hexagonaler Symmetrie

Bei hexagonaler Symmetrie gilt:

C11 — sz ) C44 — Css

1
C,=Cy, Cy= E(Cn _C12)
Die restlichen Komponenten der Steifigkeitsmatrix sind alle gleich null.
(C,, C, C 0 0 0 )
11 12 13
., C. 0 0 o
12 11 13
c.| _|GCs Cy 0 0 0
hex,. | 0 0 0 C44\ 0 0
0o 0 0 0 C, O

L0 0 0 0 0 C



2.3.5 Elastische Konstanten bei Isotropie

Bei isotropem elastischen Verhalten sind die drei Konstanten C;; , C;, und C,,
nicht mehr unabhédngig voneinander.

Es gilt: C44=%(C11—C12) < A=1

Die dre1 Konstanten hangen unmittelbar mit dem Elastizititsmodul E und der
Poissonzahl v zusammen:

. EQ-v) E
v )i-2) 1202 (1)
Cpp = Ev

(1+v)1-2v)
Cyq = E G

2(1+v)



c E(1-v) E
11 = =
L+v)i-2v) 1-202/1-v)
Ev
C p—
127 1 v -2y
E
Cyy = =G
44 2(1+v)

Die Konstante C,; ist identisch mit dem bereits in Kap. 1 hergeleiteten

Modul fiir einachsige Dehnung. Die Konstante C,, entspricht dem
Schermodul G.

Anmerkung: Polykristalline texturfreie Materialien weisen unabhingig
von ihrer Kristallstruktur in der Regel ein 1sotropes elastisches Verhalten auf,
dieses Verhalten nennt man ,,Quasi-Isotropie®.



2.3.6 ,,Quasi-Isotropie* von Polykristallen

Das elastische Verhalten von Polykristallen ist zwar in jedem einzelnen Korn
anisotrop, gemittelt liber viele Korner ergibt sich jedoch ein ,,quasi-isotropes*

Verhalten. Fiir kubische Materialien lassen sich folgende Mittelwerte fiir den E-
Modul und den Schubmodul berechnen:

Voigt-Mittel (Iso-Dehnung):

C11_C12+3C44)(C11+2C12) szl(C +3C. —-C )
2C, +3C, +C,, , 5\ 44 12

.,

Reuss-Mittel (Iso-Spannung):
E. - 5 .G, = 5
3S,,+25,+S,, 4S5, +3S,, —4S,,

Im allgemeinen gilt:

E; <E., <E,




2.4 Experimentelle Bestimmung von
elastischen Konstanten

Fiir die Bestimmung der elastischen Konstanten miissen so viele
voneinander unabhiangige Experimente durchgefiihrt werden, wie es
unabhangige Konstanten gibt, also z.B. 5 be1 hexagonalen Kristallen,

3 bei kubischen Kristallen und 2 bei isotropen Festkorpern.

In der Regel wird das Ultraschallverfahren angewandt, bei dem an einem
kleinen Probenkorper (ca. 1 cm?®) die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten

verschiedenartig angeregter Schallwellen gemessen wird



Versuchsaufbau Ultraschallmessung:

Impulsgenerator/-verstarker
e (T/R)
> L
Ultraschall- Signal Trigger
Koppelmittel priifkopf
: L .
Probe Oszilloskop
21
Ho—=

tp

¢ Schallgeschwindigkeit, |, Probendicke, |, Laufzeit



Longitudinalwellen:

N 4 I
. EEREE B 8 @ [ " ® B BESee & § @
[ ETTE N BN T # & @ & RENEE R ¥

Scherwellen:

ppppppppp

iiiiii

Man unterscheidet zwischen Longitudinalwellen (Auslenkung u parallel
zur Fortpflanzungsrichtung X) und Scher- bzw. Transversalwellen
(Auslenkung senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung).



Isotrope Materialien

Im einfachsten Fall, d.h. bei einem isotropen Festkorper, gentigt zur
vollstindigen Charakterisierung die Messung der transversalen
Schallgeschwindigkeit c¢; und der longitudinalen Schallgeschwindigkeit ¢,
in jeweils beliebiger Raumrichtung.

Ist die Dichte p des untersuchten Festkorpers bekannt, so lassen sich
die elastischen Konstanten aus folgenden Gleichungen berechnen
(gilt so nur bei Isotropie!):

p(1+v)1-2v)

CL: == =
P,

Ciy \/E (1=v)




Anisotrope Materialien

Zur Bestimmung der elastischen Konstanten von anisotropen Kristallen
miissen Schallgeschwindigkeitsmessungen an einkristallinen Proben in
verschiedenen definierten Gitterrichtungen durchgefiihrt werden.

Fiir genauere Erlauterungen zu diesem Thema wird auf einschlagige
Lehrbiicher verwiesen, z.B.

K.-H. Hellwege, Einflhrung in die Festkdrperphysik, Springer-Verlag.



Schallwellen 1in kubischen Kristallen

Eine Schallwelle ist eine elastische Welle. Sie wird charakterisiert durch die
Ausbreitungsrichtung (Wellenzahlvektor K mit dem Betrag 27t/A) und die

Polarisation (Auslenkungsrichtung u)

e — —

‘T

T
|
|
l

e — A — —8

Welle in [100]-Richtung Welle in [110]-Richtung Welle in [111]-Richtung

Verschiedene Wellenformen in einem kubischen Kristall.
L — longitudinal, T — transversal.




[111]

—

K u Typ Ausbreitungs-
parallel zu | parallel zu geschwindigkeit
[100] | [100] |longitudinal -

Cp = il
P
[100] | [010] |transversal
: o= [Cat
001] p
[ longitudinal
[110] | [110] [longitudina _\KCH+C12+.?C44
Cp = 2
P
[110] | [001] |transversal
_ [Cu
Cry =
p

110 170\ |transversal

[110] | [1T0] e
T2 2p

longitudinal

o= \/C“+2sz+4c,4
L= 3P

[111]

transversal

o _\]CH -Cpp+Cy
T = 3p




