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1  Spannung, Dehnung, Scherung

1.1 Normalspannung

Zugspannung  Druckspannung

F
o=—
A

Kraft
Flache

Spannung =

SI-Einheit der mechanischen
Spannung: Pascal

Y

1MPa=10°Pa=1 N

mm?




Wie grol? sind real auftretende Spannungen?




SI-Prafixe:

Prafix Symbol Multiplikationsfaktor
Tera T 101> =1 000 000 000 000
Giga G 10° = 1 000 000 000
Mega M 106 = 1 000 000
Kilo Kk 103 = 1 000
Hecto h 102 = 100
Deka da 10t = 10
Deci d 101 = 0,1
Centi C 102 = 0,01
Milli m 103 = 0,001
Micro L 106 = 0,000 001
Nano n 10° = 0,000 000 001
Pico P 102 = 0,000 000 000 001

Beachte: Die Benutzung der Prifixe hecto, deka, deci und centi wird im SI-
System nicht empfohlen.




1.2 Dehnung

u
Dehnung: E= Z

Die Dehnung ist dimensionslos.

Dehnung 1st Reaktion des Materials auf
angelegte Spannung - materialabhangig.

Spannung ist nicht materialabhangig,
sondern nur durch Kraft und Geometrie
bestimmit.




1.3 Spannungs-Dehnungs-Diagramm
Elastizitat und Plastizitat

Spannung gegen Dehnung

elastisch, linear
e reversibel
* kein Energieverlust

elastisch, nicht - linear
e reversibel
* kein Energieverlust
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1.4 Lineare Elastizitat
Hookesches Gesetz; Elastizitatsmodul

Hookesches Gesetz:
A im linear-elastischen Bereich gilt

oc=E-¢

,,,,,,,,,,,,,,,,

Elastizitatsmodul E:

© E:% M=[F>a]

-]




Typische E-Modul-Werte

Material E-Modul [GPa]
Diamant 1.000
Aluminiumoxid (Al,O;) 400
Bisen/S@hle 00
Aluminium 70
Fensterglas 70

Blei 14
Polyethylen 1 05
Schaumstoff <0,1
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Einachsige Spannung
Querkontraktion:
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Querkontraktion: Zahlenwerte

Material \%

Ag 0.38
Al 0.34
Au 0.42
Cu 0.34
Fe(a) 0.29
Ir 0.26
Ni 0.31
W 0.29
Si 0.27
Ge 0.28
TiC sprode 0.19
MgO 0.19
AL, 0.23
Naturkautschuk _ 0.49
Polyethylen YELIEL 0.40
Polystyrol 0.33

Ar (bei 0K) 0.25
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Spezialfall 1: Einachsige Spannung

Spannungen:
0141 o1 #0

o9 =03 =0

. / &3 Dehnung in Zugrichtung:

E & O,
S R E =—

e E

bzw. in Querrichtung:




Volumeninderung bei einachsiger Spannung

1
0.8

0.6 \

0.4 \

0.2 \

V

(1-2v)

=0 fiir v=0.5 keine Volumeninderung

AV:UI(

v = 1- 21/) =& (1 = 21/) =gfirv=0 max. Volumenidnderung

20<v<0.5




Spezialfall 2: Einachsige Dehnung
(Totale Behinderung der Querdehnungen)

& o Dehnungen:
g #0
i £, =& =
E O3 ) .
: Spannung in Zugrichtung:
S E— : _ @)
O1= /7  V § =l
(1+v)l-2v)

Durch die Behinderung der Quer-
dehnung wird der Zusammenhang
zwischen o; und g in Abhangigkeit
von v verandert.
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1.6 Scherspannung und Scherung,
Schermodul, Gestaltsanderung

Scherspannung t
T

T T
T

Hookesches Gesetz:

=Gy

G ... Schermodul (auch: Schubmodul)

Scherung y
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1.7 Hydrostatische Spannung,
Kompressionsmodul, Volumenanderung

Hydrostatischer Druck p
(3-dimensional)
Hydrostatische Spannung;:

S v 01=0p =03 =—p

-------------------------

—_— P Kompressionsmodul:

S ~ =N




1.8 Zusammenhang zwischen E, G, K und v
1.8.1 G,Eundv

Ein reiner Scherspannungszustand entspricht nach Drehung des Koordinaten-
systems um 45° einem speziellen zweiachsigen Spannungszustand.
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Es gilt (Beweis folgt in Kap. 2): 03=—01=T7

oo =0



Die relative Verlangerung der Flachendiagonalen D ist unmittelbar mit der Scherung
v verknlipft:

Fiir die kleine Scherungen y gilt in guter Naherung:

A r_X
2 L

b Mit X:%é\@ und D = L+/2 ergibt sich:
o_7

y D 2

Ersetzt man gemill dem Hookeschen Gesetz

T

= 2G

T %)
G ' D




Nun betrachten wir die Dehnung des durchgezogen eingezeichneten Volumen-
elementes. Hier gilt:

=GR =g

Die Dehnung ¢, 1st identisch mit der relativen Verlangerung der Diagonalen D:
°
D

&3 =

Damit folgt fiir den Zusammenhang zwischen G, E und v:




1.8.2K, Eund v

Man betrachte Wiirfel unter Normalspannungen ,, 6, und ;.

G3 o 01 O3
\ 2= e Ve VE
-0,
Pl E E E
O) a——- | ———0,
Smmm—T 1-2
ol/l &1 +é&o +&3 = EV(01+02+03)
$ A T
O, Vv
— E
P und v<0.5

=> TV Ts-2)




1.8.3 Zusammenfassung

Sind E und vbekannt, so lassen sich G und K berechnen:

E
2(1+v)
E
3(1-2v)

G =

Von den vier Kenngroflen E, v, G und K sind somit nur zwei unabhingig.

Das elastische Verhalten ldsst sich durch die Angabe von zwei Kenngrof3en
vollstindig beschreiben

Wichtig: Dies alles gilt nur bei elastisch isotropen Materialien!!
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2 Allgemeine Spannungs- und

Dehnungszustande
2.1 Der Spannungstensor

Der Spannungstensor beschreibt den Spannungszustand an
eimnem gegebenen Punkt eines Festkorpers vollstandig.

Der Spannungszustand (und damit der Spannungstensor) kann
unabhingig vom Ort sein (,,homogener Spannungszustand*)
oder — unter Einhaltung bestimmter Bedingungen — von Punkt

zu Punkt variuieren (,,ijnhomhogener Spannungszustand*).



2.1.1 Definition des Spannungstensors

i NF:
4----/‘5 ojj = lim -]
oo AA; —0 AA
\
g

mit Af;;: Kraftkomponente, die auf die Flache AA; in Richtung von x; wirkt

‘e,
,Normalspannungen*: O11> O, O3
cc,
,Scherspannungen®: 015> O3, Os15 Os3, G315 Oxp



Jlensor: ,,vermittelt linear zwischen zwei Vektoren

dfj = ojj - dA;
/ \
Vektor: Kraft auf Flache dAj Vektor: Flachennormale

Schreibweisen:

( o11 012 013} o11 712 713
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zweiachsig hydrostatisch




2.1.3 Eigenschaften des Spannungstensors

1)| Symmetrisch: o = o

2) zerlegbar 1n

]

011 012 013
021 022 023 | —
031 032 033

— 6 Komponenten

011 012 013
012 022 023
013 023 033

hydrostatischen jund| deviatorischen |Anteil
f f '
D
Gij J—"' — = Gigl — 4+ "_1 Gij
{ { f



o011 012 013) (om O O 011~ Om 012 013
o91 o022 023|=| 0 opn O [+ o921 022 — 0 093
031 032 033 0O 0 onm 031 032 033 — 0

wobel:

1
Oom = § (61 1+099 + 0'33) ,,hydrostatische Spannung*

»Spur

hydrostatischer Druck: p = -0,

hydrostatisch: ~ Volumenédnderung
deviatorisch: Gestaltanderung



3) Deviator ist zerlegbar in

0

05,

Beachte, es gilt:

oF

5 reine Scherspannungszustinde
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o, 0)
0 O+
0 0
0 0)
— GB 0
0O O
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(0 0 o,
0O 0 0 |+
o3z 0 0
0 0 0 )
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D D_ D 0D D D D
. =0, —0,,0,, =—0,, —0opund o}, +0,, +o5; =0.



4) Zusammenhang mit Spannungsvektor (,, Traktion*)

Al w |1~

» Fliache A

Welche Kraft (pro Einheitsflache) wirkt auf die Flache mit der
Orientierung N? |fA|=1

T = Tij -1l (Matrizenmultiplikation)

Normaltraktion: ‘T (n)‘ =T -1

2 2
Schertraktion: ‘T (S)‘ = ‘T‘z — ‘T (n)‘



2.1.4 Drehung des Koordinatensystems

X /
X2 2
4
4_._‘ O'ij ]_-
- = X1
7/
/ Y
(o
O, O Oy O, O Oy

O, Oy Oyn| > |0y 0, Oy =7

O3 Oy O3 \%13 Ox O3,



Drehung des Koordinatensystems (2D)

2 A

X, = X,€0S0 + X,SIin0

X, =-X,Sin6 + X,c0S0O




Transformation (3D):

Bilde die Transformationsmatrix
(cos(x),x;) cos(x},x») cos(x},x3)
Dy = cos(x5,x7) cos(xh,xp) cos(xh,x3)

\cos(x5,x7) cos(x3,x3) cos(x},x3)

und ihre Transponierte
cos(x/,x,) cos(x),x,) cos(xl,x,)
D] =|cos(x],x,) cos(x;,x,) cos(x},x,)

cos(x/,x;) cos(x.,x;) cos(x,x,)

Da Dj; eine orthonormale Matrix ist, gilt: ng = Dj; !

Transformierter Spannungstensor: o i’j = I:)ij "Ojj - Di}-




2.1.5 Hauptachsentransformation
Hauptnormalspannungen, Hauptschubspannungen

«i’g’
2%
f /
~
4—} O'ij 1-—» ~
= X
Y

(o1 o2 o3\ (o 0 0)
ojp 0y o3| > |0 o 0
\o13 023 o033) \0 0 o3
Hauptachsenlage: allec; =0 fur 1#]

Hauptnormalspannungen: ©,, 6,, 6; (Konvention: 6, > 6,> ;)



2.1.6 Hauptschubspannungen




2.1.7 Invarianten des Spannungstensors

Invarianten sind charakteristische skalare Grof3en, die unabhingig vom
Koordinatensystem immer den gleichen Wert annehmen. Die wichtigste
Invariante ist die Spur, die proportional zur hydrostatischen Spannung ist.

Man erhilt die Invarianten aus folgender Uberlegung:

Fiir die von der Wahl des Koordinatensystems unabhingigen Eigenwerte des
Spannungstensors gilt (vgl. Kap. 2.1.5):

ocjj—A o2 0J3
o1 0o22-A4 o023 |=0

0J3 623 0334




Die Auswertung der Determinante fiihrt auf folgende kubische Gleichung:

3,2
—A+ 4 ((711 T 0y +(733)
2 2 2
- ﬂ‘(allazz T 0033701033 =01, 03— 013)

2 2 2\
+ ((711(722(733 +20,,0,,0,, — 01,053 — 0,03 — 0330}, ) =0

Die dre1 Eigenwerte 4;, 4, und A5 sind nur dann von der Wahl des
Koordinatensystems unabhangig, wenn die Koeffizienten in dieser
kubischen Gleichung ebenfalls von der Wahl des Koordinatensystems

unabhangig sind.



Die Gleichung vereinfacht sich damit zu:
B 1% — 154 +13=0

mit

l1 =011 +0922 +033

B 2 2 2
|, =0,0,+0,0,;+0,05;,— 0, — 05— 0

Oy, Oyl |07 O30 |07 Oy

+ -

O,; O33) |03 O33) |0 Oy

I3 = 011022033 + 2012023012 —0110 223 — 0220 123 i 336122
011 012 013
=|012 022 023
013 023 033




Fliel3kriterien

Tresca (Maximum shear stress Theory):

Von Mises (Distortion energy Theory):

| 1/2
Oy = ﬁ[(o-l - 0'2)2 T (O-z - 0—3)2 T (Gl - 0-3)2]
FlieBen tritt ein, wenn gilt:
/' y '\

Vergleichsspannung berechnet nach FlieBspannung im einachsigen
einer der obigen Gleichungen Zug- oder Druckversuch

0,20




Vergleich Tresca und von Mises fiir ebenen Spannungszustand (6, 6,# 0, 65 = 0):

G, A

= Gl
von Mises ~_,
>
o)
y 1
\ Q‘;‘I"\Of\]’\ﬂ1ﬁa1‘ 711”‘7&1‘(‘111’\1’\
\/111“\/11015\/1 Z.uzveviouvuvll
G, = —G, reine Scherspannung

Tresca




Vergleich mit experimentellen Daten:

O Copper
A Nickel

/ von Mises




